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14.1 Vlastni éisla a vlastni vektory

Geometricka

motivace 1/2
e Necht je dan linedrni operator A € L£(R?) a jeho matice ve standardni
bézi A = &2 A.

e Pokusme se najit viechny piimky p v R? prochézejici poc¢atkem takové,
ze Ap = p.

e Oznacéime-li u € R? smérovy vektor pifmky p, plati p = (u) a u # 0.
e Podminka Ap = p je splnéna tehdy a jenom tehdy, existuje-li A € R tak,

7e

Au = \u.

e K zadané matici A tedy hleddme dvojici (A, u), kde A je ¢islo a u je
nenulovy vektor tak, aby platilo

Au = \u.

e Ma-li aspon jedna hledana primka p existovat, musi mit homogenni sou-
stava s matici A — AE nenulové feseni. Tedy matice A — A\E musi byt
singularni, tzn.

det(A — AE) = 0.

Geometrickad
motivace 2/2

e det(A — AE) je polynom 2. stupné v proménné \. Pokud mé dva rizné
realné kofeny A1 a A9, existuji i dvé nenulova reseni u; a ue homogennich
soustav s maticemi A — \{E a A — E.

e Nalezneme tak dvé piimky p; = (u;) takové, ze Ap; = p;, i € {1,2}.

e [lustrujte si tento ptripad na prikladé, kde A je operdtor zrcadleni podle
néjaké pifmky v R2. (Pifmky nejprve uhadnéte, potom spocitejte!)

e Polynom det(A — AE) ale nemusi mit vibec zaddné realné koreny. V ta-
kovém piipadé neexistuje zadna piimka p v R? takova, ze Ap = p.

e [lustrujte si tento pripad na prikladé, kde A je operator rotace o thel
o€ (0,7) v R2



Vlastni cisla
a vektory
operatoru

V celé této kapitole budeme pracovat v télese komplexnich cisel T'= C.

Definice 1. Rekneme, Ze A € C je vlastni ¢islo operdtoru A € L(V) pravé kdyZ
exvistuje x € V', x # 0, takovy, Ze Ax = Ax. Vektor x pak nazgvdme vlastnim
vektorem operdtoru A prislusejicim vlastnimu ¢islu . Mnozinu vech vlastnich
¢isel A nazjvame spektrem A a znacime o(A).

Poznamka 2. Vime, Ze na matici A € C™" se muzeme divat také jako na
linedrni zobrazeni
A:C">C":x— A-x.

Zcela analogicky bychom proto definovali vlastni c¢isla, vektory a spektrum
matice A € C™". (Definici si napiste!)

Také ndsledujict véty vyslovené pro operdtory plati ve stejném zneni ¢ pro
matice (je to specidlnim pripad).

Invariatni pod-
prostor

Definice 3. Necht A€ L(V) a P CC V. Rikime, e P je invariatni podpro-
stor vzhledem k operdtoru A pravé kdyz A(P) C P.

Pro vlastni ¢islo A operatoru A s vlastnim vektorem xz plati:
Ar =X r & Az —r =0 & (A—-AE)z=6.
Odtud vidime, ze
{vlastni vektory operdtoru A prislusejici vlastnimu ¢éislu A} = ker(A—AE)\{6}

Prostor ker(A — AE) nazyvame vlastni podprostor operdtoru A prislusejici
vlastnimu cislu .

Véta 4. Necht A € L(V), A € o(A). Vlastni podprostor operdtoru A prislu-
sejict vlastnimu cislu \ je invariatnim podprostorem vzhledem k A.

Diikaz. Bud x € ker(A — AE), potom Az = Az, a tedy Az € ker(A—\E). O

Soubor vlast-
nich vektoru
k riznym
vlastnim ¢islim
je LN




Véta 5. Necht A € L(V), Ai,..., \ jsou navzdjem riznd vlastni éisla A,
x; je vlastni vektor A prislusejici vliastnimu cislu N\;, i € k. Potom soubor
(1’1, e ,$k) je LN.

Dikaz. Pro k = 1 je tvrzeni trividlni. Pro & > 2 provedeme dikaz sporem.
Predpokladejme soubor (z1,...,xx) je LZ. Potom 3¢ € k takovy, ze

x¢ € (x1,...,24—1) asoucasné (z1,...,xy) je LN.

(Rozmyslete!) Existuji tedy aq,...,ap—1 € C tak, ze

-1
Ty = Z ;5.
=1
Plati:
/-1 -1 -1
Al’g =A Z ;X = Z Oéz'A{L'Z' = Z ai)\ixi.
i=1 i=1 =1
Soucasné také ,
-1
Axy = Mpxp = Z QAT
=1
Dostavame tedy
-1
0= ZO@()\Z - )\g)l‘l
i=1

Protoze xy # 6, musi 35 € {1,...,£ — 1} tak, Ze oj # 0 a navic podle pfedpo-
kladu je Ay # A; pro Vi € {1,...,¢ — 1}. Nasli jsme tedy netrividlni linedrni
kombinaci LN souboru (z1,...,z,_1) rovnajici se nulovému vektoru, coz je
Spor. ]

Charakteristicky
polynom

Pozorovani: Necht A € L(V,,) a X je baze V,,. Oznacme
pa(N) :=det ¥ (A — \E).

Potom py4 je polynom stupné n a nezavisi na volbé baze X.

Diikaz. Oznaéme (Y A);; = a;;. Protoze *E = E mame

all — A a2 e A1n

as agy — )\ . aon,
pa(A) =

an1 an2 el Gpp — A



Potom z definice determinantu vyplyva, Ze pa(A) je polynom v proménné A
stupné n, nebot koeficient u A" je (—1)" (a vyssi mocnina A se ve vyrazu
vyskytovat nemuze).

Bud Y néjaka dalsi baze V,,, potom vime, ze

Y(A—\E) = yPy' - Y(A— \E) - yPx.
Aplikujeme-li determinant na obé strany rovnosti dostaneme
det ¥(A — AE) = det yPy" - det Y (A — AE) - det y Py,
a protoze det yPy' = 1/ det y Py je
det ¥ (A — \E) = detY (A — \E).
Tedy definice polynomu p4 nezévisi na volbé baze V,. O
Definice 6. Polynom pa z predchoziho pozorovdni nazgvdme charakteristic-

kym polynomem operdtoru A.

Véta 7. Necht A € L(V,,). Potom o(A) # 0 a plati

o(A) =p;'({0}) ={A e C|pa(r) = 0}.
Diikaz. Nejprve dokézeme rovnost mezi o(A) a p*({0}):

1. € Necht A\g € o(A). Potom (Fxz € V,)(z # 6)(Ax = Xox). Tedy
Az — Moz = 6, nebo-li (A— X oE)xr =0 = x € ker(A—MNE) = (A— X\ E)
neni prosté = (A — \gE) nenf bijekce = *(A — A\gE) neni reguldrni =
pA()\()) = detX(A - )\()E) =0.

2. D: Necht \g € p;'({0}) = det¥(A — \E) = 0 = ¥(A — \E) neni
reguldrni = (A — M\ FE) neni bijekce = (A — A\oE) neni prosté. Proto
existuje 6 # ker(A — Ao E), nebo-li Az = Mz = Ao € 0(A).

Neprazdnost mnoziny o(A) nyni vyplyva ze zdkladni véty algebry, protoze
stupen polynomu p4 jen > 1. ]

Dausledek 8. Spektrum operdtoru A € L(V,) je rovno spektru matice zobra-
zeni A w libovolné bdzi X prostoru Vy, tj. o(A) = a(* A).

Priklad 1/2



Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5 =2 2
A=]-1 4 -1
-4 4 -1

(nebo operatoru, kde A je jeho matice vzhledem k néjaké bazi).

Spocitame charateristicky polynom:

pa(A) = det(A — AE) = —(A = 2)(\ — 3)2.

Koteny p4 jsou A\ = 2 (jednoduchy) a Ay = 3 (dvojnasobny).

Dostavame tedy
o(A) ={2,3}.

Pitklad 2/2

Vlastni vektory A k vlastnimu ¢islu A\; = 2 jsou vsechna nenulova feseni
soustavy (A — 2E)x = 6. Po vypoctu dostaneme mnozinu feseni jako
((—2,1,4)), coz je vlastni podprostor A prislusejici vlastnimu ¢islu A\; =
2. Prislusny vlastni vektor je libovolné 6 # z; € ((—2,1,4)).

Podobné pro nalezeni vlastnich vektoru A k vlastnimu ¢éislu Ay = 3 fe-

sime homogenni soustavu s matici A—3E a vyjde ndm ((1, 1,0), (—1,0,1)).
Vlastni podprostor A prislusejici vlastnimu ¢islu Ao = 3 mé tedy dimenzi

2 a vlastni vektor je libovolné 6 # x2 € ((1,1,0),(—1,0,1)).

Ovérte, ze pro vlastni vektory skutec¢né plati:

Axi =221 a Axzy = 3zs.

Jesté jeden pri-

klad

Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

2 4 =3
B=|-1 10 -6
-1 8 —4



e Postupujeme stejné jako v predchozim prikladé a dostavame

pB()\) = det(B — )\IE) = _()\ _ 2)(/\ _ 3)2.

e Proto o(B) = {2, 3}, ale vlastni podprostory ndm nyni vyjdou:
A1 =2: ker(B-2E)=((0,3,4)),
Ao =3: ker(B—3E)=((1,1,1)).

e Tedy matice A a B maji stejnd spektra a charakteristické polynomy, ale
rizné vlastni podprostory.

Dve razné
nasobnosti
vlastnich ¢isel

Definice 9. Necht A € L(V,,), Ao € o(A). Ndsobnost cisla \g jako korene
charakteristického polynomu pa operdtoru A nazgvame algebaickou ndsobnosti
vlastniho ¢isla Ao a znacime ji va(Ao).

Cislo d(A — M\ E) nazjvame geometrickou ndsobnosti vlastniho &isla Ao a
znacime i vg(Xo).

Poznamka 10. Cislo v4(\) je tedy pocet LN vlastnich vektori k vlastnimu
cislu No.

Véta 11. Necht A € L(V,,), Ao € 0(A). Potom

vg(Ao) < va(Ao).

Diikaz. Oznac¢me v4(Ng) = k. Necht (z1,...,x1) je baze vlastntho podpro-
storu ker(A — AoE). Doplime soubor (xi,...,z;) na bazi V,, tedy X =
(1, Ty Tpt1,- .., Tyn) je baze V,,. Potom plati
)\0 0 e 0 a1 k+1 --- Qln
0 )\0 e 0 azk+1 .- aA2n
XA — .
0 0 cee )\0 akk+1 -+ Qkn ’

0 0 ... 0 Gugp1r - Gnnm



a proto

pa(\) = det* (A — A\E) = det(* A — AE)

A() - A 0 oo 0 al,k+1 .o al,n

0 )\0 - ... 0 a27k+1 e a2.n

- 0 0 NN )\0 - A ak,;ﬁ_l e akm
0 0 . 0 p 41 -+- Gpp— A

= (o =N g\,
kde ¢q je polynom. Dostali jsme tedy
pa() = (o = 1" (),

z Cehoz vyplyvé, ze Ag je alespon k-nasobny kofen pa. Proto v4(Ag) = k <
Va (o).

(I

14.2 Diagonalizace operatoru

Idea: Chtéli bychom rict, ze dvé matice A,B € C™" jsou podobné, jsou-li to
matice téhoz operdtoru A na néjakém LP v rtznych béazich.

Definice 12. Matice A,B € C™" nazveme podobné, pravé kdyz existuje P €
C™™ reguldrni tak, Ze plati
A =P 'BP.

Znacime A ~ B. (Cvicdeni: Ovérte, ze ~ je relace ekvivalence na prostoru

crn)

Véta 13. Necht A,B € C™™. Potom A ~ B pravé tehdy, kdyz existuje operdtor
A€ L(V,) a dvé bize X, Y takové, Ze

YA=A a YA=B.

Dukaz.

Podobné matice



1. (=) : Necht A,B € C™" a A ~ B. Polozme V,, := C" a definujme
A e L(C") takové, ze

(\V/’L S ﬁ)(Ael = A.J'),
kde opét e;, i € 7, znaci vektory standardni baze C". Potom " A = A,
tedy v tvrzeni véty je X :=&,.
Definujme béazi ) jako soubor sloupcti matice P~! z relace podobnosti:

A = P~!BP. Potom P~! = y Py a plati

B=PAP ™' = xP;' - YA 1Py ="YA

2. (<) : Necht naopak existuje operator A € L(V,,) a dvé baze X, Y
prostoru V;, takové, ze ¥ A = A a Y A = B. Potom stadi polozit P := y Py
a plati
A=%A=yPyt YA )Py =P 'BP,

tedy A ~ B.

Diagonalizace
operatoru

Definice 14. Operdtor A € L(V,,) nazveme diagonalizovatelny, jestlize exis-
tuje bdze X prostoru V,, takovd, Ze matice ¥ A je diagonalnd.

Véta 15 (o diagonalizovatelnosti). Operdtor A € L(V,,) je diagonalizovatelny
prave kdyz
(VAo € 0(A) ) (va(Xo) = v4(Xo) )-

Diikaz.

1. (=) : Necht X je baze V,, takové, ze ¥ A = diag(ay, ..., a,). Potom

pa(A) = det(YA = AE) = det diag(ar — A, ..., — A) = [J (i — A),
=1

tedy o(A) = {a; | i € n}.
Necht v4(Mo) = k pro néjaké A\g € o(A). Potom
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Pro geometrickou nésobnost plati podle 2. véty o dimenzi

vg(Mo) = d(A — NE) =n —h(A —XNE) =n— (YA - \E).
Matice *A — A\oE je diagonalni a pravé na k mistech na diagonéle (s
indexy i1, ... 1) ma nuly. Hodnost této matice je tedy n—k a v4(Ag) = k.

. (<) : Hledanou bézi X, v niz je * A diagonalni, zkonstruujeme. Budte
A1, ..., Ap navzajem ruznd vlastni ¢isla operatoru A. Jejich algebaické
nasobnosti oznac¢me lq, ..., [, potom

k
i=1

Necht (acgi), . ,xl(j)) je LN soubor vlastnich vektoru piislusejici vlast-
nimu &slu N, i € k. Jejich pocet je skutecné [;, nebot podle predpokladu
dim(ker(A — \iE)) = v4(Ni) = va(Xi) = l;. Sestavme ze vSech vektori
{(xgi), . ,xl(j)) | i € k} soubor

¥ = (@ O 2 (k) (k)

1 oo @ ) e e T Ty

7 konstrukce je ziejmé, ze je-li soubor X' béze Vj,, je matice * A diago-
nalni. Presnéji,
YA =diag(M, ..., AL A A2 N AR).

A 7kré,t lo 7kré;t Uk 7kré;t

Zbyva nam tedy dokazat, ze X je baze V,,. Protoze je X n-clenny soubor,
stac¢i ukazat, ze X je LN. Necht

l1 l2 lk
Z ozl(»l)xgl) + Z a§2)$§2) + -+ Z Ozl(»k)xl(k) =0.
i=1 i=1 i=1

Vsimnéme si, ze kazdd ze sum v predchozi rovnici predstavuje vlastni
vektor piislusejici jednomu vlastnimu ¢islu, nebo nulovy vektor (nebot
linedrni kombinace vlastnich vektoru prislusejicich jednomu vlastnimu
¢islu je vlastni vektor prislusejici tomuto ¢islu nebo nulovy vektor).
Predpokladejme, ze alespon jedna ze sum je nenulova. Pak ale rovnice
predstavuje netrivialni linedrni kombinaci vlastnich vektoru prisluseji-
cich riznym vlastnim ¢islim rovnajici se nulovému vektoru. Soubor
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téchto vlastnich vektort je, jak uz vime, LN, a tedy dostavame spor.

Proto
Vjek: (Zaj) ) )

(%) ()

Protoze je soubor (z7°,...,2;°) LN, vSechny koeficienty linedrni kom-
binace vys museji byt nulove Celkem tedy mame

() € k)(¥i € [) (ol = 0),
a proto je X LN.
O
Daisledek 16. Necht A € L(V,) a (VAo € 0(A))(ve(Xo) = 1), potom je A
diagonalizovatelny).
Diikaz. Protoze pro vsechny Ao € o(A) plati
1 < vg(Xo) < ve(Xo) =1,

je vg(Xo) = va(Xo) a tvrzeni plyne z véty o diagonalizovatelnosti. O

Poznamka 17. Geometricky znamend rovnost *A = diag(A1,...,\,), Ze A
pusobi jako operdtor zmeéeny méritka ve smérech, které udavaji vlastni vektory
X = (z1,...,2n). (Skdlovaci koeficient ve sméru x; by byl vlastni cislo \;.)

Poznamka 18. Matice A chdpand jako operdtor A na C™, A =¢r A, je podle
predchozi definice diagonalizovatelnd praveé kdyz je podobnd diagondini matici.
Matice P z relace podobnosti je rovna g, Py, kde X je bize diagonalizujici A.

Jak jsme videli v dikazu Veéty o diagonalizovatelnosti matice P ma ve sloup-
cich souradnice vlastnich vektori a diagondini matice D = ¥ A md na digondle
vlastni cisla A (v prislusném poradi). Potom skutecné plati

AP =PD, nebo-li D=P AP

Priklad: Uvazujme matice A, B z prikladi uvedenych na zacatku kapitoly.

e V pripadé matice A ndm vyslo 1,(2) = 14(2) = 1 a 14(3) = 14(3) = 2.
Proto je A diagonalizovatelna.

Priklad — diago-
nalizovatelnost
matic A a B
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e V piipadé matice B nam vyslo v4(2) = 14(2) =1, ale 1,(3) =2 # 1 =
v4(3). Proto B diagonalizovatelna neni.

e 7 toho plyne, ze A, B nejsou podobné matice (~ je tranzitivni), ackoliv
méli stejny charateristicky polynom a spektrum.

e Jak vypadd diagonalni matice D a regularni matice P z relace podobnosti
pro diagonalizovatelnou matici A? Do sloupct matice P stac¢i napsat
vlastni vektory A a na diagonalu matice I vlastni ¢isla. V nasem pripadé

-2 1 -1 2 00
P=|11 1 0], D=]0 3 0
4 0 1 0 0 3
Potom plati
A =PDP L.

(Ovérte!)

e Kdybychom chtéli udélat podobnou konstrukci matice P pro matici B,
zjistime, ze “nemame dost vlastnich vektori”. Tj. vlastni vektory netvori

bazi C".

Cviceni: Necht A € C™".
1. Vysvétlete, pro¢ je det(A) roven soucinu vlastnich ¢isel matice A.

2. Vysvétlete, pro¢ je det(A) roven absolutnimu ¢lenu charakteristického
polynomu p4 matice A.

3. Bud A diagonalizovatelna a necht
n
pa(N) = Zai)\i.
i=1
Vysvétlete, pro¢ plati
n
pa(A) = ZaiAi =0.
i=1

(Matice je kofenem svého charakteristického polynomu.)

Priklad — pokra-
covani

Cviceni
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Poznamka 19. Tvrzend 3. plati i bez predpokladu diagonalizovatelnosti matice
A.

14.3 Funkce diagonalizovatelné matice

Funkce matice

e Je-li matice A podobnda diagonalni matici D,
A=P"'DP

muzeme definovat funkci matice (zatim umime jenom polynomialni funkei
matice).

e Skutecné, je-li f: C — C, a D = diag(A1, ..., A,). Definujeme nejprve
funkci diagonalni matice

f(D) = diag(f (A1), - .-, f(An))-
e Pro definici f(A) vyuzijeme vztahu A = P~!DP a klademe
f(&) =P~ f(D)P.
e Nyni (teoreticky) umime pocitat sin(A), cos(A), exp(A), ....

Maticovd expo-
nencidla — moti-
vace

e Nynli jiz vite, ze feSenim obycejné diferencidlni rovnice
/
y =ay, y(0)=c
at

je funkee y(t) = ce
e Podobné to funguje i v obecnéjé¢im pripadé soustavy obycejnych diferen-
cialnich rovnic tvaru
y'=A-y, y(0)=c,

kde y' = (v},...,y.)" je sloupcovy vektor derivaci nezndmych funkei.
Resenim je funkce
y(t) = exp(tA) - @,

kde exp(tA) je matice, kterou umime spocitat, je-li A diagonalizovatelna.
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Maticovd expo-

nencidla — pri-
klad 1/2
e Vyresime soustavu obycejnych diferencialnich rovnic tvaru

¥ =2r+y
Y =x+2

s pocatecni podminkou z(0) =1 a y(0) = 2.
e Soustavu mizeme prepat do maticového tvaru:
2\ (2 1)\ (=« z(0)) (1
v) \1 2)\y)" \wO0)) \2)°
————
=A

e Spocitame o(A) = {1, 3}, vlastni vektror k 3 je (1,1) a vlastni vektor k
1 je (—1,1). Potom dopoc¢itame

(=56 6 D)

Maticovd expo-

nencidla — pri-
klad 2/2

e 7 posledniho vztahu dostédvame predpis pro exponencidlu matice tA:

2 1 11 =1\ (e 0 1 1
eXp(tA):(l 2>:2<1 1)(0 et> (—1 1)'

e Hledané feseni je potom
z(t)\ 1\ 1 (3e3—¢t
(y(t)) = exp(th) - (2) T2 <363t +et)’

. 1
x(t) = §€3t — —é,

2 2
3 1
y(t) = iegt + §€t-

e Dosazenim ovéfte, ze jsme skutecné nalezli feseni zadané soustavy.



	Vzálenosti
	Úhly
	Nadrovina
	Vektorový soucin

