Iteracni metody reSeni soustav linearnich rovnic

Matice je:
e diagonalné dominantni pravé tehdy, kdyz |a,|> Y, |a,|
j=1, j#i
® pozitivné definitni (symetrickd matice) pravé tehdy, kdyZz pro V%0 plati
(X,AX)>0

Tyto vlastnosti budou dileZité pro zaruceni konvergence iteracnich metod.

Postup:
® zvoli odhad fefeni %'” (pokud odhad neznime tak libovolné &islo)
® predpokladdme X "“"V=B, x"+¢,

® pro spravné feSeni musi platit X =B, X+, , tedy
x“V-3=B,("-%)=B B, (" "-%)=B,...B,(%'"—%) - pozadujeme, aby pro

rostouci k Slok O

® pro konvergenci je tedy nutné a staci, aby Em B,...B,=0

Metody:
® nestacionarni — matice B v kazdém kroku jina

® stacionarni — matice B porad stejnd

Nestacionarni metoda — Rizena relaxace
(0)

Resime soustavu A X=»b . Na pocitku odhadneme feSeni libovolné X" . Spocitdme reziduum

AZ'"—p aurime jeho v absolutni hodnoté maximaln{ slozZku. Potom volime matici B tak,
abychom tuto sloZku vynulovali. Napiiklad pro soustavu 3 X3 |, kde maximadlni je druha slozka,

jeto a,, x(]0>+ a,, x(20)+a23 xgo)— b,

Pozadujeme tedy, aby v nasledujicim kroku platilo  a,, x\+a, x\'+a,xy'—b,=0 . Z této

1
. ‘2 ave . v ¥ ¥ 1 1
rovnice vyjadiime i-tou, tedy v tomto ptipadé druhou slozku x<2 )=a— (b,—a,, x(] )—a23x(31))
22
Matici B avektor ¢ volime tak, aby vSechny sloZky az na i-tou ztstaly a pro i-tou sloZku aby

platil predchézejici vztah, tedy v naSem piipadé



1 0 0 0
m_ 1

x, ' =—I(b,—a,, x(]o>—a23x(30)) .To odpovidd volbé B=—-—2 0 —-2| a ¢=—| .V
ax Ay Ay A
0 0 1 0
1 0 0 0
0 1 0 0
obecném pifpadé tedy B=| a,  a, 0 4| a C=|b
a; a;, h a; a;;
0 0 1 0

Tato metoda je vypocetné ndro¢nd, nebof je v kazdém kroku nutné hledat maximum rezidua. Proto
se v praxi nepouziva.

Stacionarni metody

(Prosta iterace, Jakobiho, Gauss-Seidlova a Superrelaxacni metoda)

o Konvergence stacionarnich metod

Vlastni ¢islo A matice B je Cislo takové, Ze k nému existuje nenulovy vlastni vektor, pro ktery
plati BX=AX

Nutna a postacujici podminka konvergence staciondrnich iteracnich metod je, Ze spektrdlni polomér
matice B musi byt menSinez 1 . Jinymi slovy pro vSechna vlastni ¢isla A; matice B
musi platit p(B)=max,_, [A[<]

Postacujici podminka konvergence metody pak je, Ze v nékteré maticové normé plati || B||<1

(Z této podminky samoziejmé plyne podminka predchazejici, nebot
A[IRI[=AX=[BX|<[[BI-IX]l .tedy [Al<[Bl<1 .)

k—o0

¢Pro¢ pozadujeme max,_, ,|A|<1 ?N&jakd véta fikd, Ze pro matici B plati ndsledujici
- k
ekvivalence ]{lm B =0 <p(B)<1l pp konvergenci jsme jiz dfive ukazaly podminku
. _ . T k_
lim B,...B,=0 tedy ve staciondrnim piipadé llm B,...B,=lim B"=0

k— o0

Presnost fesSeni miZzeme odhadnout jako
I3 “=%=l% "~ A"Bll=]lA (A -B)<|Aa A% -5

® Prostaiterace

Rovnici AX=bh miZeme piepsat jako ¥=(I—A)%+b



Prost iterace je zaloZena pravé na tomto vzorci, tedy x **=(1—A)% “'+5

Jako matice B je tedy volena matice I—A ajako vektor ¢ je volen vektor b .

Piesnost miZzeme odhadnout nasledovné:

=B O+ B p4+B 2 h+.. +b

. 2 m -1
Platf ddle implikace : jestlize p(B)<1 ,pak limI+B+B +..+B"=(I-B)

m— o0

(v podstaté jde o geometrickou posloupnost matic)
Pro feSeni X pak z predchoziho plati ¥=A 'b=(I-B) 'b=(I+B+B*+...)b .

| “=%|=|B*“% " +(I+B+..+B“ b—(I+B+B*+...)b||=
=||B %'~ (B*+B*“"'+...)b|=
=||B*(z""—(I1+B+B*+...)b)||<
<|B*||x""—(I+B+B*+...)b||<
<||B|["-||¥ "= (I+B+B*+...)b||<
<[|BII[1% )+ 211+ BIl+ 1B 2|+ 1B1]]<

151

<[ Bl B

15 1+

Metoda prosté iterace se pro systémy linedrnich rovnic prakticky nepouziva.

® Jacobiho metoda

V ¢em metoda spociva?



n
Hleddme feSeni rovnice A X=»b . NapiSeme i-tou rovnici z této soustavy Z a;x;—b,=0
j=1

( . P . 1 C .
této rovnice vyjadiime x; jako x,=— Z a;x;—b,| atakto provadime iterace
i\ j=1.j=i
1 n
(k+1)_ (k)
Xy = Z a;x; —b,
@i\ j=1.j#i

Jinak se to d4 pro matici soustavy A (fadu 3) formulovat takto.

Matice A se rozlozi na soucet 3 matic podle nésledujiciho vzoru.

ay G A d, 0 0 0 0 O 0 ry, ry
A= Ay Ay Qo =D+L+R=|0 d,, 0 |+ L, 0 O]+0 O Tss
a, Ay, dsy 0 0 dy| \l3 L, 0] 10 0 O
Z téchto tf{ matic se pak vytvoii matice B
_dl_ 0 0 0 _% 95
a a
11 1 0 rlz r]3 11 11
_ a a
B=D '(L+R)=| 0 —— 0 |X|l,, 0 ryl=-2 o -2
dy Ay Ay
1 131 132 0
0 0o —— _h
d33 (2299 (229
avektor ¢ se definuje jako
b]
ay
c=p 'b=| 22
Ay
b3
a'{'{
Iterace se provadi podle obecného vzorce % “*"=B%"+¢

Uz z formulace ulohy je patrné, Ze matice A nesmi mit nulové diagondlni prvky.



Pro Jakobiho metodu je konvergence zarucend pro matice soustavy A diagondlné dominantni:

n n a..
Diagondlni dominance je definovana |a,|> . la;| . Z toho plyne > |- <1 atedy pro

j=1,j#i j=1,j=i | Qi

maximovou normu matice B=D ~'(L+R) plati |B|<1

® Metoda Gauss-Seidlova
Téméf stejnd, jako Jacobiho, jen vzdy pouzivame uZ vSechny nové spocitané slozky vektoru X

Konvergence pro pomérné Sirokou tiidu matic A , ale mizZe byt velmi pomala.

Porovnani s predchozimi metodami:

1
(k+1):x5k)+_( (k+1) +1) (k)

. _ _ (k+1) _ (k)
Gauss-Seidl X, a; X, e —a,_ X, —a;x, —..—a, x, +b,

=" _(p+L) 'A% YD
B=—(D+L)"'R ¢=(D+L)"'b
konvergence zaruCena A diagondlné dominantni nebo pozitivné definitni

piimad iterace x, = + b,

Jacobiho metoda x§k+l)=x£;k)+—(—aﬂ x(1k>—ai2x<2k)—. .—a,, x;k)—i-bi
! =3W-p'[azV-p)
B=—D '(L+R) ¢=D'b

konvergence zarucena A diagondlné dominantni

® Superrelaxa¢ni metoda

Vlastné urychleni konvergence Gauss-Seidlovy metody. V Gauss-Seidlové metodé oznacime

A7 WP=3 " V_35 W Vv Gauss-Seidlové metods tedy plati ¥ “V=%“4+Az "
Superrelaxaéni metoda pak tento vztah preformuluje takto ¥ “"V=%¥1+wAZ"® kde w jez

intervalu (0,2) ( w <1 subrelaxacni, @ > 1 superrelaxacni, @ =1 Gauss-Seidl).

Relaxacni faktor w slouZi tedy k urychleni konvergence a jeho optimélni hodnotu Ize vypocitat

2

podle vztahu ‘Uomzl 1B ,kde Bg=—(D+L)"'R jematice B zGauss-

Seidlovy metody.



(Upozornéni: V nékterych materidlech se matice L a R ndsobi —1 pfi odvozovani Gauss-
Seidlovy a Superrelaxa¢ni metody.)

Ptiklad na Superrelaxa¢ni metodu v PASCALU DEMRELAX.PAS . Matice MATREL1.DAT ,
MATREL.DAT .

Problém vlastnich Cisel

Vlastni &islo: A , J7#0 ,7e AX=AX% , A vlastni&islo, * je vlastni vektor A

Resi se problémy: tiplny nebo &asteény
Vlastni ¢isle Ize pocitat z charakteristického polynomu matice A - det(A—AI)=0 .

Pro matici nXn se jednd o polynom n-tého stupné, ktery ma tedy n kofenti (mohou byt i
nasobné, komplexné sdruzené). Ke kazdému vlastnimu ¢islu existuje alespon jeden vlastni vektor.

Matice je defektni — md méné€ nez n LN vlastnich vektora
Normalni matice (spliiuje vztah A A"=A"A ) md n LN vlastnich vektord.
Symetricka matice ( A=A" ) m4 viechna vlastni ¢isla redlna.

Trojihelnikova matice ma vlastni ¢isla na diagonale.

Matice podobné (matice A a P 'AP ) maji stejna vlastni &isla, nebof
det(P'AP—AI)=det(P '(A—AI)P)=det(P ")det(A—AI)det(P)=det(A—AI)

Ke kazdé matici existuje matice ji podobna v Jordanové normalnim tvaru. K normalnim maticim
existuje dokonce podobné diagonalni matice.

Numerické metody feseni tiplného problému- travsformace na priblizné diagondlni nebo
trojuhelnikovy tvar.

® Jacobiho transformace

Najde vSechny vlastni ¢isla symetrické matice. Cilem metody je podobnostnimi transformacemi
postupné zmensovani mimodiagondlnich prvka.

Postup:

Nalezeni v absolutni hodnoté maximaélniho mimodiagonélniho prvku a,, .



a, a
Podobnostni transformace — pootoceni os, aby se ¢tvercova matice ( PP prvkd
qpr aqq
r ... . .0
c —s
matice A stala diagondlni. Matice transformaceje T ,=|. . : 1 :
s c
o . . . N |
Pro koeficienty ¢ , s plati c=cos(¢p) , s=sin(¢p) . Po k-té iteraci je prvek
matice A a(:q) =(cz—s2)a;kq_l)—cs (a;’;_l)—a;];_”) a abychom ho nulovaly, musime volit
) 2a,
tihel ¢ jakotak,7e tan(2¢)=
App—Ayq

Priklad v PASCALU ZKJACOBI.PAS , matice JAC1.DAT , JAC2.DAT .

® LU rozklad
Pomalé konvergence, nutny velky pocet operaci.
Provadi se rozklad A,=L,U, adéilesevoli A, ,=U,L, .Matice U, se voléjako

ortogondlni, tedy U, U,=I .Z toho plyne, 7e matice A, a A,,, jsou si podobné.

T
A.,,=U,L=ULUU=LU~=A,

e Casteény problém vlastnich &isel
Hleda se nejcastéji extrémni vlastni ¢islo (v absolutni hodnoté nejvétsi, nejmensi).
Napftiklad metoda:
- | . aT 4= .
X (Hl):p—Ax " ,kde p,=e lTAx ® ( p, jeprvnislozka AXx Wy
k

limp,=A , limX

— 00 k— o

plati

/s w7z

. v, . . “ vvs . -1
Nejmensi vlastni ¢isla matice A jsou nejvétsi matice A

Druhé nejmensi vlastni ¢islo — redukce matice nafad n—1

Vlastni ¢islo v né&jaké oblasti — posun  (A+ul)X=(A+u)%x .

Piiklad v PASCALU CASTP.PAS , matice napt. MATREL.DAT , MATREL1.DAT ...



