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Uvod

V praxi ma velky vyznam matematické modelovani a simulace nejriuznéjsich procesu.
Pri tom je potreba Tesit ruzné matematické lohy, mnoho déju je napt. popsano difer-
encidlnimi rovnicemi. Nalezeni presného reseni takovychto problému byva casto narocéné,
nékdy i dplné nemozné. Casto je lepsi nehledat feseni v uzavieném tvaru, ale pomoci
kone¢ného poctu kroku urcitého postupu najit feseni priblizné. K tomu pravé slouzi nu-
merické metody.

I hledani priblizného feSeni byva ovsem dosti pracné a jen malo uloh lze s uspokojivou
presnosti vytesit ,,ru¢né”. Proto jsou numerické metody tésné spjaty s programovanim a
rozkveét nékterych oblasti numerickych metod ptisel teprve s rozvojem vypocetni techniky.

V prvni éasti téchto skript se studenti mohou sezndmit se zdkladnimi a nejjednodussimi
numerickymi metodami pro feSeni linearnich a nelinearnich rovnic, aproximaci funkci,
numerické derivovani a integrovani a pro feseni diferencialnich rovnic.
Snazila jsem se o srozumitelnost a soucasné o zachovani matematické presnosti. Zkusenéjsi
¢tenaii mi snad prominou jistou neporadnost v uvadéni predpokladi.

Poznamka k feSenym prikladim

Vsechny mezivysledky v prikladech fesenych v téchto skriptech jsou zapisovany po zaokrouhleni.
Pri dalsim vypoctu vsak byly pouzity puvodni, presnéjsi hodnoty. Proto se muze stat, ze
bude-li nékdo tyto piiklady pirepocitavat a pouzije k tomu mezivysledky zde uvedené,
muze dojit k vysledkum ponékud odlisnym.
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Cast I
NUMERICKE METODY

1 Chyby pri numerickych vypoctech
Cil kapitoly

Protoze zakladem numerickych metod je ziskavani pribliznych vysledku, je nutné mit vzdy
predstavu, jaky rozdil muze byt mezi presnym fesenim dané ulohy a feSenim ziskanym
pouzitou numerickou metodou.

Cilem této kapitoly je ukéazat, kde vSude se pri pirevodu néjakého problému z praxe
na ulohu numerickou dopoustime nepresnosti. Déle se seznamime s veli¢inami, které
pouzivame pii hodnoceni ziskaného priblizného vysledku - absolutni a relativni chybou -
a s tim, co se déje pri pouzivani zaokrouhlenych ¢isel béhem vypoctu.

1.1 Zdroje a typy chyb

Pomineme-li jako zdroj chyb ¢lovéka dopoustéjiciho se omylt, muzeme chyby rozdélit na
nékolik zakladnich druhu:

- chyby matematického modelu — vznikaji nahrazenim realné fyzikdlni situace
matematickym modelem. Muze se jednat napiiklad o popis néjakého fyzikalniho
déje pomoci diferencialni rovnice.

- chyby vstupnich dat — jsou zpusobeny nepfesnostmi pii méreni fyzikdlnich velic¢in.

- chyby numerické metody — vznikaji pti ndhradé puvodni matematické tlohy
jednodussi tlohou numerickou. Casto se jedné o ndhradu nekoneéného procesu pro-
cesem koneCnym, napt. pii vypoctu hodnoty nékteré elementarni funkce pomoci
souctu nékolika prvnich ¢lentu jeji nekonecné Taylorovy fady nebo pfi aproximaci
urcitého integralu souc¢tem konecného poctu funkénich hodnot. Odhad této chyby
je dulezitou soucasti reseni kazdé numerické tlohy.

- chyby zaokrouhlovaci — vznikaji tim, ze pfi vypoctech pracujeme s ¢isly zaokrouhlenymi
na urcity, relativné nevelky, poc¢et mist. Tyto chyby se pti vypoctu mohou kumulo-
vat, nebo naopak navzajem rusit. Pii velkém poctu operaci je posouzeni jejich vlivu
velmi naroc¢né.

1.2 Definice chyb
Je-li & presnd hodnota néjakého ¢isla a x jeji aproximace, jejich rozdil

E(x)=2—=x
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nazyvame absolutni chyba aproximace. Obvykle se budeme zabyvat odhadem této
chyby, ale je-li presna hodnota veliciny velmi mald nebo velmi velka, mé vétsi vyznam
uzivat relativni chybu

-

RE(r) = ,

T

kterd se téz casto vyjadiuje v procentech.

Napiiklad absolutni chyba 10° se miZze na prvni pohled zdat velmi velkd. Je-li oviem
presnd hodnota veli¢iny 10, uz se chyba tak zdvaznd nejevi. Tento fakt lze nejlépe
vyjadiit pomoci relativni chyby, v tomto pifpadé je RE = 107 = 10~7 %.

Presnou hodnotu chyb zpravidla nezname. Proto jsou dulezité odhady chyb.

Kazdé nezéporné ¢islo M E(x), pro které plati
|2 — x| < ME(z) ,tj. 2 € (xt — ME(z),z + ME(x))

nazyvame odhad absolutni chyby aproximace x nebo mezni absolutni chyba.
Kazdé nezéporné ¢islo M R(z), pro které plati

< MR(z), x #0

nazyvame odhad relativni chyby nebo mezni relativni chyba.

Casto uzivame symbolickych zapist

T =x+ ME(x), resp. T =x(1+ MR(x)).

1.3 Zaokrouhlovani. Sifeni chyb p#i vypoétu

Je-li & redlné &fslo, které mé obecné nekoneéné dekadické vyjadieni, pak éislo (4| které
mé d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou cisla x, plati-li

1
|z — 29| < §1o—d (1.1)

Tedy napf. ma-li byt () spravné zaokrouhlena hodnota ¢isla 2 na jedno desetinné misto,
nesmi se od x lisit o vice nez o % 10~1 =0, 05.

Jestlize ¢islo x, které chceme zaokrouhlit na d desetinnych mist, ma praveé d+1 desetinnych
mist, z nichz posledni je pétka, casto se pouzivé pravidlo (Ctenaii snad znamé ze zékladni
skoly), ze pétka po liché ¢islici se zaokrouhluje nahoru, po sudé dolu. Lze ale také (a nékteré
pocitacové programy tak ¢inf) volit vzdy zaokrouhleni nahoru nebo vzdy zaokrouhleni
dolu.

Pti numerickych vypoctech pracujeme se zaokrouhlenymi cisly. Vysledky pocetnich op-
eraci s témito Cisly jsou opét zaokrouhlovany a dale se s nimi pracuje. Tim se zaokrouhlo-
vaci chyby sifi. Budeme se nyni zabyvat tim, co se déje pri zdkladnich aritmetickych
operacich.

Necht z a y jsou aproximace ¢isel & a 9.
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Pro chybu souc¢tu a rozdilu plati

[E(x+y)] = [(@+9) - (@+y)l=[E-2) %@ -y)

- (1.2)
= [E(x) £ E@y)| < |E(x)| + |[E(y)| < ME(x) + ME(y)

Odhad chyby sou¢inu a podilu je o néco pracnéjsi. Pro chybu soucinu plati

|E(x-y)| = |29 —ay|=|E(@) y+ E(y) + E(x) - E(y)| < (1.3)
< |yl-ME(z) + |x|- ME(y) + ME(z) - ME(y)

Protoze souc¢in M E(z) - ME(y) byva vzhledem k ostatnim séitancum zanedbatelny,
dostavame pro relativni chybu souc¢inu

E(@) y+E(y) =
Ty
Podobné pro chybu podilu plati
r+ B =z ‘E(fv)‘y—xﬂ(y)‘ < [WIME(z) +| 2| ME(y)
y+Ey) vy y(y + E(y)) lyl(lyl = ME(y))

a je-li M E(y) zanedbatelné vzhledem k y, pak pro relativni chybu podilu dostaneme

| RE(zy)| =~ ‘ < MR(z) + MR(y) (1.4)

‘E(f) —

Y

(1.5)

()

< MR(z) + MR(y)

Nyni se jesté zminime obecné o chybé pri vypoctu funkéni hodnoty. Mame stanovit,
jaké chyby se dopustime pii vypoctu hodnoty funkce f(xy, za, ..., x,) vbodé [Z1, Zo, ..., Ty,
jestlize presné hodnoty 2; nahradime ptibliznymi hodnotami x;. Chybu i-té proménné
oznacime E;. Plati

F(@1, 8, 80) = f(a1, @, .., 2 +ZEaf <ZE )

kde parcidlni derivace se berou v bodé [z1,xs,...,x,]. Protoze obvykle budeme moci
predpokléadat, ze ¢leny obsahujici sou¢iny chyb jsou malé ve srovnani s ostatnimi ¢leny na
pravé strané, muzeme psat

.. . . 0
f(xth)"'vxn)_f(x17x27"‘7xn)%ZEia—j (16)
i=1 ¢

Vsimnéme si, ze 1.2, 1.3 a 1.5 jsou specidlnimi ptipady tohoto vzorce.

Zde je na misté zminit se o tom, ze pri odecitani dvou sobé blizkych ¢isel se muze velmi
zveétsit relativni chyba. Pokud pak takto ziskany vysledek pouzijeme dale jako délitele,
muze dojit i k podstatnému zvétseni absolutni chyby. Tento jev ukazeme na piikladech.

Piiklad 1.1 Necht x = 2,78493 a y = 2,78469 jsou aproximace ¢isel & a  ziskané
zaokrouhlenim téchto cisel na pét desetinnych mist. Urcete odhady absolutni a relativni
chyby rozdilu x — y



Numerické metody 10

Reseni: Mezni absolutni chyby = a y jsou podle 1.1 ME(z) = ME(y) = 5107, Tedy
podle 1.2 | E(x —y)| <107° = ME(z — y).

l —
Mezni relativni chyba z je M R(x) = 227718%953 = 1,8 -107% (M R(y) vyjde skoro stejné),
E(z—y)

zatimco pro rozdil muze byt relativni chyba fadové vyssi, jeji odhad je roven Mwi =

-y
10°° 102
0,00024 4,2-107%

Piiklad 1.2 Necht z = 1,23456 je aproximace ¢isla 2 ziskand zaokrouhlenim tohoto cisla
na pet desetinnych mist. Urcete odhad chyby podilu wfy, kde x a y jsou cisla z prikladu
1.1

Reseni: Z pifkladu 1.1 zndme odhad chyby jmenovatele. Déle vime, ze ME (2) = % 1072,
Pro odhad chyby podilu sta¢i dosadit do 1.5:
‘E< 2 )‘ < lz—yl-MEQG)+]|2] ME(@@—y) _
— le=yl(lz—yl - ME(x —y))

0,00024 - % -107° +1,23456 - 107° 5

= =2,2-10
0,00024 - (0,00024 — 109)

Tedy, zatimco vstupni hodnoty z,y a z mély chybu fadové v stotisicinach, vysledek muze
mit chybu radové ve stovkéch!
Proto, je-li to mozné, je zddouci se odecitani blizkych ¢isel vyvarovat.

1.4 Podminénost numerickych tloh a numericka stabilita algo-
ritmu

Pii numerickém feSeni ruznych tloh musime zkoumat, jaky vliv na vysledek maji malé
zmény ve vstupnich hodnotéch a zaokrouhlovani béhem vypoctu.

Reseni numerickych tloh muzeme povazovat za postup, kterym piifazujeme vstupnim

udajum vystupni data. Je-li toto prifazeni spojité zobrazeni, pak fikame, ze numerickd

uloha je korektni tloha, v opacném piipadé se jedna o ilohu nekorektni.

Pro tyto tilohy méa zasadni vyznam relativni citlivost vysledku na malé zmény ve vstupnich

parametrech ulohy. Korektni liloha je dobife podminéna, jestlize malym relativnim

zménam vstupnich tdaji odpovidaji malé relativni zmény vystupnich tdaji. Cislo
relativni chyba vystupnich udaju

p =

relativni chyba vstupnich adaju

nazyvame ¢islo podminénosti tlohy. Pro dobfe podminéné ulohy je cislo C), blizké
¢islu 1.

Pokud malé relativni zmény na vstupu zpusobi velké relativni zmény na vystupu, pak
mluvime o §patné podminéné tiloze. Reseni $patné podminénych tloh je nejlépe se
vyhnout, protoze vysledky jakéhokoli algoritmu jsou velmi nespolehlivé.

Podobné fekneme, Ze je algoritmus dobie podminény, je-li malo citlivy na poruchy ve
vstupnich datech. Kromé nepresnosti ve vstupnich udajich ovliviiuje vysledek pouzitého
algoritmu i zaokrouhlovani ¢isel béhem vypoctu. Je-li vliv zaokrouhlovacich chyb na
vysledek maly, mluvime o numericky stabilnim algoritmu. Algoritmus dobfe podminény
a numericky stabilni se nazyva stabilni.
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Shrnuti pojmu

Pti sestavovani numerické ilohy se dopoustime chyby uz tim, Ze realnou situaci nahradime
zjednodusenym matematickym modelem. Dalsi chyby mohou vzniknout kvuli neptesnosti
vstupnich dat. Podstatnym zdrojem chyb je nahrazeni puivodni matematické ilohy 1ilohou
numerickou (konkrétni priklady téchto nahrazeni uvidime v dalsich kapitolach). A kone¢né,
nemaly vliv mohou mit chyby, které vzniknou zaokrouhlovanim ¢isel béhem vypoctu.
Kvalitu vysledku ziskaného néjakou numerickou metodou muzeme popsat pomoci abso-
- podil absolutni chyby a vypoctené priblizné hodnoty. Protoze vsak presnou hodnotu
¢asto nezname a tim padem absolutni chybu nejsme schopni urcit, dulezité jsou odhady
absolutni a relativni chyby.

Pouzivame-li pti vypoctu zaokrouhlena cisla, chyby se siii. Zvlast nebezpecné je odecitani
sobé blizkych ¢isel.

1.5 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedné o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
Otazka 1.1 Relativni chyba zdvisi na velikosti absolutni chyby.

Otazka 1.2 Je-li x > 105, bude relativni chyba RE(x) urcité velmi mald.

Otazka 1.3 Je-li absolutni chyba E(x) < 107%, je urcité i relativni chyba RE(z) < 107°.

Otazka 1.4 Jestlize x aprozimuje presnou hodnotu & s chybou E(x) = 0,01, pak y = 2z
aprozimuge § = 2& s chybou E(y) = 0,02.

Otazka 1.5 Pokud jsme cisla x a y ziskali zaokrouhlenim c¢isel T a 1§ na n desetinnych
mist, pak na n desetinngch mist zaokrouhlend hodnota ¢isla T + ¢ je rovna x +vy. (T ay
mohou byt libovolnd redlnd cisla.)

Otézka 1.6 Cim vétsi je relativnd chyba vistupnich ddaji dané wlohy, tim vétsi je ¢islo
podminénosti této ulohy.

Odpovédi na otazky viz 9.1
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2 Exkurze do funkcionalni analyzy

Cil kapitoly

Tato kapitola tvoii teoreticky zédklad pro metody probirané v dalsich dvou kapitolach.
Protoze prostor, ktery lze této problematice vénovat, je velmi omezeny, pokusime se
zde vysvétlit jen nejnutnéjsi pojmy. Pokud by nékoho odrazovala prilisSna teoreti¢nost
a ,,veédeckost” této kapitoly a spokojil by se s tim, ze metody popsané v kapitolach 3 a 4
funguji, aniz by se zajimal o to, proc¢ funguji, mohl by snad nasledujici text preskocit.

2.1 Metricky prostor

Studenti urcité umi vypocitat vzdalenost dvou realnych ¢isel na ¢iselné ose nebo vzdéalenost
dvou bodu v roviné ¢i v prostoru. Podobné se dé urcovat ,,vzdalenost” ruznych jinych ob-
jektu. Této zobecnéné vzdalenosti se fikd metrika.

Definice. Bud X mnozina (prvki jakéhokoli typu). Rekneme, Ze na této mnoziné je
definovana metrika d, jestlize kazdym dvéma prvkim x,y € X je prifazeno realné ¢islo
d(x,y) tak, ze

1) d(z,y) >0 Ve,yeX |, dz,y)=0&z=y

2) d(z,y) =d(y,z) Vr,yeX

3) d(x,z) <d(z,y) +d(y,z) Vx,y,z€ X (trojuhelnikova nerovnost)
Mnozinu X s metrikou d pak nazyvdme metricky prostor.

Priklady metrickych prostora

Asi nejjednodussim piikladem metrického prostoru je mnozina vSech realnych éisel R s
metrikou d definovanou jako d(z,y) = |z — y|.

Jako mnozinu X vsak nemusime brat celé R, muze to byt i jakdkoli jeho podmnozina,
napi. interval nebo mnozina vSech raciondlnich ¢isel Q.

Jinym piikladem je mnozina vsech usporddanych n-tic redlnych ¢isel. Je-li x = (21, za, ..., x,)
ay = (Y1,Y2---,Yn), metriku d muzeme definovat ruzné. Jako nejpfrirozenéjsi se jevi ob-
vykld vzdalenost dvou bodu:

d(x,y) = /(@1 = y1)2 + (22 — 42)2 + - + (20 — yn)?, (2.1)
existuji vSak i jiné moznosti, napr.

d(x,y) = |z =yl + |22 — g2l + - + [ 20 — Yl (2.2)
nebo

dx,y) = max (|21 = wil, |22 =l |20 =yl ). (2.3)

Jako posledni piiklad uvedeme mnozinu vsech funkei definovanych a spojitych na intervalu
< a,b >, kterd se oznacuje jako C(< a,b >). Jsou-li f,g € C(< a,b >), definujeme

d(f,g) = max [f(z)—g(z)| (2.4)

)

Obréazky 2.1 a 2.2 poslouzi k objasnéni nékterych uvedenych metrik.
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YB+ B
Ya+ A d(f,9)
: : é b
XA XB
Obrazek 2.1: ,,Vzdalenost” bodu A, B Obrazek 2.2: ,Vzdalenost” dvou spo-
podle metriky 2.2 je délka silné cerné jitych funkei v metrice 2.4
cary.

2.2 ijlny metricky prostor

Jiz na stredni Skole se studenti seznamili s posloupnostmi realnych ¢isel a (snad) i s jejich
limitami.

Pfipomenme, Ze limita posloupnosti redlnych ¢isel (a,)22; je, populdrné feceno, takové
¢islo a, ke kterému se ¢leny posloupnosti pro n jdouci do nekoneéna priblizuji. Presnéji:
Redlné ¢islo a se nazyva limitou posloupnosti (a,,)52 ,, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje
prirozené ¢islo N tak, ze pro vsechna n > N plati |a, — a| < €.

Neboli: at zvolime ¢ libovolné malé, od jistého indexu N se ¢leny posloupnosti budou od
a lisit méné nez o €.

Posloupnosti vsak muzeme sestavovat i z jinych objektu nez z realnych ¢isel. Stejné tak
muzeme u takovych posloupnosti fici, zda maji, nebo nemaji limitu. Pro posloupnosti
sestavené z prvku obecného metrického prostoru se limita definuje velmi podobné, jen je

tfeba zobecnit ono ,liSeni se 0 méné nez ¢”. To se provede pomoci metriky.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a (z,)5°; posloupnost prvkiu z X.
Rekneme, ze x € X je limitou této posloupnosti, piseme lim z,, = x , jestlize ke kazdému

n—oQ

e > 0 existuje prirozené ¢islo N tak, ze pro vSechna n > N plati d(z,,z) < e.
Posloupnost, ktera ma limitu, se nazyva konvergentni.
Nyni definujeme dalsi vlastnost posloupnosti.

Definice. Bud X metricky prostor s metrikou d a (z,)5°; posloupnost prvkiu z X.
Rekneme, ze tato posloupnost je cauchyovska, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
prirozené ¢islo N tak, ze pro vSechnan > N a kazdé ptirozené ¢islo k plati d(x,, %) < €.

D4 se tici, ze cauchyovska posloupnost je takova, jejiz cleny se vysSe popsanym zpusobem
zahustuji.

D4 se dokézat, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Intuitivné by se mohlo
zdat, ze to musi byt i naopak. Existuji ale prostory, v nichz najdeme cauchyovské posloup-
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nosti, které v.daném prostoru limitu nemaji. Ukdzeme to na nasledujicim piikladu:
Mé¢jme napiiklad mnozinu vSech realnych ¢isel a v ném posloupnost ay = 3.1,a, =
3.14, a3 = 3.141, a4 = 3.1415, . . .. Tato posloupnost ma limitu 7 a tedy je cauchyovska.
Nyni vezméme tutéz posloupnost, ale v mnoziné vSech racionalnich ¢isel Q. Je to posloup-
nost cauchyovska, ale limitu v Q nemé (protoze 7w ¢ Q).

Existuji tedy prostory, v nichz ,néco schazi”, neobsahuji limity nékterych posloupnosti,
které se jinak chovaji tak, jako by limitu mit mély. Tim se dostdvame k definici iplného
prostoru.

Definice. Metricky prostor se nazyva aplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost v
ném ma limitu.

Piiklady dplnych a netplnych prostori

Mnozina R s metrikou d(z,y) = |z — y| je uplny metricky prostor.

Jakykoli uzavieny interval (a, b) s toutéz metrikou je také tplny prostor.

Otevieny interval s toutéz metrikou neni iplny. To muzeme ukazat na prikladu intervalu
(0,1) a posloupnosti z,, = % Tato posloupnost je cauchyovskd a pritom v intervalu (0, 1)
nema limitu (0 ¢ (0, 1)).

D4 se dokézat, ze prostor vSech usporadanych n-tic realnych cisel s kteroukoli z metrik
2.1, 2.2, 2.3 je tplny.

2.3 Pevny bod zobrazeni, iterac¢ni proces

Definice. Rekneme, ze F je zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y, piseme F : X — Y,
jestlize kazdému prvku z € X je pomoci F' prifazen pravé jeden prvek y € Y, y = F(z).

Budeme se zabyvat hlavné zobrazenimi mnoziny do sebe sama, tj. zobrazeni F': X — X.
Takové zobrazeni prifazuje kazdému prvku z € X opét (obecné jiny) prvek z X. Nés bude
zajimat, jestli existuje takovy prvek x, ktery se zobrazi sam na sebe, pripadné jak takovy
prvek najit.

Definice. Prvek x € X se nazyva pevny bod zobrazeni F': X — X, jestlize plati

F(z) = =.

Jestlize za mnozinu X vezmeme R, pak zobrazeni F' : R — R je obycejna funkce jedné
proménné. Na obrazku 7.2 jsou vyznaceny pevné body jisté funkce f. Jsou to body, v
nichz se protne graf funkce f s pfimkou y = x.

Priklad. Funkce f(z) = x? mé pravé dva pevné body, a to x = 0 a x = 1, protoze 0% = 0
al?=1.

Hledani pevného bodu zobrazeni ma v numerické matematice velky vyznam. Nékteré
ulohy, jejichz zadani zpocatku vypada uplné jinak, lze prevést pravé na problém nalezeni
pevného bodu. Proto se nyni budeme zabyvat otézkou, jak ovérit, ze néjaké zobrazeni
pevny bod ma a jak jej najit. D& se dokazat, ze jisty druh zobrazeni mé pevny bod vzdy
a existuje postup, ktery nas k nému dovede.
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y=x

Obrazek 2.3: Pevné body realné funkce

Definice. Bud X metricky prostor. Rekneme, 7e zobrazeni F : X — X je kontraktivni
(kontrakce), jestlize existuje a € (0, 1) tak, ze pro kazdé dva prvky z,y € X plati

d(F(x), F(y)) < ad(z,y) (2.5)

Cislo o nazjvéme koeficient kontrakce.

,Kontrakce” ¢esky znamend ,stazeni’. D4 se tedy, byt ponékud nepiesné, fict, Ze kon-
traktivni zobrazeni je takové, u néjz jsou si obrazy (funkéni hodnoty) blizsi, nez byly
VZOrYy.

X X2
Obrazek 2.4: Funkce, ktera je kontrak- Obrazek 2.5: Funkce, kterda neni kon-
tivni traktivni
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Véta 2.1 Bud X iplny metricky prostor a F : X — X kontraktivni zobrazeni. Pak
ezxistuje pravé jeden pevny bod tohoto zobrazeni &, pro néjz plati

T = lim z,, (2.6)

n—oo

kde (,)52, je tzv. posloupnost postupnych aproximact, kterd je definovdna takto:
xo je libovolny prvek z X a dalsi ¢leny posloupnosti jsou definovdny predpisem

Thy1 = F(l‘k), k= O, 1, c. (27)

Dale pro vsechna prirozend cisla n plati:
«
11—«
an

d(z,x,) < d(xp, Tp_1) (2.8)

d(z,x,) <

T d(zg, x1), (2.9)

kde « je koeficient kontrakce.

Tato véta nam dava navod, jak pevny bod zadaného zobrazeni alespon ptiblizné najit.
Zvolime zy € X. Tomuto bodu se iika pocatecni aproximace.

Pak pocitame dalsi ¢leny posloupnosti podle predpisu 2.7. Tomuto vypoctu se iika it-
eracni proces, k-ty ¢len posloupnosti, x, se nazyva k-ta aproximace.

Protoze podle 2.6 je pevny bod limitou posloupnosti (z,)%,;, postupné aproximace se
k nému budou priblizovat. Kdybychom v itera¢nim procesu mohli pokracovat donekonecna,
dostali bychom se nakonec k pevnému bodu. To ale neni mozné, a proto se v urc¢ity mo-

ment zastavime a fekneme, ze pevny bod Z je priblizné roven poslednimu vypoctenému

¢lenu posloupnosti.

Kdy itera¢ni proces zastavit, rozhodneme podle toho, s jakou presnosti chceme mit pevny

bod vypocteny. Muzeme k tomu pouzit napi. odhad 2.8, ktery rika, jak je n-ta aproximace

nanejvys vzdalena od pevného bodu. K tomu ovSsem musime znat hodnotu koeficientu

kontrakce «, kterda muze byt u nékterych uloh velmi obtizné zjistitelnd. Proto se castéji

pouzivaji empirickd kritéria, jez pro konkrétni ilohy pozdéji popiseme.

2.4 Normovany vektorovy prostor

V prvnim semestru se studenti sezndmili s vektorovymi prostory.

Prvky vektorovych prostori mohou byt objekty nejriznéjsiho typu. Nemusi to byt pouze

»vektory” v tom smyslu, jaky si ¢lovék obvykle pod timto pojmem predstavi (tj. usporddané
n-tice redlnych cisel).

Nejjednodussim piikladem vektorového prostoru je mnozina vSech realnych cisel R s ob-

vyklymi operacemi + a - .

Vektorovym prostorem je i mnozina vsech matic typu (m,n) s operacemi + (séitani matic)

a - (ndsobeni matice konstantou).

Vektorovy prostor muze byt tvoren téz funkcemi jedné nebo vice proménnych s urcitou

vlastnosti. V nékterych oblastech matematiky se ¢asto setkdvame napt. s prostorem vsech
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funkef spojitych na daném intervalu (a, b), ¢i s prostorem vsech funkei na intervalu (a, b)
integrovatelnych.

Studenti jisté védi, co je absolutni hodnota ¢isla nebo délka vektoru. Tyto veli¢iny udavaji
velikost daného ¢isla, resp. vektoru bez ohledu na jeho znaménko, resp. smér. ,, Velikost” lze
ruznym zpusobem urcovat i u jinych objektu. Jakési zobecnéni velikosti, které zachovava
jeji prirozené vlastnosti, se nazyva norma.

Definice. Bud' V vektorovy prostor. Rekneme, ze na tomto prostoru je definovdna norma,
jestlize kazdému prvku v € V' je pfifazeno reélné ¢islo ||v|| (norma v) tak, ze

) || >0 YoeV | |u|=0cv=0
2) [|k-oll =kl VoeV,VkeR
3) ||lv1 + val| < Joi|l + JJv2|| Vo1,v2 €V (trojihelnikova nerovnost)

Prostor V' pak nazyvame normovany vektorovy prostor.

Je znamo, ze absolutni hodnota rozdilu dvou realnych ¢isel udava vzdalenost téchto cisel
na Ciselné ose. Podobné si lze normu rozdilu dvou prvkua vektorového prostoru ||u — vl|
predstavit jako vzdéalenost téchto dvou prvki. To znamend, ze na vektorovém prostoru
muzeme definovat metriku predpisem

d(Ul,Ug) = || v — ?)2”. (210)

Piiklady normovanych vektorovych prostorii:

Na mnoziné vsech redlnych ¢isel R lze zavést normu jako ||z|| = | z| , Vo € R.

Na ,,obvyklém” vektorovém prostoru vsech usporadanych n-tic realnych ¢éisel V,, muzeme
zavést normu ruznym zpusobem.

Je-li v = (v1,v9,...,0,) € V,, pak jeho norma muze byt napt. definovdna jako délka
tohoto vektoru

Il = \fod +v3 442 (2.11)

Tato norma se ¢asto znadci jako || v||2 a nazyva se eukleidovskd norma. Existuji vsak i jiné
moznosti. V dalsim textu se setkame s normami

Ivile = Toif 4 va] +--- 4 [ wn] (2.12)

| V]ee = max(|vi],|vel,...,|vnl) (2.13)

U matic lze normu pocitat podobné jako u vektoru. V kapitole 3 budeme pracovat s

nasledujicimi normami ( A je matice typu (m,n) s prvky a;;,i =1,...,m, j=1,...,n):
|Allee = Z:nlqaxmz | aij radkova norma (2.14)

j=1
|All, = jmax Z | aij sloupcovéd norma (2.15)
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Priiklad 2.1 Vypoctéte rddkovou a sloupcovou normu matice

-3 2 5
A= 1 -4 -2
3 -1 4

Reseni: R4dkové norma matice je maximum ze souct absolutnich hodnot prvki v jed-
notlivych radcich.

Soucet absolutnich hodnot prvki v prvnim fddku matice je |—3|+|2|+|5| = 10, ve druhém
radku je soucet roven 7 a ve tietim 8. Nejvétsi z téchto ¢isel je 10 a proto || Al = 10.
Sloupcova norma je maximum ze souctu absolutnich hodnot prvki v jednotlivych sloupcich.
Tedy || A|l; = max(7,7,11) = 11.

Ctensf si moznéd povsiml znaéné podobnosti norem 2.11, 2.12 a 2.13 s metrikami uve-
denymi v kapitole 2.1. Skutec¢né, vsechny tyto metriky muzeme dostat z vyse uvedenych
norem pomoci 2.10.

Nabizi se otazka, pro¢ jsme oznacili fadkovou normu matice 2.14 stejné jako normu vektoru
2.13 a sloupcovou normu matice 2.15 stejné jako normu vektoru 2.12.

Tyto normy skuteéné maji mnoho spole¢ného. Predstavime-li si vektor v dimenze n jako
sloupec, muzeme jej povazovat za matici o n fadcich a jediném sloupci. Vypocteme-li
nyni fadkovou normu této matice, dostaneme pravé normu vektoru 2.13, vypocteme-li
sloupcovou normu matice, dostaneme normu vektoru 2.12.

e s

[AV]eo < [[Alleo- [ V]l
FAv]y < Al vl

Muzeme tict, ze fadkova norma matice je pfidruzena vektorové normeé 2.13 a sloupcova
norma matice je pridruzena vektorové normé 2.12.

(Obecné se maticovd norma piidruzend vektorové normé definuje docela slozité, o tom
zde mluvit nebudeme. Napf. maticova norma piidruzena eukleidovské normé vektoru se
pocita zcela odligné.)

Shrnuti pojmu

Metricky prostor je mnozina X, na niz je definovana metrika d - funkce s jistymi vlast-
nostmi, kterd kazdym dvéma prvkum z,y € X prifadi ¢islo d(z,y), které lze popsat
jako ,,vzdalenost” x od y. V metrickém prostoru muzeme definovat limitu posloupnosti
slozené z jeho prvku. Ma-li posloupnost limitu, fekneme, zZe je konvergentni. Cauchyovska
posloupnost je posloupnost, jejiz prvky se urcitym, v predchozim textu presné popsanym,
zpusobem zahustuji. Je-li v metrickém prostoru X kazdd cauchyovskd posloupnost kon-
vergentni, mluvime o prostoru uplném.

Mnoho tloh numerické matematicky se da pfevést na hledani pevného bodu néjakého
zobrazeni. Pevny bod daného zobrazeni F' : X — X je takové x € X, které se zobrazi
samo na sebe, tj. F'(z) = x.
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Kontraktivni zobrazeni je zobrazent, pro které plati d(F(z), F(y)) < ad(z,y), kde o € (0,1).
Je-li X s metrikou d uplny metricky prostor, pak kazdé kontraktivni zobrazeni F' : X — X
ma prave jeden pevny bod. Tento pevny bod je roven limité posloupnosti {zy}32,, kterou
ziskame tak, ze xg € X zvolime libovolné a dalsi ¢leny posloupnosti jsou dany vztahem
Tpy1 = Flxg),k = 0,1,2,.... Pevny bod pfiblizné najdeme pomoci tzv. itera¢niho pro-
cesu. Pocitame cleny posloupnosti {z}72,, dokud podle néjakého kriteria nerozhodneme,
ze uz jsme pevny bod s pozadovanou presnosti nasli.

Normovany prostor je vektorovy prostor V', na némz je definovana norma || - || - funkce s
jistymi vlastnostmi, kterd kazdému prvku v € V' pritadi ¢islo || v]|, které lze popsat jako
,velikost” v.

Na prostoru vSech n-rozmérnych vektoru muzeme kromé obvyklé eukleidovské normy defi-
novat normu predpisem || v||; = |v1|+]| va|+- - 4| vn|, r€SD. || V][00 = max(|v1], | val, ..., | val]).
Dulezitym prikladem normovaného prostoru je prostor vSech matic typu m x n s fadkovou
nebo sloupcovou normou. Radkova norma matice A je maximum ze souétit absolutnich
hodnot prvku této matice v jednotlivych tadcich, sloupcovd maximum ze souctu ve
sloupcich.

2.5 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
Otazka 2.1 Muize se stdt, Ze pro dva ruzné proky metrického prostoru x ay je d(z,y) = 0.
Otazka 2.2 Kazda posloupnost, kterd md limitu, je cauchyovskad.

Otazka 2.3 Kazdy metricky prostor je uplny.

Otazka 2.4 Peuny bod funkce f(x) =sinz je 0.

Otazka 2.5 Kazdd funkce jedné redlné proménné md aspon jeden pevnyj bod.

Otazka 2.6 Je-li F : X — X kontrakce a x,y € X, pak d(F(z), F(y)) < d(z,y).
Otazka 2.7 [teracni proces je postup, ktery slouzi k nalezeni pevného bodu.

Otazka 2.8 V prazi pomoci iteracniho procesu vZdy najdeme presnou hodnotu pevného
bodu.

Otazka 2.9 Rddkovd norma c¢tvercové matice je vidy ruznd od sloupcové normy.

Odpovédi na otazky viz 9.2
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3 Numerické reseni soustavy linearnich rovnic

Cil kapitoly

Resen{ soustav linedrnich rovnic patif mezi nejdulezitéjsi ¢dsti numerické matematiky.
Mnoho praktickych tloh nakonec vede k feSeni takovychto soustav, ¢asto velmi rozsahlych.
K obrovskym soustavam rovnic dospéjeme napt. pti hledani rozlozeni néjaké fyzikalni
veliciny v urcitém télese. Problém se, velmi zhruba feceno, muze tesit tak, ze hledame
hodnoty této veliciny pouze v koneéném poctu bodu (a ¢im vice téchto bodu bude, tim
lépe), a to praveé jako reseni soustavy linedrnich rovnic.

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenate s nékolika metodami pouzivanymi pro feseni téchto
soustav. Zvlastni pozornost bude vénovana Gaussové eliminacni metodé. Také probereme
dveé iteracni metody - Jacobiho a Gauss-Seidelovu. Tyto dvé metody jsou z iteracnich
metod asi nejjednodussi. Pokud si je studenti osvoji, bude pro né snazsi pochopit jiné
dnes v praxi pouzivané itera¢ni metody.

Budeme se zabyvat feSenim soustavy n linedrnich rovnic

a1ry + aipry + -+ QpTn, = bl
a1 1 + Q2o + - + G2, Ty, = b2
) (3.1)
Ap1T1 + ApaX2 + -+ App Ty = bn
S neznamymi xi, To, ..., T,.
Pfipomenme, ze matice A = (a;;),4,j = 1,...,n, se nazyva matice soustavy a sloup-
covy vektor b = (by,...,b,)" vektor pravych stran.
Soustavu muzeme zapsat maticové ve tvaru
Ax=b (3.2)

Vsude v dalsim textu budeme predpokléddat, ze matice soustavy je regularni, tj. zZe feSenéd
soustava m4 praveé jedno teseni. (V technickych tlohach, kde se problém teseni soustavy
linedrnich rovnic muze vyskytnout, to tak zpravidla byva.)

V prvnim semestru se studenti seznamili s Gaussovou eliminaéni metodou a s Cramerovym
pravidlem. Obé tyto metody patii mezi tzv. metody piimé. Druhou skupinou metod
reSeni soustav linedrnich rovnic jsou metody iteracni.

3.1 Primé metody

Ptimé metody vedou k feseni soustavy po konec¢ném poctu kroku. Takto nalezené reseni
by bylo ptesné, kdybychom se v prubéhu vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb.
Ptipomeneme metody, které by studenti méli znat z prvniho semestru a uvedeme nékteré
dalsi.
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3.1.1 Cramerovo pravidlo

Je-li matice soustavy 3.2 regularni, tj. jeji determinant je nenulovy, pak feseni soustavy
lze vypocitat jako

D, D, D,
n=p o mTp o T p
kde D je determinant matice soustavy A a D, k = 1,...,n jsou determinanty matic, které

vzniknou z matice A nahrazenim k-tého sloupce této matice vektorem pravych stran b.

Priklad 3.1 Pomoci Cramerova pravidla najdéte tesent soustavy rovnic

2&71 + 3$2 =5
—x + 2%2 = 8

Reseni: Determinant matice soustavy je

2 3

D:‘—1 2

‘ B 7
a determinanty matic vzniklych nahrazenim prvniho, resp. druhého sloupce matice sous-
tavy vektorem pravych stran jsou

5 3

2
8 2 1

-]

‘:—14, DQ:‘_ 2‘221.

Resen{ soustavy je tedy

—14 21
T =—=—2, To=— =23.
P 2T
Cramerovo pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic, napt. pro
soustavu dvou rovnic s ,,08klivymi” koeficienty. Pro vétsi soustavy by bylo nutné pocitat
mnoho determinanti vysokého tadu, coz je velmi pracné. Proto se pro feseni velkych
soustav rovnic tato metoda nepouziva.

3.1.2 (Gaussova elimina¢éni metoda

Zakladem této metody je uprava soustavy na trojihelnikovy tvar pomoci elementarnich
uprav.

Priddme-li v soustavé 3.2 vektor pravych stran b jako (n+1)-ni sloupec k matici A,
muzeme soustavu prepsat ve tvaru

annr1 + apry + - 4+ ATy = Aip4l
a1 X1 + QX2 + -+ + ATy = Gop41

Ap1T1 + Au2T2 + 0+ GppTp = Apntt
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Nyni se pomoci pficitani vhodnych nasobku prvni rovnice budeme snazit z ostatnich
rovnic eliminovat z;. (Je-li a;; = 0, vyménime prvni rovnici s prvni takovou rovnici, kterd
na prvnim misté nulu nema4.)

Odecteme-li postupné prvni rovnici, vynasobenou ¢islem ;%, od i-té rovnice, pro ¢ =
2,3,...,n, dostaneme

a1y + a1y + -+ ATy = Gip41
oy + o+ oal)w, = al),
dWes + o+ dmz, = al),

Nové koeficienty jsou vypocteny jako az(-;) =aj;—gtay, 1=2,3,...,n,5=2,3,...,n+1
Nyni budeme pomoci vhodnych nasobku druhé rovnice eliminovat x, v treti, ¢tvrté, ...
n-té rovnici. (Opét, je-li a§12) = 0, vyménime druhou rovnici s prvni z dalsich rovnic, ve
které u x5 nula neni.)

Tim dostaneme

ainr1 + ajpx2 + aizx3 + -+ ATy = Aip4l
as) vy + alws 4+ o+ oah) T, = ab),

a%) e a:(ai) T = a:(’,272+1

agTs + o+ amz, = agr)zﬂ

)
kde ag) :a%)— Lo a%), i=3,4,...,n,5 =3,4,...,n+1.

Pokracujeme-li ddle stejnym zpusobem, dostaneme po n-1 krocich soustavu v trojuhelnikovém
tvaru

a1 rr + Q122 + a13r3 + 0+ A Tn = Olntl
a1y + alws + o+ abw, = al)

ag s + o+ allw, = e, (3.3)
e = o

7 této soustavy snadno ur¢ime hledané reseni:

(n—1)

a
_ nn+1
o =D (3.4)
nn
_ 1 (n—2) (n—2)
Tn—1 = (n—2) Ap—1n+1 = Gpn_1nTn
anflnfl
1
€Ty = —& (aln+1 — Q12T — 133 — *** — A1p $n>
11

Postup vedouci k soustavé 3.3 se nazyva Gaussova eliminace, vypocet nezndmych dle
3.4 zpétna substituce nebo téz zpétny chod. Cislo a,(glz_l) nazyvame hlavni prvek.



Ustav matematiky FSI VUT v Brné 23

Priklad 3.2 Pomoci Gaussovy eliminace vyreste soustavu rovnic

1,67z, — 0,1525 + 2,5lzy = —0,84
2,152, + 3,022 — 0,1725 = 2,32
L,7le, — 2,832y + 1,4523 = 1,26

Reseni: Koeficienty soustavy opiseme do matice:

1,67 —0,15 2,51 —0,84
2,15 3,02 —0,17 2,32
1,71 —2.83 1,45 1,26

Od druhého tadku odec¢teme prvni fadek vynasobeny f’—é? a od tfetiho vynasobeny %

(vSechny mezivysledky jsou zaokrouhlovény na pét desetinnych mist):

1,67  —0,15 2,51  —0,84
0  3,21311 —3,40144 3,40144
0 —2,67641 —1,12012 2,12012

. s y , . . —2,67641
Nyni od tretiho tfadku odec¢teme druhy vynasobeny 351311 - Tim dostaneme
1,67 —0,15 2,51 -0, 84
0 3,21311 —3,40144 3,40144 |,
0 0 —3,95339 4,95339
coz uz odpovida soustaveé v trojihelnikovém tvaru
1,672y — 0,152 + 2,51z = —0,84

3,21311zy — 3,4014423 = 3,40144
3,9533923 = 4,95339

Resen{ této soustavy je

4,95339
= 277777 = _1.252
s 3, 95339 , 25295
1
— (340144 + 3, 40144 - (—1,252 )ﬁ— 2
- 3721311<3, 0144 + 3,40144 - (—1,25295) ) = —0, 26777
1
- 1—67<—0,84+0,15~(—O,26777)—2,51-(—1,25295))£1,35613

Resen{ ziskané Gaussovou elimina¢ni metodou by bylo presné, kdybychom se v pribéhu
vypoctu nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb. U nékterych soustav muze byt bohuzel vliv
zaokrouhlovani na vysledek zna¢ny. Algoritmus Gaussovy eliminace se proto nékdy mod-
ifikuje zpusobem popsanym v nasledujici kapitole.
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3.1.3 Eliminace s vybérem hlavniho prvku

Eliminace s vybérem hlavniho prvku je modifikace Gaussovy eliminacni metody, kterd
slouzi ke zmenseni zaokrouhlovacich chyb.

Je-li absolutni hodnota nékterého z déliteli o'l

2
prvku agi_l), k > i, muze hrozit nebezpeci velkych zaokrouhlovacich chyb. Zaokrouhlovaci
chyba v absolutni hodnoté malého ¢isla zpusobi totiz velkou chybu v jeho prevracené
hodnoté a tedy i v ¢islech, jimiz nasobime tfadky pii eliminaci.

Abychom se vyhnuli déleni ¢isly, kterd jsou maléd vzhledem k ostatnim veli¢inam, pouzijeme
postup zvany vybér hlavniho prvku:

V prvnim kroku eliminace najdeme rovnici, ktera ma u z; v absolutni hodnoté nejvétsi
koeficient. Vyménime ji s prvni rovnici a pak pomoci jejich ndsobkt eliminujeme 1 z 0s-
tatnich rovnic. Ve druhém kroku najdeme mezi vSemi rovnicemi kromé prvni tu rovnici,
kterd ma v absolutni hodnoté nejvétsi koeficient u xo. Vyménime ji s druhou rovnici
a pomoci jejich nasobku eliminujeme x5 z dalSich rovnic. Obecné v k-tém kroku elimi-
nace najdeme mezi poslednimi n — k + 1 rovnicemi tu, kterd ma nejvétsi koeficient u xy,
vymeénime ji s k-tou rovnici a pak pomoci ni eliminujeme.

mala ve srovnani s absolutni hodnotou

Piiklad 3.3 Soustavu z prikladu 3.2 teste eliminaci s vybérem hlavniho proku.

Reseni: Postupujeme podobné jako v pfedchozim pifkladu. Vybrany hlavni prvek je vady
v ramecku.

1,67 —0,15 2,51 —0,84 2,15 3,02 —0,17 2,32

3,02 —0,17 2,32 ~ 0  —2,49577 2,64205 —2.64205

1,71 —=2,83 1,45 1,26 0 -0,23195| 1.58521 —0,58521

2,15 3,02  —0,17 2,32
0 —523195 1.58521 —0,58521
0 0 1,88586 —2, 36289

Nésledovala by zpétna substituce.

vybérem hlavniho prvku.

ijln}'f vybér hlavniho prvku spoc¢iva v tom, ze v k-tém kroku volime za hlavni prvek
ten, ktery je nejvétsi v absolutni hodnoté v submatici vytvorené vynechanim prvnich £—1
radku a sloupcu v upravované matici. Nutnost hledat nejvétsi prvek v celé submatici a
vyménovat radky i sloupce zpusobuje vétsi casovou (a programdtorskou) naro¢nost této
metody. Gaussova elimina¢ni metoda s ¢astecnym vybérem je proto obvykle efektivnéjsi
nez metoda s iplnym vybérem hlavniho prvku.

Na z4avér poznamenejme, Ze Gaussova eliminaéni metoda, at uz s vybérem hlavniho prvku
nebo bez, je pro opravdu velké matice ¢asové narocna. Mame-li fesit n rovnic, je u obycejné
eliminace potieba vykonat ptiblizné n3/3 aritmetickych operaci, coZ pro velké n dokdze
zameéstnat i relativné vykonny pocitac. Proto se hodi nejlépe pro nepiilis rozsahlé soustavy.
Dnes vsak existuji profesionalni programy i pro feseni velkych soustav rovnic s tidkou
matici koeficientu (fidkou matici se rozumi takova matice, kterd ma v kazdém réadku jen
maly pocet nenulovych prvku).
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3.2 Iteracni metody

Iteraéni metody, na rozdil od pifimych metod, nevedou k presnému feseni po konecném,
predem daném poctu kroku. U iteracnich metod zvolime pocateéni aproximaci feSeni a
urcitym postupem ji v kazdém kroku metody zlepsime. K feseni se priblizujeme postupné
a obecné ho dosdhneme az v limité. Protoze vypocet nelze provadét do nekonecna, po
jisté dobé jej ukonéime. Vysledkem bude piiblizné feSeni soustavy.

3.2.1 Jacobiho metoda

Nejprve popiSeme, jak se Jacobiho metodou soustavy rovnic fesi a kdy se touto metodou
resit mohou. Na konci kapitoly teoreticky zduvodnime, pro¢ Jacobiho metoda funguje.
(Aby ctenar desici se jakékoli teorie mohl konec kapitoly preskocit a nebyl hned zpocatku
zastrasen.)

Budeme opét pracovat se soustavou linearnich rovnic

a1 xry + apry + -+ apT, = bl
a1 1 + QxpXy + -+ + ATy = bg
Ap1T1 + Au2To + -+ GppXTp = bn

Z prvni rovnice vyjadiime xq, ze druhé rovnice x5 atd. Dostaneme

1
Ty = — (bl —A12T2 —A13T3 — *°° — Q1n l’n) (3-5)
ai1
1
Ty = —|by— a2 T —a3x3— " — a2, Ty
22
1
Ty = bn_anl X1 —Ap2 T2 — *+* — Qpp-1Tp—1
ann

Resen{ soustavy budeme hledat nésledujicim zpusobem:

Libovolné zvolime pocéteéni aproximaci feseni x(© = (z{”, 2" .. 27

Tato &fsla dosadime do pravé strany 3.5. Tfm dostaneme novou aproximaci feseni x(V) =
(:Jegl), xgl), - ,x&l))T. Tu opét dosadime do pravé strany 3.5 atd.

Obecné kazdou dalsi aproximaci feseni ziskame podle predpisu

r 1 r T
A = L (bl —apzd) —aal) — - —amm xg)) (3.6)
a1
r 1 r T
:vé o= _(52 —a2195§ ) - a23517:(a) _"'_a%xg))
22
1 r
xﬁfrl) = — (bn — Qnl xY) — Qn2 xg) — T Gpn-1 3”5131):
ann

Za jistych (dale popsanych podminek) se timto postupem budeme ptiblizovat k presnému
feSeni soustavy.
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Ve vypoctu pokracujeme, dokud se nedosdhne urcité predem dané presnosti, napt. dokud
se aproximace feSeni neustali na pozadovaném poctu desetinnych mist, nebo dokud neni
prekrocen predem dany maximalni pocet kroku.

Jacobiho metodou nemusime feSeni soustavy najit vzdy. V nékterych pripadech posloup-
nost postupnych aproximaci k feSeni soustavy nekonverguje. Uvedeme nyni podminky,
které zaruci, ze metoda konverguje (tj. najdeme pomoci ni priblizné reseni).

Definice. Matice A se nazyva Ffadkové ostie diagonalné dominantni pravé tehdy,
kdyz

n

| ay| > Z la;;| proi=1,...,n (3.7)

=1,

(neboli kdyz je v kazdém Fadku matice absolutni hodnota prvku na diagondle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vsech ostatnich prvki v onom fadku)
a sloupcové ostre diagonalné dominantni pravé tehdy, kdyz

n

|aj;| > Z la;j| proj=1,....,n (3.8)

i=L,i#]

(neboli kdyz je v kazdém sloupci matice absolutni hodnota prvku na diagondle vétsi nez
soucet absolutnich hodnot vSech ostatnich prvku v onom sloupci).

Na konci této kapitoly dokazeme, ze:
Je-li matice soustavy 3.2 ostie fadkoveé nebo sloupcové diagonalné dominantni,
Jacobiho metoda konverguje.

Jestlize matice soustavy 3.2 neni diagonalné dominantni, Jacobiho metoda konvergovat
muze a nemusi.

Existuje podminka pro konvergenci Jacobiho metody nutnd a dostatecna (tj. pokud je
splnéna, metoda konverguje a pokud neni splnéna, metoda diverguje), jenze je pro velké
matice prakticky neoveéritelna.

Proto, nejsme-li si jisti konvergenci metody, je vhodné stanovit maximalni pocet kroku a
je-li prekrocen, vypocet ukoncit s tim, ze metoda diverguje. Pak je potieba zvolit jinou
metodu nebo soustavu néjak upravit.

Piiklad 3.4 Jacobiho metodou feste soustavu

15 ry — i) + 21‘3 = 30
2?[71 — 10 To -+ T3 = 23
1 4+ 3x0 + 18x3 = =22

Reseni: Matice soustavy je diagondlné dominantni, protoze plati
[15] > [ =1[+[2[, [ =10 > |2[+[1] , [18] > [1] +|3].

Proto je konvergence metody zarucena. VypiSeme iteracni vztahy:
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r+1 1 r r
ngr) = —15<30+x§)—2x§))

r+1 1 T T
xé+) = ——1O<23—2$§)—$§)>

r+1 1 r T
xé+) = —18(—22—xg)—3xé)>

Jako pocatecni aproximaci zvolime x = (0,0,0)T. Postupné ziskavané aproximace fesen{
budeme zapisovat do tabulky:

xgr) xér) xgr)
0 0 0
2 23 |-12222

2,0096 | -2,0222 | -0,9500
1,9918 | -1,9930 | -0,9968
4 12,0000 | -2,0013 | -1,0007
Je vidét, ze posloupnost postupnych aproximaci konverguje k fesSeni soustavy (2,-2,-1).
Kdybychom chteéli ziskat feSeni s presnosti € = 0, 01, mohli bychom nyni vypocet zastavit,
protoze

WIN| O3

|2f — 2P| = ]2,0000 — 1,9918] < 0,01
|25 — 2| = | —2,0013 — (~1,9930)| < 0,01
12 — 2P| = | =1,0007 — (—0,9968)| < 0,01,

zatimco kdybychom pozadovali presnost € = 0, 001, museli bychom ve vypoctu pokracovat,
protoze napi. |x§4) — x§3)| > 0, 001.

Ukazka divergence Jacobiho metody
Kdybychom rovnice z predchazejictho ptrikladu prepsali v jiném potradi, napf.

Ty + 3x9 + 18x3 = —22
15 rKT — ) + 2.%'3 = 30
2$1 — 10$2 + T3 = 23,
prislusné iteracni vztahy by vypadaly takto:
Y = 22320 182
27 = 230+ 152 4 22)
27 = 23220 1100

Podminka konvergence metody neni splnéna. Podivejme se, jak se budou chovat postupné
aproximace feSeni:

T .I'gr) l'gr) I-gr)

0 O 0 0
1] -22 -30 23
2] -346 | -314 | -233
3 | 5114 | -5686 | -2425
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Na prvni pohled je ziejmé, ze k feSeni soustavy (2,—2,—1) touto cestou nedojdeme,
metoda diverguje.

Jacobiho metoda z teoretického hlediska

Nyni ukazeme, pro¢ Jacobiho metoda funguje a pro¢ konverguje zrovna za vyse uvedenych
podminek.
Rovnice 3.5 se daji zapsat maticové jako

x=C;x+d,

kde C; je tzv. itera¢ni matice Jacobiho metody. Prvky matice C; a vektoru d jsou

Qi . .
cj = —— proi#j, c;=0
A
b;
di = —.
A

Tim, ze jsme puvodni soustavu rovnic A x = b upravili na tento tvar, se tikol najit feseni
soustavy rovnic prevedl na hledani pevného bodu zobrazeni

F(x)=C,x+d, (3.9)

protoze feSenim puvodni soustavy rovnic je pravé takovy vektor x, pro néjz plati F'(x) = x.

V kapitole 2 jsme ptedvedli obecny postup, ktery vede k nalezeni pevného bodu. Je to
tzv. metoda postupnych aproximaci, itera¢ni proces.

Proto teseni hledame vyse popsanym zpusobem, tj. zvolime libovolné pocatecni aproxi-
maci x(© a dalsf aproximace poéitdme jako

x) = p(xM) = C;x" +d. (3.10)

Déle jsme v kapitole 2 uvedli, za jakych podminek je jisté, ze pevny bod zobrazeni existuje
a ze metodou postupnych aproximaci k nému dojdeme. Prozkoumame nyni, jak vypadaji
tyto obecné podminky pro nasi konkrétni situaci.

Méame zobrazeni F :V,, — V,,, kde V,, je prostor vSech usporadanych n-tic redlnych cisel.
Na tomto prostoru muzeme zavést metriku predpisem

dx,y)=|x-yl,

kde || - || je nékterd z norem 2.12, 2.13. Prostor V,, s touto metrikou je uplny. Zjistime,
kdy bude zobrazeni F' kontraktivni.
Plati

d(F(x), F(y))

IFx) = Fy)l=[Cix+d=(Ciy+d)|=[ICs(x—-y)| <
ICA - 1% =yl = [[Cll - d(x,y),

kde ||C,|| je norma matice pfidruzena pouzité normé vektoru.

IA
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Je-li tedy [|Cy|| < 1, je zobrazeni F kontraktivni s koeficientem kontrakce a = ||C || a je
zaruceno, ze posloupnost postupnych aproximaci ziskana podle predpisu 3.10 konverguje
k pevnému bodu zobrazeni 3.9.

(Je-li |Cy|| > 1, o konvergenci ¢i divergenci itera¢niho procesu nevime nic.)

Nyni se podivame na to, jak podminka ||C;|| < 1 souvisi s diagondlni dominantnosti

matice soustavy A.

Predpokladejme, ze matice A je ostie fadkové diagondlné dominantni.

Pocitame-li fadkovou normu matice C;, bereme soucty absolutnich hodnot prvku v jed-

notlivych fadcich a z nich pak vybirdme maximum. Soucet absolutnich hodnot prvku

prvniho tadku je

|-
a1

A1n

_ || + | aws| + - + | aw,|

’@11\

+...+‘_

ail

Protoze je A tadkové diagonalné dominantni, musi byt
|ain| > [aw| + |ars| + - + | awn]

a tedy soucet absolutnich hodnot prvku prvniho radku matice C; musi byt mensi nez 1.
Uplné stejné se ukaze, ze i soucty v ostatnich fadcich jsou mensi nez jedna.

Rédkové norma matice C, coby nejvétsi z ¢isel mensich nez jedna, bude uréité také mensi
nez jedna. Proto, je-li A fadkové diagonalné dominantni, je zaruceno, ze Jacobiho metoda
konverguje.

Zcela analogicky se da ukézat, ze je-li A ostie sloupcové diagonalné dominantni, je sloup-
cova norma matice C; mensi nez 1.

V pifpadé, ze je ||Cy|| < 1, plati odhady 2.8 a 2.9 z véty 2.1. Zde jsou piepsdny specidlné
pro nasi ulohu:

H i1
I

| (3.11)
1—cl

1" — x| <

H N

Pomoci odhadu 3.11 muzeme rozhodnout, kdy zastavit itera¢ni proces, chceme-li mit
jistotu, zZe se ptiblizné feseni od presného v pouzité normé nelisi vic nez o predem dané ¢.
Odhad 3.12 muze poslouzit k uréeni poctu kroku metody, ktery bude stacit pro dosazeni
presnosti €.

Protoze vsak pro velké soustavy rovnic je vypocitat normu matice C; pracné, pro zas-
taveni vypoctu se spiSe pouziva kriterium

I — x| <,

i kdyz jeho splnénim neni zaruceno, ze bude i || x(" — x| < e.
(Toto kriterium se objevilo jiz v piikladu 3.4, pouzita byla norma || - ||» -)
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Piiklad 3.5 Odhadnéte, o kolik se nanejuys lisi priblizné reseni ziskané v prikladu 3./
od presného teseni v normé || - ||o-

Reseni: K odhadu chyby pouzijeme vzorec 3.11. K tomu musfme vypoéitat fadkovou
normu itera¢ni matice C;. Nejprve vypiSeme samotnou itera¢ni matici:

1 2
CJ = El 03 Tl
| Csllco = max (13—5,%,%) = 13_0 =0,3.

Daéle vypocteme normu rozdilu poslednich dvou ziskanych aproximaci
x®) = (1,9918; —1,9930; —0,9968) a x* = (2,0000; —2,0013; —1,0007) :

| x@ —x®]| . = max(]0,0082|; | — 0,0095|; | —0,0039]) = 0,0095

Nyni dosadime do 3.11

0,3
| x® — x| < | ’O 5 -0,0095 = 0,0041

To znamend, ze kazda ze slozek pfiblizného feseni x4 se od odpovidajici slozky piesného
reseni muze lisit nanejvys o 0,0041.

3.2.2 Gauss-Seidelova metoda

Gauss-Seidelova metoda je velmi podobna metodé Jacobiho. Lisi se od ni pouze v tom, ze
pii vypoctu dalsi aproximace feSeni pouzijeme vzdy nejnovéjsi priblizné hodnoty x1, xs, . .., T,

které mame k dispozici.

Podrobnéji: Q:YH vypocteme stejné jako u Jacobiho metody a pii vypoctu xg’"“) je
ihned pouzijeme (zatimco u Jacobiho metody jsme pouzili staré xgr)). Pii vypoctu xgdrl)
pouzijeme nové z\"™ a 2" atd.

Obecné iteracni vztahy vypadaji takto:

. 1 r r
xg W= = (bl — a2 xé ) — Ié f— =, xﬁ?) (3:.13)
ai
r 1 r T
zy W= = (b2 — az1 l‘g ) — xé e —a, xﬁ?)
a22
r 1 r T
I‘:(S +1) = — (b3 — as31 ./Eg +1) — a3 xé +1) — r— Agp IgLT)>
as3
. 1 T T T
i[fizq»l) - — <bn — Qp1 335 +1) — Gp2 xé +1) T nnd {E;jll))’
ann

D4 se dokazat, ze je-li matice soustavy 3.2 ostie fadkové diagonalné dominantni,
Gauss-Seidelova metoda konverguje.
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V jiném kritériu konvergence se objevuje pojem pozitivné definitni matice. Protoze neni
jisté, zda se s nim studenti jiz setkali, fekneme, co to je.

Definice. Symetricka matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni, jestlize pro kazdy
nenulovy sloupcovy vektor x = (z1,...,z,)’ plati

xTAx >0

Priiklad. Pozitivné definitni je napt. matice

1 2
St
protoze pro kazdy vektor x = (x1,12)T # (0,0)T plati

xTAx = 22 + 4129 + 522 = (01 + 229)* + 22 >0,

zatimco matice

5-(53)

nen{ pozitivné definitni, protoze napi. pro x = (1,0)7 plati

(1,O)B([1)):(1,0)(_21):—1<O.

Plati: Je-li matice soustavy 3.2 pozitivné definitni, Gauss-Seidelova metoda
konverguje.

Ovéreni toho, ze je dand matice pozitivné definitni, je narocné a pro velké matice prakticky
neproveditelné. Nastésti je u nékterych tloh z povahy teseného problému predem jasné,
ze matice soustavy pozitivné definitni bude.

Pozitivni definitnost je vlastnost prospésna nejen u Gauss-Seidelovy iteracni metody. D4 se
napt. ukazat, ze je-li matice soustavy symetricka pozitivné definitni, Gaussova elimina¢ni{
metoda je malo citliva na zaokrouhlovaci chyby.

Poznamka. Vynasobime-li libovolnou regularni ¢tvercovou matici A zleva matici k ni
trasponovanou, vznikld matice AT A bude symetrickd a pozitivné definitni.

Proto, vyndsobime-li soustavu rovnic Ax = b s reguldarni matici A zleva matici A7,
dostaneme novou soustavu

ATAx = ATb,

jejiz matice je pozitivné definitni a je tedy zaruceno, ze Gauss-Seidelova metoda bude pro
tuto novou soustavu konvergovat.

V pripadé takto ziskanych soustav vsak Gauss-Seidelova metoda muze konvergovat velmi
pomalu.
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Priiklad 3.6 Gauss-Seidelovou metodou Teste tutéz soustavu jako v prikladu 3.4, t.j.

15 rT — i) + 2$3 = 30
2.1'1 — 10 Ty + T3 = 23
1 4+ 3x2 + 18x3 = 22

Reseni: Jiz jsme ovérili, ze podminka konvergence je splnéna. VypiSeme iterac¢ni vztahy:

1
r+1 r r
A = (3042 - 2a))
1
r+1 r+1 r
x(2 ) = —1—O<23—2x§+)—x§)>
T ]‘ T T
xg +1) L (_22 _ xg +1) 33:& +1)>
18
Jako pocatecni aproximaci zvolime opét x = (0,0, 0).
xgr) SL’éT) x;())r)
0 0 0
2 -1,.9 | -1.0167

2,0089 | -1,9999 | -1,0005
2,0001 | -2,0000 | -1,0000

4 12,0000 | -2,0000 | -1,0000
Vidime, Ze se k feSeni soustavy priblizujeme rychleji nez pomoci Jacobiho metody.

WIN|—| O3

I obecné se d& tici, ze Gauss-Seidelova metoda obvykle konverguje rychleji nez metoda
Jacobiho. Proto se pouziva castéji. Dalsi jeji vyhodou oproti Jacobiho metodé je, ze pro
ulozeni priblizného feSeni v paméti pocitace nam staci jediné pole, jehoz slozky postupné
prepisujeme, zatimco u Jacobiho metody si musime pamatovat pole dvé: starou a novou
aproximaci reSeni.

Shrnuti pojmu

Gaussova eliminace a Cramerovo pravidlo vedou piimo k feseni soustavy. Kdybychom se
nedopoustéli zaokrouhlovacich chyb, nasli bychom pomoci téchto metod presné feseni.

Zékladem Gaussovy elimina¢ni metody je iprava matice soustavy na trojihelnikovy tvar.
Ten dostaneme pomoci pri¢itani vhodnych nasobku vybranych fadkt matice k ostatnim
radkum.

Vliv zaokrouhlovacich chyb u Gaussovy eliminace muze byt zna¢ny, zvlast u nékterych
typu matic. Proto se pouziva tzv. eliminace s vybérem hlavniho prvku.

Elimina¢ni metoda je velmi ndro¢na z ¢asového i pamétového hlediska. Nejlépe se hodi
pro nepfilis rozsahlé soustavy s plnou matici.

U Cramerova pravidla jednotlivé neznamé pocitame jako podily determinanti. Cramerovo
pravidlo je vhodné pouze pro velmi malé soustavy rovnic.

Pomoci itera¢nich metod obvykle najdeme pouze piiblizné feseni soustavy (pokud nenas-
tane dosti nepravdépodobny piipad, kdy se v nékterém kroku trefime pfimo do feseni).
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Na zacatku zvolime pocéteéni aproximaci feseni, a tu pak opakovanym dosazovanim do
iteracnich vztahu, napt. 3.6 (u Jacobiho metody) nebo 3.13 (u Gauss-Seidelovy metody),
zpresiujeme. S vypoctem skoncéime obvykle tehdy, je-li norma rozdilu po sobé jdoucich
aproximaci dostatecné mala.

Itera¢ni metody mohou divergovat (feSeni pomoci nich nemusime najit). Zda bude metoda
konvergovat, ¢i nikoli, zavisi na vlastnostech matice soustavy. U Jacobiho metody zaruci
konvergenci radkova nebo sloupcova diagondlni dominance , u Gauss-Seidelovy metody
radkova diagonalni dominance nebo pozitivni definitnost matice.

Iteracni metody jsou vhodné pro reSeni velkych soustav s fidkou matici koeficientu. Pro
feSeni malého poc¢tu rovnic vhodné nejsou, tam lépe poslouzi eliminace.

3.3 Otazky a priklady ke cviceni
U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedné o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
Otazka 3.1 Cramerovo pravidlo se hodi pro reseni malého poctu rovnic.

Otazka 3.2 Reseni ziskané Gaussovou eliminacni metodou muze bijt ovlivnéno zaokrouhlo-
vacimi chybams.

Otazka 3.3 Vybér hlavniho prvku slouzi k urychleni algoritmu Gaussovy eliminace.
Otazka 3.4 Jacobiho metoda vidy konverguje.

Otazka 3.5 Konvergence ¢i divergence Gauss-Seidelovy metody zdavisi pouze na volbé
pocdtecnt aprozimace x9.

Otazka 3.6 Konvergence ¢i divergence Gauss-Seidelovy metody zdvisi na vlastnostech
matice resené soustavy.

Otazka 3.7 Jacobiho metoda je vhodnd pro soustavu dvou rovnic o dvou nezndamych.

Otazka 3.8 Jestlize ||[x*) —xFV|| < ¢, kde x® a0 x*V jsou po sobé jdouci aprovimace
resent ziskané Gauss-Seidelovou metodou, pak je zarucené i |x®) — x| < & (x je presné
resent soustavy).

Otazka 3.9 Jestlize u Jacobiho metody vyjde x%) = x5V nalezli jsme presné resent a
plati x = x*).

Priklad 3.1 Pomoci Cramerova pravidla vyreste soustavu rovnic
2,43x + 7,21y = 1,25
8,03x — 4,20y = 5,69
Priklad 3.2 Pomoci Gaussovy eliminacni metody vyreste soustavu rovnic

9,500 + 4.86y — 4,56z = —8,90
—2,31z + 8,91y + 0,192 = 6,15
6,07z + 7,62y + 8,21z = —7,92
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Priklad 3.3 Pomoci Jacobiho metody teste soustavu rovnic

200 + 3y — Hz = —12
20+ 25y — 3z = 13
dr — Dy — 32z = 10

Ovérte, Ze jsou splnény podminky konvergence metody, pak proved’te tFi kroky, poédtecni
aprozimact volte (0,0,0).

Piiklad 3.4 Pomoci Gauss-Seidelovy metody najdéte reseni soustavy rovnic

2 — 6y + 2z = 25
20 — 30y + 4z = -—-10
r + 3y + 36z = -—16

s presnosti € = 0,001. QOuerte, Ze jsou splnény podminky konvergence metody. Pocdtecni
aprozimaci volte (0,0,0).

Priklad 3.5 Upravte ndsledujici soustavu tak, aby byla zarucena konvergence Gauss-
Seidelovy metody. Pak udélejte dva kroky metody, vyjdéte z (0,0,0).

20 — y = =3
3z + z = —6
-2z 4+ 2y + 4z = 2

Odpovédi na otazky a teseni prikladu viz 9.3

Programovaci tulohy

Ulohy oznacené * jsou obtiznéjsi a nejsou minény pro bézné cviceni, ale spise jako ndmeét
pro zajemce.

Programovaci tloha 1 Napiste program, ktery fesi soustavu (max. 20) linedrnich rovnic

a) Gaussovou elimina¢ni metodou
b) Gaussovou eliminaéni metodou s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku

¢)* Gaussovou elimina¢ni metodou s tplnym vybérem hlavniho prvku
Programovaci tdloha 2 Napiste program, ktery esi soustavu (max. 20) rovnic

a) Jacobiho metodou
b) Gauss-Seidelovou metodou
Programovaci tiloha 3 * Napiste program, ktery resi velkou soustavu rovnic s ridkou

matici (= v paméti drzte pouze nenulové prvky matice) Jacobiho nebo Gauss-
Seidelovou metodou.



Ustav matematiky FSI VUT v Brné 35

4 Numerické metody feSeni nelinearnich rovnic

Cil kapitoly

V této kapitole se sezndmime s nékterymi metodami pro feseni rovnice f(z) = 0 a pro
feseni soustavy rovnic F(zy,z9,...,2,) = 0.

Ukéazeme, co lze od jednotlivych metod ocekdvat: zda jsou vzdy konvergentni (tj. fesent,
existuje-li, pomoci nich vzdy najdeme), nebo zda mohou divergovat. U metod, které ne-
musi konvergovat vzdy, ukazeme podminky, které konvergenci zaruc¢i, a zminime se o
tom, jak pripadnou divergenci oSetiit v pocitacovém programu. Také budeme zkoumat, a
hlavné na ptikladech predvadét, rychlost jednotlivych metod.

4.1 Numerické metody resSeni jedné nelinearni rovnice

Budeme se zabyvat feSenim nelinearni rovnice

fx) =0, (4.1)

tj. hledanim takovych bodu £ € R, ze f(£) = 0. Takovéto body budeme nazyvat kofeny
rovnice 4.1.

P1i hledani kotfenti rovnice 4.1 nejprve zjistime, kolik kofenti rovnice ma a najdeme inter-
valy obsahujici pravé jeden koren rovnice. Tato ¢ast feSeni se nazyvéa separace korenu
rovnice.

Pak budeme pomoci nékteré z dale popsanych metod hledat pribliznou hodnotu vybraného
korene rovnice.

P1i hledani kofenu je uzitecna nasledujici véta, jejiz vyznam je patrny z obrazku 4.1
Veéta 4.1 Je-li funkce f spojitd na intervalu {(a,b) a plati-li
fla)- f(b) <0, (42)

pak v intervalu {(a,b) lezi alespon jeden koren rovnice f(x) = 0.

Poznamka. Podminka 4.2 znamenad, ze znaménka funkénich hodnot v krajnich bodech
intervalu (a, b) jsou opacna.

Korenu rovnice muze byt v uvedeném intervalu i vice, o jejich poctu véta nic nefika. Na
druhou stranu, neni-li podminka 4.2 splnéna, neznamend to, ze v intervalu (a,b) zadny
koTfen rovnice nelezi.

Pro nalezeni poctu a polohy kotfent je vhodné prozkoumat vlastnosti funkce f a nacrtnout
(nebo si pomoci vhodného prostiedku nechat nacrtnout) jeji graf.
U nékterych tloh je mozné upravit rovnici 4.1 na tvar

filx) = fa(x),

kde f; a f; jsou funkce, jejichz grafy umime nakreslit. V bodech, kde se grafy funkci f; a
f2 protnou, se nachdazeji koreny puvodni rovnice.
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y=F(x)

Obrazek 4.1: Podminka f(a) - f(b) < 0 zarud existenci kofene.

Priklad 4.1 Najdéte pocet korenu rovnice
e +22—-3=0
a intervaly, v nichz tyto koreny leZi.

Reseni: Zadanou rovnici muzeme upravit na tvar
e’ =3 — 1%

Grafy funkci fi(x) = €* a fo(x) = 3 — 22 umime nacrtnout - viz obrézek 4.2. Z obrdzku
vidime, ze rovnice m4 pravé dva koreny &; a &, & € (—2,—1), & € (0,1) .

Nyni postupné probereme metody, které 1ze pouzit pro nalezeni kotenti rovnice 4.1. VSude
dal v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f je na zkoumaném inter-
valu spojita.

4.1.1 Metoda pileni intervalu

Metoda puleni intervalu je nejjednodussi z metod feSeni nelinearnich rovnic.

Meéjme interval (a,b) takovy, ze f(a)- f(b) < 0, tj. lezi v ném alespon jeden kofen rovnice
f(z) = 0. Tento vychozi interval ozna¢ime jako (ag, bp). Interval rozpulime. Jeho stied je
Ty = “0241’0 Z intervalu (ag, zo) , (zo,bp) vybereme ten, ve kterém je zarucena existence
kotene. Ktery z nich to je, rozezname podle znamének funkénich hodnot v krajnich bodech.
Je-li f(ap) - f(xg) < 0, budeme pokracovat s intervalem (ag, o), v opaéném piipadé
s intervalem (zg, by) . (Plati-li f(x¢) = 0, nalezli jsme kofen rovnice a vypocet ukonéime.)
Novy interval poloviéni délky oznacime (aq, by), opét jej rozpulime a stejnym zpusobem
pokracujeme.
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Obrazek 4.2: K prikladu 4.1 - separace kofenu rovnice

Takto postupné sestrojime posloupnost intervalu {(ag, by) , (a1, b1), (as, b3) , ... Kazdy dalsi
interval ziskdme tak, ze z predchoziho (na zdkladé znamének funkénich hodnot v krajnich
bodech a uprostied) vybereme tu jeho polovinu, kterd obsahuje koten rovnice - viz obrazek
4.3.

Obrazek 4.3: Metoda puleni intervalu

V puleni pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen rovnice, nebo dokud se
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interval nezuzi na predem danou délku 2¢, neboli dokud pro néjaké k neplati

bk —ap < 2¢
Za ptibliznou hodnotu kotene pak vezmeme stied posledniho nalezeného intervalu
- ay + by
T2

Protoze koren se urcité nachazi uvnitt posledniho intervalu, muze se x od presné hodnoty
korene lisit nanejvys o polovinu jeho délky, tj. o €,

| Ty — €| < e
Touto metodou koten rovnice 4.1 nalezneme vzdy. Obsahuje-li vychozi interval (a, b) vice
korenu, najdeme jeden z nich. Nevyhodou metody puleni intervalu je, ze konverguje

(priblizuje se ke koteni) dosti pomalu. Proto je vhodné pouzit ji na zizeni puvodniho
intervalu a pak pokracovat jinou, rychlejsi metodou.

Priklad 4.2 Metodou puleni intervalu najdéte kladny koren rovnice z prikladu 4.1
e“+2*—3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Kladny kofen zadané rovnice lezi v intervalu (0,1). Postupné vypoécitdvané
hodnoty ay, by, i budeme zapisovat do tabulky. Je vhodné si také zapisovat znaménka
funkénich hodnot funkce f(z) = e” + 2% — 3 v téchto bodech.

k| ax by, T, flag) | f(b) | fxr)
010 1 0,5 - + -
1105 1 0,75 - + -
210,75 1 0,875 - + +
310,75 0875 | 0.8125 T -

4 10,8125 0,875 0,84375 - + +

5 | 0,8125 0,84375 | 0,828125 - + -

6 | 0,828125 | 0,84375 | 0,8359375

Nyni mizeme vypocet ukonéit, protoze bg — ag < 2 - 0,01. Reseni rovnice e* + 2% —3 = 0
s presnosti 0,01 je xg = 0, 84.

Priiklad 4.3 Kolik dalsich kroki metody puleni intervalu by bylo potieba provést v predchozim
prikladu, kdybychom chteli najit resent s presnosti 0,001 ¢

Reseni: V kazdém kroku se interval zkrati na polovinu. Vyjdeme-li z intervalu délky [, po

k krocich se zuzi na sz. V nasem piipadé vychazime z intervalu (ag, bg) délky 0,015625.
0,015625

Hleddme tedy k tak, aby platilo === 0015625 < 2-0,001. Odtud k > o e = 2,97. Musime
tedy udélat jesté tii kroky.

Je vidét, ze pocet kroku metody puleni intervalu nutny k nalezeni korene se zadanou
presnosti vibec nezavisi na resené rovnici. D4 se ukdzat (podobné jako v feseni piikladu
4.3), ze k zptresnéni vysledku o jedno desetinné misto je vzdy potieba udélat 3-4 kroky
této metody.
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4.1.2 Metoda regula falsi

Princip metody regula falsi je velmi podobny jako u metody piileni intervalu. Opét pos-
tupné zuzujeme interval obsahujici kofen rovnice 4.1. Tentokrat ale délicim bodem neni
polovina intervalu, nybrz prusecik se¢ny vedené body [ay, f(ax)| a [bg, f(bx)] s osou x - viz
obrazek 4.4.

y=f(x)

ay 0 bo

a 1 b,

a b,

Obrazek 4.4: Metoda regula falsi
Tento prusecik vypocteme podle vzorce
b, —a
T = bk - i i f(bk) (43)

f(be) = flax)
Z intervalu (ag,xy), (xg,bx) pak vybereme ten, v jehoz krajnich bodech maji funkéni
hodnoty funkce f opacnda znaménka.

Plati-li f(ax) - f(zg) < 0, polozime apy1 = ak,bpy1 = xg, plati-li f(bg) - f(xg) < 0,
polozime agy1 = xg,bgr1 = by. V piipadé, ze f(zx) = 0, nasli jsem kofen rovnice a
vypocet ukoncime.

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud nenarazime na kofen, nebo dokud neplati
|z — 21| <€,

kde ¢ > 0 je pfedem dané cislo. Splnénim tohoto kriteria ale bohuzel neni zaruceno,
ze presna hodnota kofene £ se od jeho aproximace xj lisi o méné nez . Chceme-li se
presvedcit, ze |z — | < €, muzeme vypoéitat f(zr+e¢) a f(xg —e). Plati-li f(xy)- f(ar+
e) <0, resp. f(zx) - f(zr —e) <0, je jisté, ze koten & lezi v intervalu (xy, z) + €) , resp.
(xp — €, 21), a tedy se od zx nemuze lisit o vice nez e.

Metoda regula falsi je vzdy konvergentni (vzdy najde koten). Byva rychlejsi nez puleni
intervalu, ale existuji piipady, kdy je pomalejsi.
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Priiklad 4.4 Metodou requla falsi najdéte kladny koren rovnice z prikladu 4.1

e 4+12—-3=0

s presnosti € = 0,01.

Reseni: Mohli bychom vyjit z intervalu nalezeného metodou pilen{ v piikladu 4.2, ale
pro srovnani obou metod za¢neme opét s intervalem (0, 1) . U metody regula falsi budeme
potiebovat i funkéni hodnoty v bodech ay, by a x, nejen jejich znaménka.

k| ay b | Ty f(ar) f(br) f(zg)

010 1 |0,73576 | -2 0,71828 | -0,37159
1]0,73576 | 1 | 0,82585 | -0,37159 | 0,71828 | -0,03414
210,82585 | 1 | 0,83375 | -0,03414 | 0,71828 | -0,00291

Plati | zo — 21| < 0,01, proto vypocet ukonéime. Ptiblizné feseni rovnice je xo = 0, 83.

4.1.3 Metoda secen

Metoda secen je velmi podobnd jako metoda regula falsi. Vyjdeme z intervalu (a,b) ob-
sahujictho kofen rovnice. Oznaéime xy = a a x; = b. Vedeme se¢nu body [z, f(z¢)] a
[1, f(x1)] a najdeme jeji prusecik s osou x. Ten oznacime xo. Na rozdil od metody regula
falsi vsak nyni nevybirdme interval obsahujici kofen, ale vedeme se¢nu body [z1, f(z1)],
[zo, f(x2)], jeji prusecik oznacime x3, pak vedeme seénu body [z, f(x2)] a [z3, f(x3)] atd.
- viz obrazek 4.5.

y=f(x)

X0 2 X X3 X4

Obrazek 4.6: Metoda seéen muze di-
vergovat.

Obrazek 4.5: Metoda secen

V k-tém kroku metody pocitame aproximaci kofene podle vzorce

f(xk)7

T — Tg—1

f(xr) — f(ar—1)

Tpy1 = Tk —
kde x¢g = a,x1 = b.
Vypocet ukonéime, kdyz je splnéna podminka

|z — 2| <,



Ustav matematiky FSI VUT v Brné 41

nebo kdyz narazime ptimo na kofen rovnice.
Piipomenme, ze dand podminka nezarucuje, ze plati | xy — &| < €.

Metoda secen je rychlejsi nez metoda regula falsi, nemusi ale vzdy konvergovat - viz
obrazek 4.6.

Protoze je obtizné predem zjistit, zda metoda pro danou rovnici konverguje nebo diverguje,
je vhodné zadat pri vypoc¢tu maximalni pocet kroku. Je-li tento pocet prekrocen a koren
rovnice jsme nenasli, vypocet ukoncime s tim, ze metoda diverguje. Pak je nutno zménit
pocatecni aproximace nebo zvolit jinou metodu.

4.1.4 Newtonova metoda (metoda tecen)

Uz sdm nazev metody tika, ze budeme pracovat s tecnami ke grafu funkce f. Proto vsude
v této kapitole budeme predpokladat, ze funkce f mé derivaci.

Newtonovu metodu muzeme popsat graficky takto:

Zvolime pocatecni aproximaci kotene xo. Bodem [z, f(x¢)] vedeme tec¢nu ke grafu funkce
f. Jeji prusecik s osou x oznaéime x;. Pak vedeme teénu bodem [x1, f(z1)], jeji prusecik
S osou X oznacime xq9 atd. - viz obrazek 4.7.

X2 /1 Xo

Obrazek 4.7: Newtonova metoda Obrazek 4.8: Newtonova metoda muze
divergovat

Prusecik teény v bodé [z, f(zx)] s osou x vypocteme jako

f(xx)

Tkt1 = T — f’(ﬂEk)

(4.5)

Vypocet provadime tak dlouho, dokud neni splnéna podminka
| T — xk_1| <€

Pfi splnéni této podminky vSak nemusi platit |z, — £ < . Kdybychom si chtéli byt
opravdu jisti, ze se zj; od kofene & lisi o méné nez ¢, mohli bychom pouzit dale uvedeny
odhad 4.6, ptipadné vypocitat f(zx) a f(zr ) a pouzit postup popsany u metody regula
falsi.
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Newtonovu metodu lze odvodit i pomoci Taylorova vzorce. UkdZeme nyni jak, protoze
stejny postup pozdéji zobecnime i pro soustavu rovnic.
Predpokladejme, ze zname k-tou aproximaci feseni z. Pak muzeme psat

f(&) = flag) + f'(an) (€ — k) + R,
kde R je zbytek v Tayloroveé vzorci.

Zanedbame-li tento zbytek a uvédomime-li si ze f(£) = 0 (protoze £ je koFenem rovnice
f(z) = 0), muzeme z predchozi rovnice ptiblizné vyjadrit koren & jako
. — f (@)

fr@w)’

coz je praveé xjy1 nalezené diive popsanym zpusobem.

E=u

Z Taylorova vzorce lze také odvodit odhady chyby k-té aproximace kofene ziskané Newtonovou
metodou. Ma-li funkce na intervalu I obsahujicim x i kofen & druhou derivaci, plati

€—m| < %%C%—xmﬂg (4.6)
M
[&—m| < Q—W,Z(ﬁ—xk_l)Z, (4.7)

kde My = max |f”(x)| a m; = min |f'(z)| pro x € I.

Newtonova metoda je z metod pro reSeni nelinearnich rovnice nejefektivnéjsi,
nemusi vSak konvergovat - viz obrézek 4.8.

Jestli Newtonova metoda konvergovat bude, nebo nebude, zavisi do znacné miry také na
tom, jak zvolime pocatecni aproximaci zy. PTi pohledu na obrazek 4.7 je ziejmé, ze zde
byla pocatecéni aproximace zvolena vhodné. Kdybychom jako zg zvolili napt. levy krajni
bod zobrazeného intervalu, konvergence uz by zarucena (ovSem ani vyloucena) nebyla.
Tim se dostavame k podminkam, pii jejichz splnéni bude jisté, ze Newtonova metoda
konverguje.

Véta 4.2 (Fourierova podminka)

Necht v intervalu (a, b) leZi jeding koren rovnice f(x) = 0 a necht f'(z) a f"(z) jsou spojité
a nemeéni znaménko na intervalu {a,b) . Zvolime-li za poédtecni aprozimaci xo € {a, b tak,
aby byla splnéna podminka

f(xo) - f"(0) > 0, (4.8)

Newtonova metoda bude konvergovat.

Pripomenme v souvislosti s ptedpoklady véty 4.2 nékteré poznatky z prvniho semestru.
To, ze f'(x) neméni znaménko na intervalu (a,b) , znamen4, ze funkce f bud na celém
intervalu (a, b) roste, nebo na celém intervalu klesa.

To, 7Ze znaménko neméni f”(x), znamend, Ze funkce f je bud na celém intervalu {(a,b)
konvexni (nad te¢nou), nebo je na celém intervalu konkavni (pod te¢nou).
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Podminka 4.8 znamend, ze ze xy vybereme bod, v némz mé funkéni hodnota stejné
znaménko jako druhd derivace.

Funkce, jejiz graf je na obrazku 4.7, je na celém zobrazeném intervalu rostouci a konvexni.
To znamena, ze jeji druhda derivace je na tomto intervalu kladna. Proto se jako pocatecni
aproximace zvolil bod, v némz byla i funkéni hodnota kladna.

Ctendf si muze zkusit predstavit dalsf mozné situace, napt. funkci na celém intervalu
rostouci a konkavni - zde by se jako x( zvolil levy krajni bod - a podobné.

Priklad 4.5 Newtonovou metodou najdéte zaporny koren rovnice z prikladu 4.1
e +2°—3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Vime, Ze kofen lez{ v intervalu (—2, —1). Ovéifme, Ze na tomto intervalu jsou
splnény predpoklady véty 4.2.
Vypoéteme prvnf a druhou derivaci funkce f(z) = e* + 2% — 3 :

fllxy=¢"4+2z , f'(v)=e"+2

Na celém intervalu (—2, —1) je f'(z) <0 a f”(z) > 0 (tzn. ani prvni, ani druhd derivace
zde neméni znaménko).

Nyni vybereme pocatecni aproximaci xy tak, aby byla splnéna podminka 4.8. Protoze
f(=2)=e¢?2+1>0a f(—1)=e' -2 <0, zvolime zq = —2.

Dalsi aproximace feSeni budeme pocitat pomoci itera¢niho vztahu

. _x_f(xk)_x_e“’”’“—l—x%—i%
Dostaneme

o = -2

r1 = —1,70623

e = —1,67752

rg = —1,67723

Nyni muzeme vypocet zastavit, protoze |r3 — 5| < 0,01. Vsimnéme si, ze tii kroky by
nam stacily i pro dosazeni presnosti 0,001. Newtonova metoda je obvykle velice rychla.
Ptiblizné feSeni rovnice je x3 = —1,68.

Nejsme-li schopni ovéfit podminky z véty 4.2, muzeme Newtonovu metodu presto pouzit.
Pokud tyto podminky neplati, Newtonova metoda konvergovat muze a nemusi. Proto je
pii vypoctu vhodné stanovit maximalni pocet krokt metody a je-li prekrocen, vypocet
ukoncit a zvolit jinou pocateéni aproximaci, resp. jinou metodu feseni.

Poznamka - Newtonova metoda pro komplexni kotreny
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Obrazek 4.9: Fraktal vznikly feSsenim Obrazek 4.10: Fraktal vznikly fesenim
rovnice z* = 1 rovnice z —e® = ()

Newtonovou metodou muzeme hledat i komplexni kofeny rovnice f(z) = 0. Postupuje se
uplné stejné jako pri hledani realnych kotfent, jenom je potfeba pocitat s komplexnimi
¢isly. Zv1ast pocdtecni aproximaci zy je nutno zvolit komplexni, chceme-li dojit ke kom-
plexnimu korenu.

Podminky, za kterych Newtonova metoda v komplexnim oboru konverguje, jsou uvedeny
napi. v [?].

Zde se zminime o jednom zajimavém aspektu Newtonovy metody v komplexnim oboru.
Resend rovnice f(z) = 0 mize mit vice kofentl. Na pifklad rovnice z* — 1 = 0 mé ctyfi
koteny: 1, —1,7 a —i. Ktery z nich pomoci Newtonovy metody najdeme, zélezi na zvolené
pocatecni aproximaci zy. Obarvime-li v komplexni roviné vSechny body, z nichz dojdeme
k prvnimu kofenu, jednou barvou, vSsechny body, z nichz dojdeme k druhému kotenu, dalsi
barvou atd., dostaneme velmi zajimavy obrazek - fraktal.

4.1.5 Metoda prosté iterace

Metoda prosté iterace pro feseni jedné nelinearni rovnice je dalsi aplikaci obecné metody
postupnych aproximaci, popsané v kapitole 2.

Rovnici f(z) = 0 upravime na tvar

r = g(x).

Funkce g se nazyvé iteracni funkce. Nyni budeme misto kofene ptuivodni rovnice hledat
pevny bod funkce g(z). Udélame to postupem uvedenym v kapitole 2.

Zvolime pocatecni aproximaci o a dalsi aproximace pevného bodu (neboli feseni puvodni
rovnice) budeme pocitat jako

Tr41 = (k) (4.9)
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Timto zpusobem muzeme a nemusime dojit k pevnému bodu funkce ¢ - viz obrazky 4.11
(kde se pevny bod najde) a 4.12 (kde metoda diverguje, i kdyz poc¢ateéni aproximace byla
pevnému bodu velmi blizko)

9(xg
g(xy)
] 9(xo) Z/
X2 X %o / xlolx1 x; xl3
Obrazek 4.11: Metoda prosté iterace Obrazek 4.12: Metoda prosté iterace

muze divergovat

Nyni fekneme, kdy je zaruceno, ze metoda prosté iterace konverguje.

V kapitole 2 jsme se dozvédéli, ze metoda postupnych aproximaci konverguje, je-li zo-
brazeni, jehoz pevny bod hledame, kontraktivni. U funkce jedné proménné kontraktivita
uzce souvisi s rychlosti rustu této funkce - viz obrazky 2.4 a 2.5 v kapitole 2.3. Proto plati

Véta 4.3 Necht funkce g zobrazuje interval {a,b) do sebe a md na tomto intervalu derivaci.
Jestlize existuje ¢islo o € (0,1) tak, Ze

¢’ ()| <a Vzeab), (4.10)

pak v intervalu {(a,b) existuje pevny bod & funkce g a posloupnost postupnych aproximact
ziskand predpisem 4.9 k nému konverguje pro libovolnou poédteéni aproximaci xy € (a,b).
Dale plat?

o
|z — ¢ <

1_a|{L‘k—l‘k_1| (411)

Oék

|zr — €| < |21 — o] (4.12)

l—«

Odhad 4.11 lze pouzit pti rozhodovani o zastaveni iterac¢niho procesu. Protoze vsak ovéreni
podminky 4.10 a nalezeni o muze byt obtizné, jako kriterium pro zastaveni vypoctu se
opét spise pouziva podminka

|z, — 21| < e

(kterd opét nezarucuje, ze |z — &| < €).
Také je vhodné stanovit maximalni pocet kroku a je-li prekrocen, vypocet ukoncit. Pak
je potfeba zvolit jinou itera¢ni funkei nebo jinou metodu.
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Piiklad 4.6 Metodou prosté iterace najdéte zaporny koren rovnice z prikladu 4.1
e“+2>—-3=0
s presnosti € = 0,01.

Reseni: Vime, ze koten lezf v intervalu (—2, —1) . Budeme hledat vhodnou iteraéni funkci

g.
Jedna moznost, jak ze zadané rovnice vyjadrit x, je

?=3—-¢" = 1=4V3—¢c"
Protoze hledame zaporny koten, je
g(r) = —v3—e

Ovétime, je-li splnéna podminka 4.10. K tomu je potieba funkci g zderivovat. Dostaneme

ex

/
T) = ———.
9(@) =5 m——
Nyni budeme hledat maximum |g¢'(x)| na intervalu (—2,—1). Na tomto intervalu je

| ¢/(z)] = —%—. Derivace této funkce je <=L To je funkce na intervalu (—2,—1)

4(3—e®)2
kladn4, tedy |g( )| je na tomto intervalu r(osto)uci a svého maxima nabyva v pravém
krajnim bodé tohoto intervalu. Hodnota maxima je | ¢'(—1)| = == <012 <1 To
znamenad, ze podminka 4.10 je splnéna.
Jesté bychom méli ovéfit, ze funkce g zobrazuje interval (—2, —1) do sebe. Protoze je na
tomto intervalu ¢’(z) > 0, je funkce g rostouci a staci ovérit, ze hodnoty g v krajnich
bodech intervalu do tohoto intervalu patii. (Kdyby g nebyla monotonni, museli bychom
hledat jeji maximum a minimum na zkoumaném intervalu, nestacilo by dosadit krajni
body.)
Protoze g(—2) = —1,69 € (=2,—1) a g(—1) = —1,62 € (—2,—1), funkce g zobrazuje
zkoumany interval do sebe.
Konvergence iteracniho procesu je tedy zarucena.
Muzeme zvolit napft. xg = —2.
Dalsi aproximace pak budeme pocitat podle predpisu

ten = g(n) = —VE—en

Dostaneme
o = -2
r1 = —1,69253
o = —1,67808
r3 = —1,67728

Nyni muzeme vypocet zastavit, protoze |z3—xs| < 0,01. Iteraéni metoda v tomto piipadé
konverguje docela rychle, protoze hodnota a@ = 0,12 je malad. Obecné plati, ze ¢im je
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derivace funkce g v absolutni hodnoté v okoli pevného bodu mensi, tim rychleji metoda
prosté iterace konverguje.
Ptiblizné teseni rovnice je x3 = —1,68

Jind moznost, jak z rovnice vyjadrit x, je
r=InB-2%) ,tj. g(x)=In(3—2?).

V tomto piipadé by na intervalu (—2, —1) podminky konvergence splnény nebyly. Podivejme

se, jak se budou chovat postupné aproximace, zvolime-li xo = —1 :
9 = —1
r; = 0,69315
xe = 0,92408
r3 = 0,76364
xy = 0,88247

Nakonec bychom nasli kladny kofen rovnice, ktery jiz jsme hledali metodou puleni a
metodou regula falsi.

Poznamka. Zpusobu, jak z rovnice f(x) = 0 vyjadiit z, je nekoneéné mnoho. Jedna z
moznosti je vydélit rovnici f(x) = 0 derivaci funkce f, pak rovnici vynasobit —1 a nakonec
na obé strany pric¢ist x. Dostaneme

f(z)

fi@)”

vztah, ktery by ndm mél byt povédomy.

Newtonova metoda je tedy specidlnim (a obvykle nejvhodnéjsim) pripadem metody prosté
iterace.

r =T —

4.2 Numerické metody reSeni soustav nelinearnich rovnic

Budeme se zabyvat feSenim soustavy n nelinearnich rovnic o n neznamych

filzr, e, ) = 0 (4.13)

fQ(xly'rQa"'axn) =

folz1, 20, ... x,) = 0
kterou muzeme prepsat vektorové jako

F(x) = o, (4.14)
kde F = (fi,..., fu)¥, x=(21,...,2,)T a o je nulovy vektor.

Piesné feSeni této soustavy opét budeme znacit & = (&1,...,&,)T.
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Ukazeme zde metodu prosté iterace a Newtonovu metodu. Obé tyto metody vypadaji
velice podobné jako pro jedinou nelinearni rovnici. Ve skutecnosti je ale vicedimenzionalni
dobré informace o poloze korene. Podminky konvergence obou uvedenych metod se také
ovéruji mnohem obtiznéji nez u jediné rovnice.

V piipadé, Ze fesime dvé rovnice, hledame vlastné pruseciky dvou kiivek v roviné danych
implicitné rovnicemi fi(x,y) =0 a fo(z,y) = 0 - viz obrazek 4.13

fl (XiY)=0 fz(X,Y)=O

Obrazek 4.13: Graficky vyznam feSeni dvou nelinearnich rovnic

4.2.1 Metoda prosté iterace

Soustavu 4.13 upravime na tvar

1 = qi1(T1,%2,...,2y) (4.15)
T2 = 92(x17x27"'7$n)
Tn = gp(x1,29,...,2,)

coz muzeme zapsat vektorove jako
x = G(x), (4.16)
kde G = (g1,...,90)7

Podobné jako u jedné rovnice zvolime pocateéni aproximaci x(© a poéitdme posloupnost
postupnych aproximaci z iteracniho vztahu

xFHD = G(x™) (4.17)
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Jsou-li funkce gy, ..., g, diferencovatelné, 1ze vyslovit podminky konvergence pro metodu
prosté iterace, podobné tém z véty 4.3.
Protoze pracujeme s n funkcemi n proménnych, v roli derivace zde bude vystupovat matice

1 d¢1 .. O¢
or1 Ox2 OTn
992 9g2 . . 992
G r ox1 Oxo Oxn
Ogn 9gn .. Ogn
Oxr1  Oxo Oxn

Véta 4.4 Necht G zobrazuje uzavienou oblast D do sebe a je v této oblasti diferencov-
atelnd. Jestlize existuje ¢islo o € (0,1) tak, Ze

|G| <a VxeD, (4.18)

kde || G'|| je rddkovd nebo sloupcovd norma matice G', pak v oblasti D existuje pevnyj
bod & zobrazeni G a posloupnost postupnijch aproximaci ziskand predpisem 4.17 k nému
konverguje pro libovolnou pocédtecni aprozimaci x© € D.

Pro odhad chyby plati podobné vztahy jako 4.11, 4.12 u jedné rovnice.

Pro zastaveni vypoctu se pouziva kriterium
X — ) < ¢,

kde || - || je nékterd z norem 2.13, 2.12.

Priiklad 4.7 Metodou prosté iterace najdéte koren soustavy rovnic

3r+2*y—3 = 0
-5y = 0,

ktery lezi v oblasti D = (1/2;1) x (0;1/2) s presnosti 0,01.

Reseni: Iteracnich funkce mohou byt napi. gi(z,y) = 1 — x;—y, g2(x,y) = ““5—2 Ovérime,
zda jsou splnény podminky konvergence.

G = (g1, 92)" zobrazuje D do sebe: Jestlize z € (1/2;1) ay € (0;1/2), pak x% € (0;1/6)
a tedy g1(z,y) € (5/6;1) C (1/2;1). Podobné go(z,y) € (1/20,1/5) C (0;1/2).

Nyni{ ovéiime, zda || G'||o < a < 1, neboli zda [%2| + |%—g;| <ai \%| + |%—9;| < a.

2wy _a?
(7 7
2 0
Jestlize # € (1/2;1) ay € (0;1/2), pak | — 2| +| - 2| < 1/3+1/3=2/3<1a
2] < 2/5 < 1. (Tedy o = 2/3.) Podminky konvergence jsou splnény.
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Jako pocétecéni aproximaci muzeme zvolit napt. (g, o) = (1,0). Dalsi aproximace pak
budeme pocitat podle vzorcu

2

T
T = Gi(Tr,yx) =1 — kTyk
2
T
Yer1 = GolTr,yr) = Ek
Postupné dostaneme
g = 1 Yo = 0
ry = 1 U1 O, 2
o = 0,933 ¥y = 0,2
T3 = 0,942 Ys = 0,174
Ty = 0,948 Ygs = 0,177

Protoze |z4 — x3] < 0,01 1 |ys — y3| < 0,01, muzeme vypocet ukonéit. Pfiblizné feseni
soustavy je x = 0,95,y = 0, 18.

Protoze ovéreni podminek konvergence muze byt dost problematické, je vhodné predem
stanovit maximalni pocet krokit metody a je-li prekrocen, vypocet ukoncit s tim, ze metoda
diverguje. Pak je potieba zvolit jinou pocatecni aproximaci, jiné itera¢ni funkce, nebo jinou
metodu.

Poznamenejme, ze najit vhodné iteracni funkce miize byt velmi obtizné.

4.2.2 Newtonova metoda

Predpokladejme, Ze jiz mame aproximaci fesenf x.
Podobné jako u diferencovatelné funkce jedné proménné platilo pro x, blizké ke koteni &

f(&) = flaw) + f'(xr)(§ — z1),

plat{ pro n-tici diferencovatelnych funkei n proménnych F = (fy,..., f,)7

F(&) = F(x") + F'(x®) - (¢ - x),

kde
A OA .. OA
o1 0o Oxn
o2 9fz .. Of
F' = Ox1  Oxz2 Oxn
Ofn  Ofn ... Ofn
81171 8$2 81'17.

a - znaci nasobeni matic.
Uvédomime-li si, ze F(£) = o, muzeme odtud & priblizné vyjadfit, ¢imz ziskame jeho dalsi

aproximaci x**1). Dostaneme

xHD = x®) _ (F/(x®)) T R (x®) (4.19)
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Pti vypoctu dalsi aproximace teseni vzorec 4.19 nepouzivame. Museli bychom pocitat
inverzn{ matici, coz je velmi pracné, zvlast pro matice velkych rozméri. Misto toho pos-
tupujeme nasledovneé:

Vzorec 4.19 prepiseme na tvar

F’(x(k)) . (X(k+1) — X(k)) — —F(x(k)) )
Oznacime
50 = x ) _ x®) = (58 50T (4.20)

a vyTeSime soustavu rovnic

F/(x®) .60 = —F(x®) (4.21)
s neznamymi 5@, e ,(5,@.

Resfme-li dvé rovnice, hodi se pro feseni soustavy 4.21 Cramerovo pravidlo.
Méame-li velky pocet rovnic, pouzijeme nékterou z dalsich metod popsanych v kapitole 3.

Novou aproximaci feSeni pak vypocteme z 4.20 jako

KD — B | ).

Ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud neni splnéna podminka

|x® —x*ED| < e neboli | §* Y| <e,
nebo dokud nenf prekro¢en predem stanoveny maximéalni pocet kroku (v takovém piipadé
je nutno zvolit jinou poc¢ateéni aproximaci).

V kazdém kroku Newtonovy metody musime vyiesit soustavu linearnich rovnic.
Z toho je vidét, ze Newtonova metoda je pracnd a casové narocna. Na druhou stranu,
zacneme-li blizko kotene, konverguje obvykle velmi rychle.

Priklad 4.8 Newtonovou metodou najdéte reseni soustavy rovnic

(z—1°+y"—4 = 0
z+(y+1)2-1 = 0

s presnosti € = 0,01.

Reseni: Pocet a polohu kofentt muzeme v tomto pifpadé odhadnout graficky. Prvni
rovnice je rovnici kruznice a druha rovnice je rovnici paraboly - viz obrazek 4.14.
Vidime, ze soustava ma dvé feSeni. Budeme hledat napt. koren lezici ve ctvrtém kvadrantu.
Jako pocatecni aproximaci mizeme zvolit x(© = (0, —2).

Daéle musime vypocitat matici parcialnich derivaci funkei

flmy)=@-124+y" -4 , folz,y) =2+ @y+1)°-1
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y1]

Obrazek 4.14: K piikladu 4.8 - odhad polohy kotent.

Dostaneme

. %—?Za—? :(2(:1;—1) 2y )
2 8—; 1 2(y + 1)
1. krok

Dosadime bod x® = (0, —2) do matice derivaci a do funkei f; a fo:

1?’((),-2):(_12 :;l) : F(O,—Q):((l))

Soustava rovnic pro nezndmé d; a do (horni index, oznacujici krok, pro pfehlednost

vynechame, je ale nutno mit na paméti, ze v kazdém kroku budeme pocitat jiné d; a
(52) bude

—26 — 44 = -1
51 - 252 = 0

Snadno zjistime, ze feSenim této soustavy je 6; = i =0,25,00 = % =0, 125.
Odtud xM = (0 +0,25; -2 +0,125) = (0,25; —1,875).
2. krok

; - _( L5 =3,75 L . ( 0,07812
F'(0,25; 1,875)—( 1 _1’75) . F(0,25; 1,875)_<0701562>

Budeme resit soustavu

—1,50; — 3,756, = —0,07812
0 — 1,750, = —0,01562
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Reseni této soustavy muzeme najit pomoci Cramerova pravidla:

—0,07812 —3,75 —1,5 —0,07812
—0,01562 —1,75 | . 1 —0,01562 | .
0, = =0,01225 , 9o = =0,01593
—-1,5 —3,75 —-1,5 —3,75
1 —-1,75 1 —-1,75
Odtud x® = (0,25 4 0,01225; —1,875 + 0,01593) = (0, 26225 ; —1,85907).
3. krok
p ' N —1,47549 —3,71814
F’(0,26225;—1,85907) = < 1 _1.71814 )
. 0,00040
F(0,26225;—1,85907) = < 0. 00025 )
Budeme fesit soustavu
—1,475496, — 3,718149, = —0,00040
01 — 1,7181446, = —0,00025
Resen{ této soustavy pomoci Cramerova pravidla:
—0,00040 —3,71814 —1,47549 —0,00040
—0,00025 —1,71814 | . 1 —0,00025
0 = = —0,00004 , 95 =
—1,47549 —3,71814 —1,47549 —3,71814
1 —1,71814 1 —1,71814

Odtud x® = (0,26221 ; —1,85894).

Protoze | 1] < 0,011 ]d2] < 0,01 (tj. || §]|sc < 0,01), muzeme vypocet ukoncit. Pfiblizné
reseni je (0,26;—1,86).

Shrnuti pojmu

Resfme-li jednu nelinedrni rovnici f (z) = 0, musime napted zjistit, kolik ma kofenu a kde.
To nejlépe uvidime z grafu funkce f - kofeny rovnice jsou body, v nichz graf protina osu x.
Jind moznost, pouzitelna jen u nékterych rovnic, je prevést rovnici na tvar fi(x) = fo(x)
a podivat se, kde se protinaji grafy funkei f; a fs.

Vime-li uz, kde zhruba kofen rovnice lezi, muzeme jeho polohu upfesnit.

Je-li funkce f spojita a jsou-li znaménka funkénich hodnot v bodech a, b opacnd, je jisté,
ze v intervalu (a, b) lezi kofen rovnice f(x) = 0.

Z tohoto faktu vychézi metoda puleni intervalu a metoda regula falsi. U téchto metod
zacneme s intervalem (a,b) obsahujicim koten a pak tento interval postupné zuzujeme
tak, aby dalsi, uzsi, interval opét obsahoval koten. U metody ptleni intervalu novy in-
terval ziskdme rozpulenim ptedchoziho a ve vypoctu pokracujeme tak dlouho, dokud
se interval dostatecné neztzi. U metody regula falsi je novym krajnim bodem inter-
valu a zdroven novou aproximaci kofene prusecik secny vedené body [a, f(a)], [b, f(b)].

= 0,00012
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Ve vypoctu pokracujeme, dokud po sobé jdouci aproximace kotfene nejsou dostatecné
blizké. Obé metody jsou vzdy konvergentni. Jejich nevyhodou je, ze jsou dosti pomalé,
pro dosazeni vysoké presnosti je potieba udélat velky pocet kroku.

7 hlediska rychlosti je mnohem vyhodnéjsi Newtonova metoda. Zde zvolime pocatecni
aproximaci xy a dalsi aproximaci x,1,k = 0,1,... najdeme vzdy jako prusecik tecny ke
grafu funkce f vedené bodem [z, f(xy)] s osou x. Pocitame tak dlouho, dokud po sobé
jdouci aproximace nejsou dostatecné blizké, nebo muzeme pouzit teoreticky odhad chyby
4.6. Nevyhodou Newtonovy metody je, ze nemusi koren najit vzdy, muze divergovat. Kon-
vergenci Newtonovy metody zaru¢i vhodna volba pocateéni aproximace xy pomoci tzv.
Fourierovy podminky. Nejsme-li schopni nebo ochotni tuto podminku pouzit, vypocet po-
moci Newtonovy metody pfesto stoji za pokus. Jen musime pocitat s moznosti divergence
a omezit pocet kroku, ktery se maximalné provede.

Metoda secen mé podobné vlastnosti jako Newtonova metoda - je veelku rychla, ale nemusi
konvergovat. Misto pruseciku teény s osou x zde v kazdém kroku hledame bod zj. 1, kde
se s osou x protne secna vedend body [rg_1, f(Tk—1)], [Tk, f(2k)], kde xg_1, 2% jsou dveé
predchozi aproximace kotene.

U metody prosté iterace rovnici napied prevedeme na tvar x = g(z). Zvolime xq a dalsi
aproximace pocitame opakovanym dosazovanim do funkce g. Metoda prosté iterace nemusi
vzdy konvergovat a rychlost, s jakou pifipadné najde kotfen, zavisi na volbé iteracni funkce
g(x). Da se tici, ze obvykle je vhodnéjsi Newtonova metoda, kterd je ostatné specidlnim
pripadem metody prosté iterace.

kvuli objemu provadénych vypoctu, jednak zde mohou byt znacné problémy s nalezenim
priblizné polohy kotentu.

O metodé prosté iterace se da tici v podstaté totéz, co u jediné rovnice - vSe zalezi na
volbé itera¢nich funkci.

Newtonova metoda pro soustavu je obvykle velmi rychla, vyjdeme-li z bodu dostatecné
blizkého ke koteni. Je ale dosti pracnd a nemusi vzdy konvergovat. V kazdém kroku musime
vytesit soustavu linedrnich rovnic F/(x®)) . 6% = —F(x(®), kde neznamé slozky vektoru
5% jsou pifrustky jednotlivych slozek vektoru x*). Novd aproximace feseni se vypocte
jako x(+D = x®) 1 §(*) Vypocet se provadi tak dlouho, dokud se vsechny slozky feseni
neustali na pozadovaném poctu desetinnych mist. Pfi vypoctu musime pocitat s moznou
divergenci metody a omezit pocet kroku, ktery se bude maximalné provadeét.

4.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nasledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jednéd o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
O funkci f v téchto otazkach vzdy predpokladéame, zZe je spojitd, pripadné ze mé spojitou
derivaci.

Otazka 4.1 Jestlize pro funkci f, kterd je na intervalu (a, b) rostouct, plati f(a)- f(b) < 0,
pak md rovnice f(x) =0 v intervalu (a,b) prdavé jeden koren.

Otazka 4.2 Jestlize plati f(a) > 0 i f(b) > 0, pak rovnice f(x) = 0 v intervalu (a,b)
urcité nemd Zddny koten.
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Otazka 4.3 Jestlize vychozi interval {a,b) obsahuje prdvé tri koreny rovnice f(x) = 0,
pak metodou pulent intervalu vidy najdeme prostredni z nich.

Otazka 4.4 Vyjdeme-li z intervalu obsahugicitho prdavé jeden koren, metodou puleni in-
tervalu tento koren urcité nalezneme.

Otazka 4.5 Zvolime-li xg tak, Ze jeho vzddlenost od korene £ je nanejuys 0,01, Newtonovou
metodou & urcite najdeme.

Otazka 4.6 Newtonova metoda je obvykle mnohem rychlejsi nez metoda puleni intervali.

Otazka 4.7 Je-li funkce na intervalu {a,b) (obsahugjicim koten) rostouci a konkdvni (pod
tecnou) a zvolime-li xo = a, Newtonova metoda urcité bude konvergovat.

Otazka 4.8 Jacobiho metoda pro soustavu linedrnich rovnic je specidlnim pripadem metody
prosté iterace pro soustavu rovnic.

Otazka 4.9 Newtonova metoda pro soustavu vidy konverguje.

Otazka 4.10 V kazdém kroku Newtonovy metody pro soustavu musime vyresit soustavu
linedrnich rovnic. ReSenim této soustavy je movd aproximace reSeni puvodni nelinedrni
soustavy rovnic.

Upozornéni: Resi-li se iloha, v niz se vyskytuji goniometrické funkce, pomoci kalkulacky,
je nutné mit kalkulacku pfepnutou na radidny (RAD), nikoli na stupné (DEG).

Priklad 4.1 Zjistéte, kolik koreni md rovnice sin x — (x —2)% = 0. Najdéte intervaly délky
nejuyse 1, v nichz lezi vidy pravé jeden koren. Nejuétsi koren pak najdéte metodou puleni
intervalu s presnosti 0,1, nejmensi metodou requla falsi s presnosti 0,01. Ostatni koreny
hledejte metodou secen s presnosti 0,001.

Piiklad 4.2 Newtonovou metodou najdéte s presnosti 107° zdporny koren rovnice
x* + 1 — 3 = 0. Poédtecni aprozimaci zvolte podle Fourierovy podminky.

Priklad 4.3 Metodou prosté iterace najdéte s presnosti 0,01 vsechny koreny rovnice
2lnx—x+2 = 0. Pro kaZdy koren najdéte vhodnou iteracni funkci, ovérte, Ze jsou splnény
podminky konvergence.

Pak néktery z korent najdéte s toutéz presnosti Newtonovou metodou, porovnejte rychlost
konvergence.

Piiklad 4.4 Najdéte nejmensi kladny koven rovnice sin2x = cos3x s presnosti 1075.
Pouzigte libovolnou z probrangch metod.

Priklad 4.5 S presnosti 1072 najdéte bod, v némz funkce f(x) = z—e* nabyvd lokdlniho
mazima. PouZigte libovolnou z probranigch metod.
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Priklad 4.6 Newtonovou metodou najdéte s presnosti 0,001 koren zadané soustavy rovnic.
Vyjdéte z bodu (xg,yo) = (1,0).
??—r+y—-05 = 0
> —5ry—y = 0
Priklad 4.7 Soustavu rovnic z predchoziho prikladu reste metodou prosté iterace. S presnosti
0,001 najdéte koren, ktery lezi v okoli bodu (1,0).

Piiklad 4.8 Newtonovou metodou feste zadanou soustavu rovnic. Proved'te jeden krok.

Vyjdéte z bodu (zo, Yo, z0) = (1,0, 1).
2

:L‘2—|—y2 = z
2422 = 1
6r —3y+2z = 1

Piiklad 4.9 Pomoci rovnice teény ke grafu funkce odvod'te vztah pro vijpocet dalsi aprox-
1mmace korene Newtonovou metodou.

Piiklad 4.10 Odvod'te vztah pro vijpocet aprozimace korene metodou requla falsi.

Odpovédi na otazky a teseni ptikladu viz 9.4

Programovaci tulohy

Zda budou funkce f(x),g(z), f'(x) a pod. zaddny piimo v programu, nebo se budou
zadavat z klavesnice, ponechame na zkuSenosti a odvaze programatora.

Programovaci tloha 1 Napiste program, ktery najde kofen rovnice f(z) = 0 lezici
v intervalu (a,b) s presnosti €

a) metodou puleni intervalu
b) metodou regula falsi

Programovaci tdloha 2 Napiste program, ktery najde koten rovnice f(z) = 0's presnosti e
Newtonovou metodou. Osettete i pripad divergence metody.

Programovaci tdloha 3 Napiste program, ktery najde koten rovnice f(z) = 0's presnosti ¢
metodou prosté iterace. Osettete i pripad divergence metody.

Programovaci tdloha 4 Napiste program, ktery najde koten soustavy rovnic fi(z,y) = 0,
fo(z,y) = 0 s presnosti ¢ metodou prosté iterace. Osetiete i piipad divergence
metody.

Programovaci tdloha 5 Napiste program, ktery najde koten soustavy rovnic fi(z,y) = 0,
fa(z,y) = 0s presnosti e Newtonovou metodou. Osettete i pripad divergence metody.
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5 Aproximace funkci

Cil kapitoly

Ctendf se jiz ur¢ité mnohokrat setkal s riznymi funkcemi a s vypoétem jejich hodnot.
U nékterych funkei se funkéni hodnota vypocita snadno, u jinych by to ¢lovék ,ruéné”
nezvladl a musi pouzit kalkulacku. Nékteré funkce jsou zaddny tak slozitym ptedpisem
(viz ¢ast o statistice), ze jejich hodnoty je jednodussi nalézt v tabulce, nez je pocitat.
Nékdy téz mame funkci, kterd neni zaddna vubec zadnym predpisem, ale zname pouze
jeji hodnoty v urcitych bodech, napt. ziskané néjakym métenim.

Naskyta se otézka, jak zjistit hodnotu takové funkce v netabulkovém bodé, jak vypocitat
hodnotu jeji derivace v ur¢itém bodé nebo jak ji zintegrovat.

Resenim je nahradit zkoumanou funkei funkef jinou, kterd se ji jakymsi zpusobem podobé
a se kterou se 1épe pracuje.

Cilem kapitoly o aproximaci je ukazat nékolik moznosti takovéto nahrady.

Nejcastéji ,,ndhradni” funkci byva algebraicky polynom, protoze v tomto piipadé jsou
vSechny vyse uvedené vypocty skutecné velmi jednoduché.

Pozadavky, podle nichz vybirdme onu nahradni funkci, mohou byt ruzné. Zde si blize
vSimneme interpolace, kde se pozaduje, aby aproximujici funkce méla s funkei puvodni
v urcitych bodech stejné hodnoty a metody nejmensich ¢tvercii, kde méa aproximujici
funkce prochazet zadanym bodum v jistém smyslu nejblize, ale pfimo jimi prochézet
nemust.

5.1 Interpolace algebraickymi polynomy

Pri interpolaci zni zakladni tloha takto: Mame n+1 navzdjem ruznych bodu xg, x4, ..., z,,
kterym tfikame uzlové body nebo uzly interpolace a dale funkéni hodnoty v téchto bodech
fo= f(xo), i = f(x1),..., fu = f(x,). Hleddme polynom P,(x) stupné nejvyse n takovy,
ze v uzlovych bodech nabyva tychz hodnot jako funkce f, tj. P(z;) = f;, i=0,...,n.
Poznamka. Nékdy se téz hledd polynom, ktery mé se zadanou funkci nejen stejné funkéni
hodnoty v uzlovych bodech, ale i stejné hodnoty derivaci az do urcitého radu.

5.1.1 Existence a jednoznac¢nost interpolacniho polynomu

Véta 5.1 Necht jsou ddny body [x;, f;],i =0, ...n. Pak existuje prdvé jeden polynom P,
stupné nanejuys n takovy, zZe Py(z;) = fi,1 =0,...n.

Dikaz. Existenci interpolacniho polynomu dokazeme tim zpusobem, ze predvedeme postup,
kterym jej lze pro libovolné navzdjem ruzné uzlové body zkonstruovat. Tomu bude vénovan
dalsi odstavec této kapitoly.

To, ze interpola¢ni polynom prochézejici danymi body existuje pravé jeden, dokazeme
sporem. Predpokladejme, ze existuji dva polynomy stupné nanejvys n, oznac¢me je P,(x)
a R,(x) takové, ze P,(z;) = fi,i = 0,...n1 Ry(x;) = f;,i = 0,...n. Ukdzeme, ze tyto
dva polynomy jsou shodné. Za tim tcelem oznac¢me Q,(z) = P,(x) — R,(x). Je vidét, ze
Q. () je opét polynom stupné nejvyse n a navic Q,(x;) = 0,7 = 0,...,n. Mame tedy
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Obrazek 5.1: Funkce a interpolac¢ni polynom

polynom stupné nejvyse n, ktery méa n + 1 kofenu. To je mozné jediné tak, ze Q,(x) je

identicky roven nule, Q,(z) =0 a tedy P,(z) = R,(z)Vx € R

5.1.2 Konstrukce interpola¢cniho polynomu, Lagrangeuv interpola¢ni poly-

nom

Interpolaéni polynom dany body [z, f;],7 = 0,...n sestavime pomoci polynomu [;(x)

takovych, ze
_J 1 proi=3
lilw;) = { 0 proi#j
Ctenaf snadno ovéfi, ze polynom
(x —z)(x —29) ... (T — xp)
(1’0 — [El)(l‘o — 1’2) Ce (QTO — :L‘n)

mé v o hodnotu 1 a v ostatnich uzlovych bodech hodnotu 0.
Podobné dostaneme i ostatni polynomy l;,7 =0,...n:

lo(l‘) =

(x —x0)...(x — i) — i) ... (x — xy)
(xo —x1) (i — o) ... (2 — wi—1) (x; — Tig1) - (T — xy)

Interpolaéni polynom L, (z) nyni dostaneme snadno jako kombinaci I;(z):

Ln(x) = fOZO(x) + flll(x) +oet fnln(x) =

(x —zo)(x —239) ...

(:E _371)(-73 —1'2)...(:13—;En)
fo(fﬂo —x1)(xo —x2) ... (To — Tp) +h
(x —xo)(x — 1) ... (T — Tp—1)
- fn (iL‘n - l‘o)(l’n — $1) - (:Cn — xnfl)

(111 — 1’0)(1‘1 — 112) ce (271 — (L‘n)
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Interpolaéni polynom ve tvaru 5.1 se nazyva Lagrangeuv interpolaéni polynom.

x| -1] 0] 2]3]
fil 5]10]2]1]

Priklad 5.1 Najdéte Lagrangetuv interpolacni polynom dany body

Reseni: Méme zaddny 4 body, interpolacni polynom bude tedy stupné nejvyse tietiho.
Pro jeho konstrukei pouzijeme vzorec 5.1:

(2-0)@=2-3) =)= -3)
(=1=0)(=1=2)(-1-3) (0= (=1))(0-2)(0-3)
(z = (D)@ =0z =3) (&= (D)= 0)z—-2)
2-(=D))E-02-3)  B-(-1))B-0B-2)

Vysledny interpola¢ni polynom je spolu se zadanymi body znazornén na obrazku 5.2.

Ls(z) = 5 +

+2 =23 — 422 + 10

Obrazek 5.2: K prikladu 5.1: Zadané body a vysledny interpolacni polynom

5.1.3 Newtonilv interpola¢ni polynom

Interpola¢ni polynom v Lagrangeové tvaru ma tu nevyhodu, ze chceme-li pridat dalsi
uzlovy bod, musime cely polynom pfepocitat znovu. Také vypocet hodnoty tohoto poly-
nomu v ur¢itém bodé je dosti pracny. Proto je nékdy vyhodnéjsi hledat interpolacni
polynom v jiném tvaru nez 5.1. Jako vhodny se ukazuje tvar

Ny(z) = ag+ a1(x — xo) + as(z — x0)(x —21) + - - + an(x — x0)(x —21) ... (¥ — T1,1[5.2)

Koeficienty ag, a1, . .., a, lze ziskat feSenim soustavy rovnic vzniklé rozepsanim podminek
No(z;) = f(z;), i = 0,1,...n, ale pfehlednéjsi a méné pracné je vypocitat tyto koeficienty
pomoci takzvanych pomérnych diferenci.
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Pro danou funkci f a uzlové body x;, i =0, ..., n nazveme podily
flws, ] = J(@isy) = f@z), 1=0,1,...n—1
Tit+1 — T4

pomérnymi diferencemi prvniho radu
Pomoci pomérnych diferenci prvniho fadu definujeme pomeérné diference druhého tadu
jako

flzivr, Tiga] — flos, viga]

Jl@i, i1, i) = - - ,t=0,1,...,n—2
i+2 — Ti

a obecné pomérné diference k-tého radu pro k£ < n definujeme takto:

f[thzﬁrl; o 7$i+k] _ f[ i+1) Li+2, ) z+k] f[ iy Vit ) Litk 1]’ i — 07 Cn—F
Titp — T4

D4 se dokazat, ze pro koeficienty a;, ¢ =0,1,...,n v 5.2 plati

ap = f(xo)

ay = f[x07x1]

az = f[$0,$1,132]

an = flro,x1,..., 2,

Dosazenim téchto hodnot do 5.2 dostaneme Newtoniiv interpola¢ni polynom

No(z) = f(xo) + flxo, z1](x — o) + flzo, 21, x2)(x — x0)(x — 1) + - - - (5.3)
ot flro,zn, @ — 2o)(z — @) (= @)
Poznamka. Newtonuv interpola¢ni polynom neni vhodné upravovat roznasobovanim.

Pro rychlé dosazeni se pouziva jind dprava, kterou predvedeme v nasledujicim piikladu.

Piiklad 5.2 Aprozimugte funkci f(x) = % Newtonovym interpolacnim polynomem v

uzlech
(m [ 1]2]25][32]4]

a pak pomoci néj vypoctéte pribliznou hodnotu funkce f v bodech x = 3 a x = 10.

Reseni: Abychom mohli sestavit Newtontv interpolaéni polynom, musime vypocitat
pomérné diference funkce f az do radu 4. Budeme je postupné, po sloupcich, zapisovat
do tabulky. Podtrzené hodnoty pak pouzijeme pro interpolacni polynom.

i x| f(x) = o | flezan] | flos tin, zigo] | fla o wis] | flao, . 2]
01 |1 0,5 0,2 20,0625 0,015625
112 105 0,2 0,0625 -0,015625

212504 0,125 0,03125

3132103125 -0,078125

414 025
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Nyni dosadime do vzorce 5.3
Ny(z) = 1-0,5(x—1)+0,2(x —1)(z —2) —0,0625(x — 1)(z — 2)(x — 2,5) +
+0,015625(x — 1)(z — 2)(z — 2,5)(z — 3,2)

Ptibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 3 vypoéteme dosazenim do interpola¢niho poly-
nomu Ny(x). Pro vypocet funkénich hodnot interpola¢niho polynomu v Newtonové tvaru
je vhodné si tento polynom ponékud upravit. Muzeme vytknout (x — 1), pak ve zbytku
(x — 2) a tak déle, az nakonec dostaneme

Na(z)=1— (z — 1)(—0,5+ (z—2) (0,2+ (z — 2,5)( — 0,0625 + (x—3,2)0,015625))>

Dosazovat se hodi ,,zevniti”.

P1i pouziti tohoto tvaru se znac¢né snizi pocet vypocetnich operaci nutnych pro ziskani
vysledku. Je-li ¢tenar obeznamen s Hornerovym schématem, moznd najde jistou podob-
nost s timto postupem.

V nasem piipadé dostaneme Ny(3) = 0, 334, zatimco presnd hodnota je % =0, 333.

Pro = 10 vyjde P,(10) = 34.525, zatimco pfesnd hodnota je 15 = 0, 1.

Vidime, ze v bodé, ktery byl zhruba uprostied uzlovych bodiu, je aproximace dobra,
hodnoty interpolacniho polynomu a zadané funkce jsou blizké. Naopak v bodé, ktery lezi
daleko vné intervalu (1,4), je aproximace velmi $patna.

Situace je dobfe patrnd z obrazku 5.3, kde je vykreslen graf funkce f spolu s vypoctenym
interpolacnim polynomem. Muzeme si v§imnout, ze na intervalu (1,4) interp. polynom
dobte vystihuje chovani funkce f, ale mimo tento interval se od sebe hodnoty funkce f a
interpola¢niho polynomu znacné lisi.

2,
y 1
™~
=)
A
X

Obrazek 5.3: K ptikladu 5.2: Srovnani funkce a interpolacniho polynomu

Poznamka. Bod x = 10 lezel vné intervalu ohrani¢eného nejmensim a nejvétsim uzlovym
bodem. V takovém piipadé mluvime o extrapolaci. Obecné je extrapolaci vhodné pouzivat
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pouze v bodech blizkych nejmensimu nebo nejvétsimu uzlovému bodu. O tom, ¢im je
zpusobena velkd odchylka funkce a interpola¢niho polynomu v bodech vzdélenych od
uzlovych bodu a jakou presnost lze pfi interpolaci o¢ekavat, pojednava kapitola 5.1.4.

Newtontuv interpolacni polynom pro ekvidistantni uzly

Jestlize vzdélenosti mezi sousednimi uzlovymi body jsou konstantni, tj. plati-li x;,y — z; = h
pro vSechna ¢ = 1,...n, kde h € R je konstanta, fikame, ze uzly jsou ekvidistantni. Kon-
stantu h nazyvame krok.

Vsimnéme si, ze pro takovéto uzly plati

x; =x9+1ih, 1=0,...,n. (5.4)

Pro ekvidistantni uzly lze odvodit jiny, jednodussi tvar Newtonova (i Lagrangeova) inter-
pola¢niho polynomu.

Misto pomeérnych diferenci budeme pouzivat ,,obycejné” diference:
Diference prvniho fadu funkce f(z) se definuje jako

Af(z) = flz+h) = flz), (5.5)
a diference k-tého radu jako

Aff(x) = A f (o o+ h) — AP f(2) (5.6)
Pro ekvidistantn{ uzly x;,7 = 0,...,n, budeme diferenci k-tého fadu v uzlu z;, A*f(x;),

znacit zkracené jako AFf;. Plati
Afi = flxi+h)— f(xi) = f(ip1) — f(@i) = fixs — [i
AFfi = AR — A
Pomeérné diference lze v pripadé ekvidistantnich uzliu vyjadiit pomoci oby¢ejnych diferenci.
Ziejmé plati

Afi

f[l'i,fﬂlqu} = A . (57)
3§ . . A ) Slo M p2g
Pro pomérnou diferenci druhého fadu plati f[z;, 241, Tio) = —L5—— = S5+
Matematickou indukeci lze dokézat, ze k-t4 pomérnd diference se da vyjadrit jako
Arf;

Tyto vztahy dosadime do Newtonova interpola¢niho polynomu 5.3. Zjednodusit vsSak
muzeme i vyrazy (r — xo)---(z — xx), které se v tomto polynomu vyskytuji. K tomu
ucelu zavedeme misto x novou proménnou ¢ vztahem

q= ? —hiﬁo , neboli z =x+ qh. (5.9)
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Potom
r—1x9=qh, v—x1=x—1x9—h=(q—1)h, obecné x — z;, = (¢ — k)h (5.10)

Vztahy 5.8 a 5.10 nyni dosadime do 5.3. Po snadné tipravé (zkrdceni h) vyjde vzorec pro
Newtontv interpola¢ni polynom pro ekvidistantni uzly

Nal@) = fot Lagy QD do_Netont ]

A2fo+- + A"fy  (5.11)

T — T

h
Chceme-li do interpola¢niho polynomu N, (x) dosadit za x urcité ¢islo, vypocteme piislusnou
hodnotu ¢, a tu pak do N dosadime. Neni vhodné vyraz roznasobovat, pro dosazovani je
lepsi uprava, kterou predvedeme v prikladu 5.3.

q —=

Priiklad 5.3 Pomoci Newtonova interpolacniho polynomu vypoctéte pribliznou hodnotu
Gaussovy funkce

G(z) = % /Or e dt

v bodé x = 1,17, zndme-li hodnoty G(z) v ndsledugicich bodech:
Xz ] 1;1 172 ]73
G(x) || 0,8427| 0,8802 | 0,9103 | 0,9340

Reseni: Vypocteme potiebné diference, dvakrat podtrzend ¢isla jsou pouzita v inter-
pola¢nim polynomu:

0|1 |0,8427 | 0,0375 | -0,0074 | 0,0010

1]1,1]0,8802 | 0,0301 | -0,0064

211,2]0,9103 | 0,0237

31,3 |0,9340
Nyni dosadime do vzorce 5.11:

—1 —1)(qg—2
Na(z) = 0,8427 + % 10,0375 — Q(QQ' ) 0,0074 + 14 ;,(q ). 0,0010
o ! ! !
= o

Pro snizeni po¢tu potfebnych pocetnich operaci muzeme tento polynom upravit (podobné,
jako jsme to udeélali v piikladu 5.2):

1 _9
Na(x) = 0,8427 + % (0, 0375 + q? (—0, 0074 + qT 0, oo1o>)

Nyni chceme vypocitat pribliznou hodnotu G(1,17). Ta bude piiblizné rovna hodnoté

interpola¢niho polynomu pro x = 1,17, tzn. pro ¢ = 1%7;1 =1,7:

1,7 0,7 0,3
G(1,17) = Ny(1,17) = 0,8427 + = (0,0375+ ; (—0,0074+ 7 -0,0010)) = 0, 9020

Ptesnd hodnota G(1,17) je po zaokrouhleni na Ctyfi desetinnd mista také 0, 9020.
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5.1.4 Odhad chyby

Véta 5.2 Necht interval I obsahuje body xg, 1, . .., 1, a necht [ je (n+1)-krdt diferenco-
vatelnd funkce na I. Necht P,(z) je interpolaéni polynom n-tého stupné uréeny hodnotami
funkce f v bodech xg, . ..x,. Potom pro libovolné x € I existuje & € I takové, Ze pro chybu
interpolace E(x) plati

_ [

E(z) = f(x) — Py(x) = m(z —zo)(x —x1) ... (T —xp). (5.12)

Diikaz neni tiplné jednoduchy a lze jej nalézt napt. v [?].

Vzorec 5.12 slouzi hlavné jako teoreticky zaklad pro urceni chyby u dalsich metod, napt.
u numerické integrace. Jinak je jeho pouziti ponékud problematické, protoze bod £ je pro
kazdé x € I jiny a jeho nalezeni je prakticky nemozné. Chybu interpolace vSak muzeme
alespon shora odhadnout:

Oznacéime-li M, 41 = Htng’f(nJrl)(t”, plati

Mn+1
(n+1)!

Najit velicinu M,,; vSak také nemusi byt zrovna jednoduché.

|E(x)] = [f(z) — Pu(2)] < |(z = 2o)(x —@1) ... (2 — )] (5.13)

Poznamka. Odhad 5.13 lze pouzit napt. v pripadé, kdy chceme sestavit tabulku hodnot
néjaké funkce f(z) s konstantnim krokem mezi hodnotami z a ptame se, jak tento krok
zvolit, aby chyba napt. pfi interpolaci linedrnim polynomem neptevysila dané e.

Priklad 5.4 Odhadnéte chybu interpolace z prikladu 5.2 v bodé x = 3.

Poznamka. Tento priklad slouzi spise k ozfejmeni jednotlivych velic¢in ve vzorci 5.13 a
jako ukazka, ze vzorec ,,funguje”, protoze v tomto pripadé muzeme urcit i presnou hodnotu
chyby a nemusime nic odhadovat.

Reseni: Pro odhad chyby potfebujeme vypoéitat patou derivaci interpolované funkce
f(xz) = 2 (protoze n je v tomto pifpadé 4) a najit maximum jeji absolutni hodnoty na
intervalu I = (1,4) (I je nejmensi interval obsahujici vSechny uzlové body a bod, v némz
chceme odhadovat chybu).

. 120
Vyjde f®(z) = 6

Je vidat, ze | f©®)(z)] = 22, coz je funkee na I klesajic. Svého maxima na tomto intervalu
proto dosahuje v bodé x = 1 a jeho hodnota je My = 1% = 120.

Nyni dosadime do 5.12:

[EG) < B -1DB-2)3-25)3-32)3-4)|=[2-1-0,5-(-0,2) - (-1)] = 0,2
Odhad chyby je v tomto pripadé dosti nadsazeny, chyba v bodé z = 3 je ve skutecnosti
mnohem mensi nez 0, 2, viz feSeni prikladu 5.2

To, ze teoreticky odhad chyby je prilis pesimisticky, je pomérné casté i u jinych metod.

V bodech vzdélenych uzlovym bodam nabyva vyraz (x — x¢)(z — 1) ... (x — x,), ktery
se vyskytuje v odhadu chyby, velkych hodnot. Proto se interpolac¢ni polynom pro vypocet
pribliznych hodnot funkce v takovychto bodech nehodi.
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Aproximace ale v nékterych ptipadech nemusi byt dobra ani v bodech relativné blizkych
uzlovym bodum. To ilustruje obrazek 5.4, na némz je graf funkce f(z) = ﬁ a inter-
pola¢ni polynom dany vyznacenymi uzlovymi body.

Obrazek 5.4: Nevhodna aproximace interpolacnim polynomem

Situace by se pfilis nezlepsila, ani kdybychom ptidali vice uzlovych bodi.
Zde je velka odchylka funkce a polynomu taktéz zpusobena velkymi hodnotami sou¢inu
(x —xo)(x — 21) ... (x — x,), predevsim pobliz koncu interpolaéniho intervalu.

Proto je nékdy vhodné nenahrazovat funkci, zvlasté chceme-li ji aproximovat na delSim
intervalu, jednim interpolacnim polynomem, ale interval rozdélit na malé ¢asti a na kazdé
z nich funkci nahradit polynomem nizkého stupné. To bude namétem nasledujici kapitoly.

5.2 Interpolace pomoci splajni

Zéakladni myslenka interpolace pomoci splajnu je obdobna jako u Lagrangeovy interpolace.

Mame zadany uzlové body a = 2o < 21 < --- < x, = b a funkéni hodnoty v nich,
které oznacime fy, f1,..., fn. Stejné jako predtim hleddme funkci S(z) takovou, ze plati
S(xz;) = fi, i =0,1,...,n, ale tentokrat je funkce S(z) po ¢astech polynom (obecné na

kazdém intervalu (z;,x;11), i =0,1,...n — 1, jiny) a spliuje urcité pozadavky hladkosti
(tj. spojitosti derivaci).

Konkrétné splajnem radu k pro uzly a = z¢g < 27 < --- < x, = b rozumime funkci,
kterd je v kazdém intervalu (x;, z;11), i = 0,...n — 1, polynom stupné k a kterd ma
v celém intervalu (a, b) spojité derivace az do fadu k — 1 véetné.

Poznamka. Slovo ,splajn” pochdazi z anglického ,spline”, coz znamena pruzné kon-
struktérské pravitko. V ceské literatute se nékdy pise splajn a nékdy spline.
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Nejjednodussim piikladem je splajn tadu 1, linearni splajn. Funkce je na kazdém sub-
intervalu (x;, x;11), i = 0,...n — 1, nahrazena tseckou, jejiz rovnice je

f(@iy1) — f(x)

Tit1 — T4

Si(z) = f(z:) + (r — ), x€ (2,Ti1)

U splajnu 1. fadu pozadujeme spojitost derivaci do fadu 0 véetné, tj. spojitost samotné
funkce S(z). Snadno se presvédéime, ze hodnoty jednotlivych funkei S;(x) v krajnich
bodech piislusného intervalu (x;, x;11) jsou rovny f(z;), resp. f(z;11), ¢imz je zaruceno,
ze na sebe tyto funkce v uzlovych bodech spojité navazuji (viz obrazek 5.5). Zlepseni
aproximace dosahneme zjemnénim intervali mezi uzlovymi body.

Obrazek 5.5: Nahrazeni funkce linearnim splajnem

Nejcastéji uzivané jsou tzv. kubické splajny, kdy k=3.

Definice a konstrukce kubického splajnu

Kubicky splajn pro funkci f s uzlovymi body z¢,z1,...,x, je funkce S(x), kterd je
kubicky polynom oznaceny S;(z) na kazdém subintervalu (z;, x; 1), ¢ = 0,1,...,n — 1,
vyhovuje podminkam

Si(z;) = flxy), 1=0,...,n (5.14)
Si(ziv1) = Sip1(®iz1), i=0,...,n—2 (5.15)
Si(zit1) = Sig(zip1), i=0,...,n—2 (5.16)
Si (i) = Sia(@in), i=0,...,n—2 (5.17)
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a okrajovym podminkdm a), b) nebo c)
a) S"(zo) = S"(xn) =0
b) S"(zo) = f§, S"(xn) = f)
C) S/(ZL‘()) = fé? Sl(xn) = f;b
(f8, 17, fb a f! jsou piedem zadané konstanty).

Podminky 5.15 znamenaji spojitost funkce S v uzlovych bodech, podminky 5.16 a 5.17
spojitost prvnich, resp. druhych derivaci.

Obrazek 5.6: Prirozeny kubicky splajn

Kubicky splajn spliujici okrajové podminky a) se nazyvé prirozeny kubicky splajn.

Na obrézku 5.7 je zndzornéna aproximace funkce f(x) = # pomoci prirozeného ku-
bického splajnu. Muzeme porovnat s obrazkem 5.4, kde byla tatdz funkce nahrazena in-
terpolacnim polynomem danym stejnymi uzlovymi body.

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak k zadanym uzlovym bodum a hodnotam funkce

v nich sestrojit prirozeny kubicky splajn. (Splajn vyhovujici jinym okrajovym podminkdm

by se nasel podobné.)

Na jednotlivych intervalech (z;, x;11), ¢ =0,1,...,n — 1, budeme splajn hledat ve tvaru
Si(x) = a; + bi(x — ;) + ci(x — 23)* + di(x — 2)°

Z podminek 5.14 dostaneme a; = f(x;),i =0,1,...n — 1. Odtud, z podminek 5.15, 5.16,

5.17 a z okrajovych podminek S{(z¢) = S _;(z,) = 0 lze po jistém usili odvodit soustavu
rovnic s neznamymi ¢;, 1 =0,...,n

Afi  Afis
e hi

hi_lcz-_l + Q(hi_l + hz)CZ + hici+1 =3 ( ) s 1= 1, oo, — 1 (518)

co=c¢,=0
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1.5i

—0.5-

Obréazek 5.7: Nahrazeni funkce f(x) = ﬁ prirozenym kubickym splajnem.

kde hz =Tijy1 — T a Afz = f(ZL'H_l) - f(ZL’Z), 1= 0, N 1.

Po rozepsani a dosazeni za ¢y a ¢, soustava vypada takto:

2(ho 4+ h1)er + hicy = 3(4L _ Ak
hlcl + 2(h1 + hQ)CQ —+ ]’LQCg — 3(Ah—22 — Ah_ll)

hn726n72 + 2(hn72 + hnfl)cnfl = 3(% _ Afn72)

Jedna se o tiidiagonalni soustavu rovnic a lze ji vytesit napt. pomoci Gaussovy elimina¢ni
metody prizpusobené pro tiidiagonédlni soustavu.

Koeficienty b; a d; pak dopoc¢itdme pomoci ¢; ze vztahu (také odvozenych z podminek

5.14 — 5.17)

b, = f(@ig1) f(:L’)_c+1-|— Chi i=0,. .. .n—1 (5.20)
h; 3
4 = % i=0,...,n—1 (5.21)

Piiklad 5.5 Funkci f(x) = \/x aprozimujte prirozenym kubickym splajnem s uzlovgmi
body‘ X H 1 ‘ 1,69 ‘ 2,25 ‘ 2,89 ‘ 4 ’a pak pomoci tohoto splajnu vypoctéte pribliznée hod-
notu f(2).

Reseni: Dopocitdme funkéni hodnoty v uzlovych bodech a pak vypocteme h;, i = 0, 1,2, 3,
tj. délky jednotlivych intervala, a Af;, ¢ = 0,1,2,3. Vypoctené hodnoty jsou zapsany v
nasledujici tabulce
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1 0 1 2 3 |4
x; 1 11,69|225(2,89 |4
flx;) =V, 1 1,3 | 1,5 | 1,7 |2
h; 0,69 | 0,56 | 0,64 | 1,11
Af; 0,3 021 02| 0,3
Vime, ze ¢y = 0. Pro neznamé cq, ¢o, c3 dostaneme podle 5.19 soustavu rovnic
2,5¢1 + 0,56¢ = —0,232919
0,56c; + 2,4co + 0,64c3 = —0,133929
0,64co + 3,5¢3 = —0,126689

Resenim této soustavy je ¢; = —0, 087085, ¢y = —0, 027155, ¢35 = —0,031231.
Koeficienty b; a d;,7 = 0,1,2,3, dopocitdme podle vzorcu 5.20 a 5.21. (Pii vypoctu b3 a
d3 pouzijeme ¢4 = 0.)

Tedy napt. by = 1’036;1 _ 0 0870385 +2-0 0,69 = 0, 454812
Ostatni koeficienty iay se vypocitaly podobné. Vyjde:

1 0 1 2 3

a; 1 1,3 1,5 1,7

b; | 0,454812 | 0,394724 | 0,330749 | 0,293381

ci 0 -0,087085 | -0,027155 | -0,031231

d; || -0,042070 | 0,035672 | -0,002123 | 0,009379

Vysledny ptirozeny kubicky splajn je tedy

So(x)=1+0,454812(z—1)—0,042070(x—1)3

( re<1;1,69>
IS o (£)=1,3+0,394724(z—1,69)—0,087085(x—1,69)24-0,035672(x—1,69)3
=4
(

r€<1,69;2,25>
r€<2,25;2,89>
r€<2,89;4>

)
)
)=1,540,330749(z—2,25)—0,027155(z—2,25)2 —0,002123(z—2,25)3

S3(x)=1,7+0,293381(z—2,89)—0,031231 (z—2,89)2+0,009379 (z—2,89)
Ptibliznou hodnotu funkce f v bodé x = 2 nyni vypoéteme jako S1(2) = 1,415058 (protoze
2 € (1,69; 2,25)). Pro srovnani, pfesna hodnota je v/2 = 1,414214.

5.3 Metoda nejmensich ¢ctverci

V predchozich c¢astech této kapitoly jsme pozadovali, aby interpolacni polynom, resp.
splajn, nabyval v uzlovych bodech stejnych hodnot jako funkce, jiz se snazime aproxi-
movat. V pripadé, ze jsou funkéni hodnoty ziskdny experimentalné, napt. jako vysledky
néjakého méreni, je interpolace nevhodna. Vysledky jsou totiz zatiZzeny chybami a inter-
polacni funkce by tyto chyby kopirovala, coz je ptesné to, ¢eho se chceme vyvarovat. Kromeé
toho povaha experimentu nevylucuje moznost nékolika méreni pti nezménéné hodnoté z,
tj. nemusi byt vsechny uzlové body navzajem ruzné. Vzhledem k témto okolnostem neni
dobré pozadovat, aby aproximac¢ni funkce nabyvala v uzlovych bodech predem danych
hodnot. V mnoha piipadech mame urc¢itou predstavu o povaze funkce, jejiz hodnoty jsme
namérili, napt. muze se jednat o linearni nebo kvadratickou zavislost. Pak hledame mezi
vSemi funkcemi tohoto zndmého typu takovou, ktera prochazi k zadanym bodum v jistém
smyslu nejblize.
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Formulace problému

Jsou dény body z;, ¢« = 0,...n a funkéni hodnoty v nich y;. Déle jsou dény funkce

wi,t=0,...,m, m <n. Mezi vSemi funkcemi tvaru
Pon(x) = copo() + c191(2) + -+ - + Coipm (), (5.22)
Cos - - -, Cmy jSOU redlnd cisla, hledame takovou, pro niz veli¢ina

n

P(core e em) =D (ys — Pul@:),

=0

kterou nazyvame kvadraticka odchylka, nabyva minimalni hodnoty.

(Kvadratickd odchylka p? udava soucet obsahti étverct se stranami o délkdch |y; — B, ()],
i=0,...,n, viz obrazek 5.8. Odtud pochézi nazev metody.)

Takovou funkci pak nazyvame nejlepsi aproximaci experimentalnich dat yq,...y, v
dané tiidé funkci ve smyslu metody nejmensich ¢étvercii.

+
+

Xo X X,

Obréazek 5.8: Metoda nejmensich ¢tvercu - mezi véemi funkcemi zndmého typu 5.22 (zde
jsou to paraboly) hleddme tu, pro kterou je soucet obsahu ¢tvercu nejmensi mozny.

Nalezeni nejlepsi aproximace

Protoze body [z;,v:], ¢ = 0,...,n, a funkce @;, i = 0,...,m, jsou dény, kvadratickd
odchylka
P = (yi — copol@) — (@) = -+ = Com (7))’

=0
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zéavisi pouze na koeficientech cy, ..., ¢,,. Z diferencidlniho poctu funkei vice proménnych
je znamo, Ze nutnou podminkou pro to, aby p*(cy,...,cy) nabyvala minima, je splnéni
rovnic
9 (2 = LIS g = cogoln) — exprle) — -+ — empm(@)] =0, j=0,...,m
aCj 8Cj 0

Zderivovanim dostaneme

n

Z 2(yi — copo(ws) — c101(xi) — - — Cmpm(T:)) (—¢; (7)) =0, j=0,...,m.

Rovnice vydélime —2 a rozdélime na jednotlivé sumy:

Z Yyip;(T;i) — Z copo(xi)pj(a;) — - — Z Cmom(Ti)pi(x;) j=0,...,m.

=0

Z kazdé sumy muzeme vytknout odpovidajici koeficient ¢;. Snadnou ipravou pak dostaneme
tzv. normalni rovnice pro neznamé cy, ..., ¢y, :

Co Z wo(wi)p;(wi) + -+ cm Z@m(iﬂz‘)%‘(%) = Zyi%(%) J=0,...,m.

=0 i=0
Tato soustava rovnic po rozepsani vypada takto:

n

Co Z o (x:) +a Z p1(zi)po(zi) ++- +cm Z Pm (i) po(z;) = Z Yipo(w:)

1=0
n

COZSOO(%)%(%) +01290§(9€z‘) +"'+CmZ<Pm($i)<ﬁ1(fi)zzyi<ﬂ1($i) (5.23)

co D po(@i)em(@) + e Y r(@)om(@) o tend wh(@w) = yipm(@)

1=0 =0 i=0
Ziskand soustava rovnic vypada mozna ponékud hrozivé a nepiehledné, ale uvidime, ze s
konkrétnimi funkcemi ¢; se situace vyjasni.
Aproximace metodou nejmensich ¢tverci algebraickymi polynomy

Velmi ¢astd volba funkef ¢; je ¢;(x) = 2%, i =0,1,...,m, tj.

wo(x) =1, 01(z) =2,...,pm(z) = 2™
Aproximujici funkce P,, je pak tvaru

Pun(x)=co+cz+- -+ cpax™
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a jednotlivé sumy v soustavé normalnich rovnic vyjdou
Zap%(ml Zl_l+1+ +l=n+1, 2901
=0 =0

obecné

n n

i@k(%)@l(%) = fo k= me”, E,1=0,...
=0

i=0 =0

Soustava normalnich rovnic pak vypadd nésledovné

con+1) + clixi + ... cmZx
i=0
COin + clzx? + ...+ cmme+1
i=0 i=0

n n n
Co E "+ E S E K, E "

Z Yi
’iTLO

Z LilYi
i=0

n
m
E T, Yi
i=0

Speciélné pro aproximaci piimkou Pj(x) = ¢g + ¢;  dostaneme soustavu

n n
con+1) + 612% = Zyz
i=0 i=0
Co Z T, + Z xf = Z T;Y;
i=0 i=0 i=0

a pro aproximaci parabolou Py(x) = ¢y + ¢1 T + ¢o 2% soustavu

n n n
2
con+1) + E T, + E xr; = E Yi
i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 _
Co E Ty + E Ty + C2 E T, = E TiYi
i=0 i=0 i=0 i=0
n n n n
2 3 4 2
Co E r; + E r; + c2 E T, = E ;Y
i=0 i=0 i=0 i=0

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Priiklad 5.6 Funkci zadanou ndsledugjici tabulkou bodi aproximugjte metodou nejmensich

ctvercu pomoci primky.

z; | 02 0,5 0,9 1,6 2,0 2,9 3,6

yi || 16,58 | 19,30 | 18,12 | 20,94 | 20,90 | 24,66 | 24,50

Reseni: Bylo zadéno 7 bodi, proto n = 6. Koeficienty piimky ziskdme jako feseni sous-
tavy rovnic 5.25. Pro pfehlednost si vSechny potiebné hodnoty zapiseme do tabulky:



Ustav matematiky FSI VUT v Brné 73

0,2 | 16,58 | 0,04 3,316

0,5 | 19,30 | 0,25 9,650

0,9 | 18,12 | 0,81 | 16,308
1,6 | 20,94 | 2,56 | 33,504
2,0 | 20,90 | 4,00 | 41,800
29 | 2466 | 841 | 71,014
3,5 | 24,50 | 12,25 | 85,750
11,6 | 145,00 | 28,32 | 261,842

ST | W I | O =

(]

Nyni muzeme sestavit normalni rovnice:

70() + 11,601 = 145
11,6c0 + 28,32¢; = 261,842

Jejich fesenim je ¢y = 16,788 |, ¢ = 2,370.

Hledana pfimka je tedy Py (z) = 16, 78842, 370 x. Zadané body jsou spolu s touto piimkou
zobrazeny na obrazku 5.9.

25

20

154

101

0 | 5 5 7
X

e s

moci metody nejmensich ¢tverci aproximovat trigonometrickymi polynomy. Za funkce ;
muzeme volit
wo(x) =1, p1(x) =cosx , po(z) =sinz , p3(x) = cos2x , pu(r) =sin2x, ...

Shrnuti pojmu

Aproximace funkce spoc¢iva v nahrazeni zkoumané funkce f jednodussi funkci, kterd
nabyva priblizné stejnych hodnot jako funkce f a se kterou se snadno pracuje.
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U interpolace hleddme funkci, kterd mé s f spolecné funkéni hodnoty v tzv. uzlovych

bodech xq, 1, ..., x,. Nejcastéji to byva interpolacni polynom nebo splajn.
Interpolaéni polynom P,(z) je algebraicky polynom stupné nanejvys n, pro néjz plati
P(z;) = f(z;),i=0,1,...,n. Interpola¢ni polynom pro zadané body existuje vzdy prévé

jeden, ale muzeme jej vyjadrit v ruzném tvaru.

Existuji specialni tvary interpolac¢nich polynomu pro ekvidistatni uzly, tj. uzly takové, ze
krok mezi vSemi dvojicemi sousednich uzlu je konstantni.

Lagrangeuv interpola¢ni polynom sestavime piimo ze zadanych uzlu a funkénich hodnot
v nich. Pro konstrukci Newtonova interpolacniho polynomu musime napied vypocitat
pomérné (jedna-li se o neekvidistantni uzly) nebo obycejné (jedné-li se o ekvidistantni
uzly) diference a interpola¢ni polynom pak sestavime pomoci nich. Vyhodou Newtonova
interpola¢niho polynomu oproti Lagrangeovu je, ze se do néj snadnéji dosazuje a snadnéji
lze ptidat dalsi uzel.

Za priznivych okolnosti plati v neuzlovych bodech f(x) = P,(z). Pouzijeme-li vSak prilis
mnoho uzlovych bodu, interpolaéni polynom muze (i kdyz nemusi) zacit oscilovat. Proto
je pro aproximaci funkce na dlouhém intervalu lepsi splajn.

Splajn S(z) je také funkce, pro niz plati S(z;) = f(z;), i = 0,1,...,n, ale na rozdil od
interpola¢niho polynomu je to funkce definovana po castech, je dana jinym pfedpisem
na kazdém z intervalu (z;,x;11), 7 =0,1,...,n — 1. Nejcastéji se pouzivé tzv. prirozeny
kubicky splajn. To je funkce, kterd je na kazdém intervalu (x;,z;y1) polynom tfetiho
stupné S;(z) = a; + bi(x — x;) + ci(x — 2;)? + di(x — 2;)3. Jednotlivé polynomy S; a
Si+1 na sebe musi v bodé x;,; (tj. v bodé, kde se jejich defini¢ni obory stykaji) spojité
navazovat az do druhé derivace véetné. Navic pozadujeme platnost okrajovych podminek
St(wo) = SI_y(wa) = 0.

Pii vypoctu splajnu nejprve najdeme koeficienty ¢; jako feSeni jisté soustavy linearnich
rovnic. Koeficienty b; a d; pak vypoc¢teme pomoci nich. Pro koeficienty a; plati a; = f;.
Metoda nejmensich ¢tvercu se pouziva predevsim v piipadé, kdy mame hodnoty [z, y,],
i=0,1,...,n, ziskané néjakym mérenim (tj. zatizené chybami) a mame urcitou predstavu
o povaze funkéni zavislosti y na x. Predpokladame, ze tato funkcni zavislost je typu
y = cp1(x) + -+ + cmpm(x), kde ¢, i = 0,...,m, jsou zndmé funkce. Mezi vSemi
funkcemi tohoto znamého typu hledame tu, pro kterou je minimélni tzv. kvadraticka
odchylka. Nalezeni této funkce spociva v nalezeni hodnot koeficientu ¢;, i = 0,...,m.
Ty najdeme jako feSeni tzv. soustavy normalnich rovnic. Pro aproximaci algebraickym
polynomem je tvar soustavy znamy. Specidlné pro polynom prvniho stupné, piimku, je
to 5.25 a pro polynom druhého stupné, parabolu, 5.26. Chceme-li pouzit jiny typ funkeci,
dosadime do obecného tvaru soustavy 5.23.

5.4 Otazky a priklady ke cviceni
U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 5.1 Pomoci interpolacniho polynomu muZeme vypocitat pribliznou hodnotu in-
terpolované funkce v neuzlovém bode.
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Otazka 5.2 Pokud vsechny body |x;, fi],i = 0,...,n, lezi v jedné primce, pak grafem
interpolacniho polynomu daného témito body je pravé tato primka.

Otazka 5.3 Je-li L,(x) Lagrangetiv interpolacni polynom urcéeny uzly [x;, fi],i =0,...n,
a Ny,(z) Newtoniwv interpolacni polynom uréeny tymiz uzly, pak existuje bod c, pro ktery
je Ly(c) # Ny(c).

Otazka 5.4 Grafem linedarniho splajnu je lomend cédra.

Otazka 5.5 Pri hleddni prirozeného kubického splajnu musime vyresit soustavu linedrnich
TOUNIC.

Otazka 5.6 Kubicky splajn muze bijt nespojitd funkce.

Otazka 5.7 Graf funkce P,,(x), kterou jsme ziskali metodou nejmensich ctverci z bodi
[, y:],0 =0, ...,n, nikdy neprochazi Zidnym z bodu [x;, y;].

Otazka 5.8 Jsou-li zaddny pravé dva body [xo,yo| a [x1,v1], To # x1, pak primka ziskand
metodou nejmensich ¢tvercu pomoct téchto dvou bodi obéma body prochdzi.

S
AS)

ZT; -1
L6139

Priklad 5.1 Najdéte Lagrangeuv interpolacni polynom dany body

Polynom upravte. Provedte zkousku.

Priklad 5.2 Najdéte Lagrangeuv interpolacni polynom dany uzly
ZT; r1 — h T | T+ h
fill fo L h| [

Polynom upravte na tvar Lo(z) = A(x — x1)* + B(x — z1) + C.

(Vysledek tohoto prikladu bude pouZit v prikladech k dalsi kapitole.)

Priklad 5.3 Najdéte Newtonuv interpolacni polynom dany body z prikladu 1. Pak k zadanym
uzlum pridejte jesté bod [4,5] a opét najdéte Newtonuv interpolacni polynom.

Piiklad 5.4 Vypoctéte funkcni hodnoty funkce f(z) = sinz v wuzlovych bodech z¢ = 0,
r1 = 0,8, o = 1,6, x5 = 2,4, x4 = 3,2. (Tyto hodnoty jsou v radidnech, nikoli ve stupnich.)

a) Najdéte Newtonuv interpolacni polynom dany témito uzly a pak pomoci néj vypoctéte
priblizné sin 1
b) Pribliznou hodnotu sin 1 vypoététe pomoct linedrni interpolace ze vhodnych dvou uzli.

Hodnoty vypoctené v a), b) porovnejte s presnou hodnotou. Proc¢ je vysledek b) dost
nepresny?

w | -8]-1]0] 2 |
il -5] 314]-100)

Priiklad 5.5 Najdéte prirozeny kubicky splajn dany uzly

Vypoctéte hodnoty splagnu v bodech -2, -0,1 a 1.
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Piiklad 5.6 Najdéte prirozeny kubicky splajn dany uzly z prikladu 4. Pak pomoci tohoto
splagnu vypoctete priblizné sin 1.

Priklad 5.7 Ukaste, Ze k funkci f : y = x + e° emistuje inverzni funkce x = f~(y). S
presnosti 0,001 najdéte hodnoty funkce f~'(y) proy = 0, y = 0,5 a y = 1. (PouZijte
k tomu libovolnou z metod probranijch v kapitole 4). Pak pomoci interpolace vypoctéte
priblizne f71(0,3) a f71(0,9).

Priiklad 5.8 Funkci zadanou ndsledujici tabulkou bodi aproximugjte metodou nejmensich
¢tvercu pomoci primky. Nacrtnéte zadané body a vypoctenou primku.
x; 0 1 2 3 4 5
Yi || -2,654 | -0,041 | -0,457 | 0,505 | 2,751 | 3,475

Priiklad 5.9 Funkci zadanou ndsledujici tabulkou bodi aproximugjte metodou nejmensich
¢tvercu pomoci paraboly.
x; 1 1,5 2 2,5 3
yi || 0,837 | 0,192 | -0,950 | -1,095 | 1,344

Priklad 5.10 Funkci zadanou ndsledujici tabulkou bodu aproximujte metodou nejmensich
ctvercu pomoci funkce y = ¢y + ¢y sinx + ¢ cos .
x| -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
yi || 1,55 | 2,85 | 2,81 | 0,49 | -0,43 | -0,92 | 0,68 | 2,76 | 2,96 | 1,48 | -0,80

Odpovédi na otazky a teseni prikladu viz 9.5

Programovaci ulohy

U programu na aproximaci funkei by bylo velmi pékné mit vzdy vystup i v podobé grafu
nalezeného interpola¢niho polynomu a pod. Zda tomu tak skutecné bude, opét ponechame
na schopnostech programatora.

Programovaci dloha 1 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;, fi],i = 0,...,n,
vypocita hodnotu Newtonova interpola¢niho polynomu v zadaném bodé x.

Programovaci tiloha 2 Reste totéz jako v tloze 1, ale pro ekvidistantn{ uzly.

Programovaci iloha 3 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;, fi],i = 0,...,n,
vypocita hodnotu prirozeného kubického splajnu v zadaném bodé z.

Programovaci iloha 4 Napiste program, ktery pro zadané uzly [z;,v:],i = 0,...,n,
vypocita koeficienty piimky ziskané metodou nejmensich ¢tvercu a kvadratickou
odchylku.
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6 Numerické derivovani a integrovani

Cil kapitoly

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, jak vypocitat derivaci a integral z funkce,
kterd je zadana pouze tabulkou bodu nebo pro kterou by byl analyticky vypocet prilis
slozity.

Zéakladni myslenkou je nahradit funkci interpola¢nim polynomem, popripadé jinou aprox-
imaci, a derivovat ¢i integrovat aproximujici funkci.

6.1 Numerické derivovani

Jak jiz bylo feceno v uvodu, budeme fesit problém, jak vypocitat hodnotu derivace
dané funkce v urcitém bodé nikoli analyticky, ale pouze ptiblizné, a to pomoci znamych
funkénich hodnot v uré¢itych bodech.

Muzeme k tomu pouzit interpolacni polynom. Hodnotu derivace funkce nahradime hodno-
tou derivace interpolaéniho polynomu. Tedy, je-li P, (z) interpola¢ni polynom dany funkef
f(z) a uzlovymi body zg, x1,. .., x,, polozime

f'(x) = P(x).

Podobné pro derivace vyssich fadu (ovsem pouze do fadu n, pro vyssi uz ne) muzeme
polozit

fO(x) = P (x).

Poznamenejme, ze v uzlovych bodech se hodnoty derivaci funkce a interpola¢niho poly-
nomu nemuseji shodovat. Pro ilustraci muze poslouzit opét obrazek 5.4, na kterém je dobfte
vidét, ze zatimco funkéni hodnoty v uzlovych bodech jsou u funkce a interpolacniho poly-
nomu stejné, smérnice teéen k témto dvéma grafum (tj. hodnoty derivaci) jsou v uzlovych
bodech velmi odlisné.

6.1.1 Neékteré casto pouzivané vzorce pro numerické derivovani

Uvedeme zde nékteré jednodussi, casto uzivané vzorce pro prvni a druhou derivaci v uzlovych
bodech. V tomto textu se s nimi jesté setkame v kapitolach vénovanych numerickému
reSeni diferencialnich rovnic.

Jako posledni je v kazdém vzorci uveden chybovy ¢len, ktery pri samotném vypoctu
zanedbavame.

Cfm vyssi mocnina kroku A se v ném vyskytuje, tim je chyba mensf (a tedy vzorec lepsi),
nebot h byva zpravidla malé ¢islo, h < 1, a pro takova ¢isla plati A > h? > h3 > - .-

Nejjednodussi vzorec pro derivaci prvniho fadu dostaneme zderivovanim interpola¢niho
polynomu prvniho stupné daného uzly xy a x1 = z¢ + h.
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Ma-li funkce f druhou derivaci na intervalu (zg, 1), pak existuji body &, & € (o, x1)
tak, ze plati

Flag) = TELIE) e (6.)
flay = TELIE) e, (6:2)

Tyto vzorce lze téz odvodit pomoci Taylorova rozvoje funkce f.

Derivovanim interpolac¢niho polynomu druhého stupné daného uzly o = 1 — h,z; a
To = x1 + h dostaneme presnéjsi vzorce pro prvni derivaci v téchto uzlovych bodech.
Ma-li funkce f ¢tvrtou derivaci na intervalu (xg, z5), pak existuji body &o, &1, &2 € (20, x2)
takové, ze

f/(ili'o) _ —?)f(l’o) + 42];1(1’11) - f([[‘g) +%f///(£o> (63)
= A (6.4
f/(iﬁz) _ f(l’()) - 4fg';;1) + Bf(l’g) +%fﬂl(£2> (65)

Pomoci druhé derivace téhoz interpola¢niho polynomu dostaneme vzorec pro druhou
derivaci funkce f v bodé z;.

M&-1i funkce f patou derivaci na intervalu (xo, x2), pak existuje bod & € (g, z2) takovy,
ze

(o) = Ll = 2P 2 Tln) 1 g (6.6)

Na obrazcich 6.1 a 6.2 je zachycen geometricky vyznam vzorct 6.2 a 6.4. Hodnota derivace
funkce f v bodé x4, tj. smérnice te¢ny ke grafu funkce v tomto bodé (tecna je na obrazcich
nakreslena ¢erné), je priblizné rovna smérnici seény dané body zo a x1, resp. zo a 3 (tyto
seCny jsou na obrazcich nakresleny sedé).

f(x,)
5 f(x,) y=I
f(Xl ) y= (X)
f
f(xo) o)
]
Xo h X Xo h Xy h Xy

Obrazek 6.1: Ilustrace ke vzorci 6.2 Obrazek 6.2: Ilustrace ke vzorci 6.4
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Poznamka o zaokrouhlovaci chybé pii numerické derivovani

Mohlo by se zdat, ze zmensovanim kroku h lze dosdhnout pfi numerickém derivovani
libovolné presnosti. Bohuzel se vsak ukazuje, ze pii prili§ malém A muze velmi narust vliv
zaokrouhlovaci chyby.

To je vidét uz z nejjednodussiho vzorce 6.2. Pro malé h muze byt f(z¢) = f(z1) a tedy
v citateli zlomku odcitame dvé sobé velmi blizka ¢isla, vysledek pak navic opét délime
malym c¢islem. To jsou operace vzhledem k zaokrouhlovaci chybé velmi riskantni, viz
kapitolu o chybach.

Naopak, pfi velkém kroku h nelze ocekavat velkou presnost vzhledem k chybé metody.
Proto je potteba volit kompromis, vice o tom v [4].

V pripadé funkci, jejichz hodnoty byly ziskdny napf. experimentalné a jsou zatizeny
nezanedbatelnymi chybami, se doporucuje nejprve tyto hodnoty metodou nejmensich
¢tvercu ,vyrovnat” a potom teprve funkci derivovat.

6.2 Numerické integrovani

Urceni primitivni funkce k dané funkci f(x) muze byt nesnadné, jak si Ctenar jisté
vzpomene z prviniho semestru matematiky, nékdy je to zcela nemozné. V piipadé, ze
jsou hodnoty funkce f dany tabulkou, pojem primitivni funkce uplné ztraci smysl. Presto

muzeme chtit z takové funkce integral vypocitat.
b

Zde se budeme zabyvat vypoc¢tem urcitého integralu f(z)dx. Jak si jisté vsichni

vzpomenou, pomoci tohoto integralu se vypocita obsah plochy pod grafem funkce f(x)
na intervalu (a, b), viz obrazek 6.3.

Obrazek 6.3: Pripomenuti vyznamu urc¢itého integralu

Numericky vypocet tohoto integralu se nazyva numericka kvadratura. Jedna z moznych
cest je nahrazeni funkce f na intervalu (a,b) interpolaé¢nim polynomem. Ten jiz se pak
zintegruje snadno.
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6.2.1 Newton-Cotesovy vzorce

Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce (kvadraturni formule) obdrzime integrovanim inter-
pola¢nich polynomu s ekvidistantnimi uzly. Muzeme je rozdélit do dvou skupin:

- uzaviené vzorce, kde krajni body intervalu bereme za uzly kvadratury

- oteviené vzorce, kde krajni body nebereme za uzly kvadratury a uzly jsou polozeny
symetricky podle stfedu intervalu.

Blize se zde budeme zabyvat uzavienymi formulemi, z otevienych se muzeme zminit o
nejjednodussi z nich, a tou je tzv. obdélnikova metoda.

Za jediny uzel interpolace bereme stied intervalu (a, by, vlastné funkci na tomto intervalu
nahradime konstantou f (“T*b) a integral je pak priblizné roven obsahu obdélnika, viz
obrazek 6.4.

[t = 0= 57, (6.7)

a (a+b)/2 b a b
Obrazek 6.4: Obdélnikova metoda Obrazek 6.5: Lichobéznikovd metoda

Z uzavienych vzorcu je nejjednodussi lichobéznikova metoda (nebo téz lichobéznikové
pravidlo).

Funkci f(z) nahradime na intervalu (a,b) linedrnim interpolac¢nim polynomem danym
uzly a,b (zde zapsanym v Lagrangeové tvaru):

z—b r—a

Lu(e) = (@) =] + f(b) 1.

Integraci tohoto polynomu po pouziti jednoduchych tdprav dostaneme

/a  Ha)de = / " L(o)de = S (Fa)+ £). (6.8)

V tomto pripadé nahrazujeme obsah podgrafu funkce f obsahem prislusného lichobéznika,
viz obrazek 6.5, odtud nézev metody.
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Poznamka. Vzorec 6.8 muzeme dostat i pouzitim znamého vztahu pro obsah lichobéznika
S =2(A+ C)v, kde A a C jsou délky podstav lichobéznika a v je jeho vyska. Musime si
ovsem uvédomit, ze v tomto pripadé je lichobéznik obracen, jeho podstavy jsou svisle.

Na integraci interpola¢niho polynomu druhého stupné, za jehoz uzly bereme a,b a stied

integrac¢niho intervalu, tj. “T“’, je zalozena tzv. Simpsonova metoda (viz obrazek 6.6):
b
.b—a a+b
[ raiae =0 (Fa) + 410 + 1) (6.9)

a (a+b)/2 b

Obrazek 6.6: Simpsonova metoda

Podobné bychom mohli integrovat interpolaéni polynomy vyssich stupnu. Priblizna hod-
nota integralu vzdy vyjde jako soucet urcitych nasobku funkénich hodnot v uzlech. Obecné
je uzavireny Newton-Cotesiv vzorec tvaru

/ flz)dz = (b—a) Z Hf(z;), (6.10)

kde n je stupen pouzitého interpola¢niho polynomu, H; jsou tzv. Cotesovy koeficienty a
x; jsou uzly, pro néz plati z; = a +ih,i =0,...,n, (h = ”‘Ta je krok mezi uzly).
Ptehled Cotesovych koeficientu az do n = 8 1ze nalézt napt. v [?].

Chyba E Newton-Cotesovych vzorct se vypocte integraci chyby interpolace 5.12,

1

b
b- m/a FUE) (@ — o) - (2 — w)da

Zjednoduseni tohoto vyrazu je dosti obtiZzné, je ho potieba provést zvlast pro n sudé a
pro n liché. Podrobnosti lze nalézt v [4].
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Pro n sudé plati

(n+2) b
=€n+§?[:“x‘x““'“‘x“dL (6.11)

a pro n liché

fr ) [
kde 1 € [a, b]. Integrdly v téchto vzorcich lze pro konkrétni n vypocitat (byt je to ponékud
pracné).

Napft. chyba lichobéznikové metody pomoci vzorce 6.12 vyjde

1

E=-——
12

(b—a)’f"(n). (6.13)
V kapitole o interpolaci jsme ukazali, ze interpola¢ni polynomy vyssich stupnt mohou os-
cilovat a nemuseji dobte vystihnout chovani interpolované funkce. Také vypocet Cotesovych

koeficientu je pro velka n slozity. Proto se Newton-Cotesovych vzorcu vysokych radu uziva
zi{dka.

6.2.2 Slozené kvadraturni vzorce

Jiz z obrézku je vidét, ze chyba integrace pomoci uvedenych Newton-Cotesovych vzorcu
nizkych rdda muze byt znacné. Proto je lepsi interval (a, b) rozdélit na vétsi pocet stejnych
dilku a na kazdém z nich pouzit vybrany jednoduchy kvadraturni vzorec.

a=Xy h X; h Xp v b=Xm

Obrazek 6.7: Slozené lichobéznikové pravidlo
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Rozebereme si nyni podrobnéji slozené lichobéznikové pravidlo.
Interval (a,b) rozdélime na m subintervalu délky h = bﬁ - viz obrazek 6.7. Na kazdém
subintervalu pouzijeme jednoduché lichobéznikové pravidlo. Plati

/abf(x)dx = /3:f(ﬁ)dx—l-/:zf(x)dx+...+/;nj1f(x)dxi
h

= 2 (Fo) @) + 5 (P + )+

: (F@m1) + flam)

Celkem tedy
b C o1 1
[ #a)de = n (5 £ + @)+ ot Fon) + 5 Fen)) = Lo (6.14)

Je zFejmé, ze ¢im jemnéji interval (a,b) nadélime, tim presnéjsi bude vysledek.

Chyba integrace na kazdém diléim intervalu (x;_1,z;) je podle 6.13 E; = —% R3 f" ().
Celkova chyba je tedy

3

—5 (77m) + £70m) + -+ ).
Je-li funkce f” na intervalu [a, b] spojitd, existuje bod 7 € (a,b) tak, ze plati

) + f(m2) -+ [ () = mf"(n)

Dohromady dostaneme pro chybu slozeného lichobéznikového pravidla

h3 " (b - a)g (b - a)3
—pmf ) =—Tes 12m?

E =

E =

mf"(n) = — (). (6.15)

Podobné jako u chyby interpolace, je prakticky nemozné urcit bod 7. Lze-li nalézt M, =
maxe(qp) | f”(t)], muzeme chybu alespoii shora odhadnout. Plati totiz

(b—a)®
12m?2

Tento odhad lze pouzit téz pro uréeni vhodného poctu déleni m, chceme-li, aby chyba
integrace nepresahla néjaké zadané e.

|E| <

M, (6.16)

Spise nez odhad chyby se ovsem pro dosazeni zadané presnosti € pouziva jiny postup.

Muzeme konstruovat posloupnost Li, Lo, Ly, ... Jeji vypocet je velmi usporny, protoze
vsechny funkéni hodnoty pouzité v néjakém L,, se pouziji i pii vypoctu Lo,,. Plati
Lom = gL+ 22 (F) + flas) + -+ floam))
m — Hlm 5 xz x to Tom— s
2 5 o 1 3 2m—1

kde v zavorce je pouze soucet funkénich hodnot v novych délicich bodech, které puvodni
déleni zjemnuji.

Vypocet zastavime, jakmile je splnéna podminka |Ls,, — L,,| < €.

(Splnénim této podminky ale neni zaruceno, ze se Lo, od presné hodnoty integralu lisi o
méné nez €.)
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Zcela analogicky jako slozené lichobéznikové pravidlo muzeme odvodit slozené Simp-
sonovo pravidlo.

Interval (a,b) rozdélime na sudy pocet m dilku délky h = b_?“ a postupné na dvojicich
sousednich dilku pouzijeme jednoduché Simpsonovo pravidlo.

Po upravé dostaneme

o (6.17)

d
(f(ﬂi'O) +A4f(zy) +2f(z2) +4f(x3) + -+ 2f(Tm2) + 4f (Tm1) + f@m)) = Sm

Pro odhad chyby FE se pouzije vzorec 6.11 a podobné uvahy jako pti odvozovani chyby
slozeného lichobéznikového pravidla. Vyjde

_(b—a)®
180 m*
a pro horni odhad chyby

(b—a) (4)
. 1
180t e tah) @)l (6.19)

fYMm), ne(ab) (6.18)

|E| <

2
Priklad 6.1 Vypoctéte pribliznou hodnotu integralu / e dy pomoci sloZeného lichobéznikového

0
pravidla pro m = 4. Odhadnéte, jaké chyby se pri tomto vypoctu nanejvys mizZeme do-
pustit.

Reseni: Dosadime do vzorce 6.14. Délka kroku  je v tomto piipadé % = 0, 5. Priblizna
hodnota integrélu je tedy

Lu= 0,5 (30)+ F0,5)+ F(0) + f(1,5) + 3/(2)) =

=0,5- (% e +e 0 et e 4 % e’4> =0, 8806
Odhad chyby dostaneme pomoci vzorce 6.16.

Musime vypoéitat druhou derivaci funkce f(z) = e . Ta vyjde f”(z) = e *" (422 — 2).
Nyni najdeme maximum jeji absolutni hodnoty na intervalu (0,2). Vyuzitim poznatku
z prvniho semestru matematiky zjistime, ze funkce f”(x) nabyva lokdlniho minima v
bodé x = 0 a lokdlniho maxima v bodech x = i@. Nés vsak zajima maximum absolutni
hodnoty na intervalu (0,2) . Vypocteme hodnoty f” ve vsech ,podezielych” bodech:

f7(0) = =2 f”(?) =0,89 f"(2)=0,26

V absolutni hodnoteé je z téchto ¢isel nejvetsi —2, tedy My = | — 2| = 2.

Celkem je tedy absolutni hodnota chyby nanejvys rovna (32_ 2%3 ‘2= % =0,0833
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2
Priklad 6.2 Zjistete, jakou délku kroku je treba zvolit pri viypoctu integrdlu / e dx

0
(téhoz jako v prikladu 6.1) pomoci sloZeného lichobéznikového pravidla, chceme-li, aby
chyba integrace nebyla vétsi nez 0,001.

Reseni: Prehlednéjsi je najit nejprve vhodny pocet déleni m, z néj jiz délku kroku uréime
snadno. ; ;
—a
Vime, ze pro chybu FE plati |E| < (12—2)M2. V piikladu 6.1 jsme zjistili, ze My = 2.
m
Najdeme-li m tak, aby vyraz na pravé strané predchozi nerovnosti byl mensi nez 0, 001,
bude zaruceno, ze i chyba E bude dostatecné mala. Ma tedy platit

(2-0)°
~ 2 .2 1
12m?2 = 0,00

Odtud snadno dostaneme, ze

2 8'2
> - =
— 12-0,001

m > 36,51

m

Zvolime-li tedy m = 37 (nebo jakékoli vétsi), je zaruceno, ze chyba bude mensi nez 0,001.
Hledana délka kroku muze byt tedy 32—7

Poznamenejme, zZe takto ziskany pocet déleni m muze byt zbyteéné velky. V tomto
piikladu by ve skutec¢nosti pro dosazeni zadané presnosti stacilo uz m = 5 - to ale bez
znalosti presné hodnoty integralu nejsme schopni rozeznat. S poctem déleni ziskanym
pravé predvedenym postupem mame sice mozna vice prace, ale zato jistotu, ze vysledek
bude dost presny.

Poznamka. Kromé Newton-Cotesovych kvadraturnich vzorcu existuje i mnoho dalsich.
Dulezité jsou napi. Gaussovy kvadraturni formule. V nich se pribliznd hodnota integralu
opét pocita jako linearni kombinace funkénich hodnot,

b n
JRICEEE SEAE)

Koeficienty H; € R auzly x; € (a,b) jsou urceny tak, aby vzorec byl pfesny pro integrovani
polynomu do stupné 2n + 1 véetné.

Pozndmka. Numericky vypocet neurcitého integralu [ f(z)dz spocivd v nalezeni
funkee y(z) = [ f(t)dt.

Tato tloha je ekvivalentni s nalezenim teseni Cauchyovy pocatecni tlohy

y' = fx), ylxo) =0.

Metodam numerického feseni takovychto 1loh bude vénovana kapitola 8.
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Shrnuti pojmu

Derivaci funkce v ur¢itém bodé muzeme priblizné vypocitat jako hodnotu derivace inter-
polacniho polynomu v tomtéz bodé. Nejcastéji se k tomuto ucelu pouzivaji interpolacni
polynomy nizkych stupnu. Pouzijeme-li linedrni polynom, dostaneme pro vypocet prvni
derivace vzorce 6.1 a 6.2, pti pouziti kvadratického polynomu vyjdou ptesnéjsi vzorce
6.3-6.5.

Pro priblizny vypocet druhé derivace muzeme pouzit druhou derivaci interpolacniho poly-
nomu, v piipadé kvadratického vyjde formule 6.6.

U numerického integrovani muzeme postupovat obdobné. Integrovanou funkci nahradime
interpola¢nim polynomem, a ten pak zintegrujeme. Tim dostavame tzv. Newton-Cotesovy
kvadraturni vzorce. Priblizna hodnota integralu je vyjadiena jako linedarni kombinace
funkénich hodnot integrované funkce v uzlovych bodech. Nejcastéji se k tomu tcelu
pouziva interpola¢ni polynom prvniho stupné - lichobéznikova metoda - nebo druhého
stupné - Simpsonova metoda.

Protoze pro interval velké délky by takto ziskané vysledky byly velmi nepiesné, v praxi
se pouzivaji slozené kvadraturni vzorce. Ty ziskdame tak, Ze interval rozdélime na velky
pocet malych dilku stejné délky a na kazdém dilku (u lichobéznikové metody), resp. na
kazdé dvojici dilka (u Simpsonovy metody), aplikujeme jednoduchy kvadraturni vzorec.
Chybu u numerické integrace lze nékdy vypocitat pomoci vzorcu 6.16 nebo 6.19, ¢asto je
vsak takovyto vypocet prilis obtizny. Proto se v praxi pouziva spise postup, pii kterém
postupné zdvojnasobujeme pocet dilku, na ktery délime interval, a zastavime se, az jsou
si vysledky ziskané s néjakym poctem dilku m a jeho dvojnasobkem 2m dostatecné blizkeé.

6.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedné o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 6.1 Je-li P, interpolacni polynom dany uzly [z;, f;],1 = 0,...,n, pak v uzlovjch
bodech plati f'(x;) = P (x;).

Otazka 6.2 Pribliznou hodnotu derivace funkce f v bodé a muzeme urcit napt. pomoct
funkénich hodnot f v bodech a + 0,1 a a — 0,1.

Otézka 6.3 Cim mensi krok h zvolime pri vipocétu priblizné hodnoty derivace pomoct
vzorce f'(xg) = w, tim mensi se dopustime chyby.

Otazka 6.4 Pro vypocet integradlu fab f(x)dz pomoci lichobéznikového pravidla musime
nalézt primitivni funkci k funkci f.

Otazka 6.5 SloZené Simpsonovo pravidlo je obvykle presnéjsi nez sloZené lichobéznikové
pravidlo (pri stejném poctu déleni intervalu).

Otazka 6.6 Pouzijeme-li pro vypocet integradlu fab 22dx Simpsonovo pravidlo, dostaneme
presnou hodnotu tohoto integradlu.
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Otazka 6.7 Je-li integrovand funkce f na intervalu (a,b) konvexni (nad tecnou), pak
pribliznd hodnota integrdlu f; f(z)dx ziskand lichobéznikovou metodou je vidy vétsi nez
presnd hodnota tohoto integradlu.

Piiklad 6.1 Vypoctéte priblizné hodnoty derivace funkce G ve vsech uzlovijch bodech
a) pomoct vzorce s chybou Tddu h (tj. 6.1 nebo 6.2)

b) pomoci vzorci s chybou Fadu h? (tj. 6.4 ve vnitFnich uzlech a 6.3, resp. 6.5, v krajnich
uzlech)

z || 1 1,1 1,2 1,3

G(z) || 0,8427| 0,8802 | 0,9103 | 0,9540
Porovnejte vypoctené hodnoty s presnymi hodnotami derivace, vime-li, Ze

G(x) = % [y e tat.

Priklad 6.2 Pomoci vysledku prikladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolacni polynom
pro funkci f s uzly vy — h,x1, 21 + h) odvod’te vzorce pro numerické derivovdni 6.3-6.6.

Piiklad 6.3 Pomoci vysledku prikladu 2 z kapitoly o aproximaci (interpolacni polynom
pro funkci f s uzly xy — h,z1, 1 + h) odvod’te Simpsonovo pravidlo pro vijpoéet urcitého
integralu.

Priklad 6.4 Integral foﬂ/Q sinx dx wvypoctéte priblizné (jednoduchou) a)lichobéznikovou,
b)Simpsonovou metodou. Porovnejte s presnou hodnotou integrdlu.

Priklad 6.5 Integral ff % dx vypoctéte priblizne sloZenym lichobéeznikovym pravidlem
pro a) m =4 b) m = 8. Pri vgpoctu b) vyuzijte vysledek a).

Piiklad 6.6 Vypoctéte priblizne G(1,2), je-li G(x) = % fox e~ dt. Pouzijte slozené Simp-
sonovo pravidlo pro m = 6.
Priklad 6.7 Integral f_ll ﬁ dx vypoctéte priblizné slozenym a) lichobéznikovym, b) Simp-
sonovym pravidlem pro m = 4. Vysledky porovnejte s presnou hodnotou integrdlu.
Priklad 6.8 Vypoctéte priblizné fol f(z)dz, zndme-li tyto hodnoty funkce f :

x 01025 0,5 | 0,75 1

flx) || 1|057|-0,301-0,07] 1,28
PouZigte tu z probraniych metod, od niz lze ocekdvat nejuyssi presnost.

Piiklad 6.9 Urcete maximdalni moznou chybu pri vypoctu integralu fol V1+ x?2dx slozengm
lichobéznikovym pravidlem s h = 0, 25.

Piiklad 6.10 Vypoctéte, na kolik dilki je potreba rozdelit interval, aby chyba pri vijpoctu
integrdlu f:/j In(sinz) dz sloZengim Simpsonovym pravidlem nepresdhla 10~4.

Piiklad 6.11 Z jednoduchého Simpsonova pravidla odvod’te sloZené Simpsonovo pravidlo.
Priklad 6.12 Ukazte, Ze S, = %(4L2m — Ly,).

Odpovédi na otazky a feseni prikladu viz 9.6
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Programovaci dlohy

Programovaci tloha 1 Napiste program, ktery vypocte integral ze zadané funkce f
v zadanych mezich a,b pomoci slozeného

a) lichobéznikového

b) Simpsonova
pravidla se zadanym poctem déleni m.

Programovaci tiloha 2 Napiste program, ktery vypocte integral ze zadané funkce f
v zadanych mezich a,b pomoci slozené¢ho lichobéznikového pravidla se zadanou
presnosti . Pocitejte Ly, Lo, Ly, Lg, . . ., dokud nebude ptresnost dosazena.
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7 Nepodminéna optimalizace

Cil kapitoly

Tato kapitola se zabyva nékterymi numerickymi metodami pro nalezeni extrému funkce
(maximum, minimum) jedné i vice proménnych. Této procedute se obvykle iik4 optimal-
izace. Pokud mnozina, na které extrém hledame, neni omezena zadnymi vazbami, mluvime
o nepodminéné optimalizaci.

Optimalizace m4 tuzky vztah k metodam feseni soustav nelinearnich rovnic. Pokud chceme
najit priblizné koten soustavy nelinearnich rovnic 4.13, mtuzeme misto toho hledat mini-
mum funkce

o(T1, T, ..., T,) = f12($1,$2,...,$n) —|—...—|—f3(m1,x2,...,xn)

a priblizné minimum potom zpfesnit rychle, avsak pouze lokdlné konvergentni Newtonovou
metodou. Naopak za predpokladu, ze funkce f(x1,z,. .., x,)) mé parcidlni derivace podle
vSech svych proménnych, je bod, ve kterém nastava extrém, nutné stacionarnim bodem
a lze ho hledat jako TeSeni soustavy rovnic

Of(x1,x9,...,2,)

3x1 =0
8f(l’1,1‘2,...7$n) . 0
81'2 -
(7.1)
8f(:1:1,x2,...,xn) - 0

ox,,

V dalsim se budeme zabyvat pouze hleddnim minima funkce (minimalizaci). Bod, ve
kterém funkce nabyva svého minima, budeme znacit z*. Pokud bychom pottebovali najit
maximum funkce f(x), staci hledat bod minima z* funkce — f(x) a maximum spocitat

jako f(x*).

7.1 Jednorozmérné algoritmy

Zactneme funkci jedné proménné. Pro praktické tlohy maji ovSsem zasadni dulezitost
tilohy s (velmi) mnoha proménnymi. Rada metod (jak uvidime) ovéem pievadi fesenf
vicerozmérné tlohy na iteracni feSeni jednorozmérné ilohy. Nejdiive budeme hledat in-
terval, na kterém ma funkce jediné minimum.

Po funkci f budeme pozadovat, aby byla unimodalni na intervalu [a,b]. Tato podminka
zarucuje existenci jediného (globdlniho) minima v z* € [a,b]. Muzeme ji vyslovit bez
jakéhokoliv predpokladu o hladkosti nebo dokonce spojitosti funkce, sta¢i pouze, aby
byla definovana v kazdém bodé intervalu [a, b]:

Funkce [ je unimoddlni na intervalu I = [a,b], resp. I = (—00,0), pravé kdyz ezistuje
jediné x* tak, Ze pro libovolnou dvojici ¢isel c,d € I, ¢ < d, plati

c<d<az"= f(c) > f(d); d>c>z"= f(c) < f(d).
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To znamend, Ze f je ostre klesajici nalevo od x* a napravo od x* je naopak ostre rostouct.

Existence jediného (globalniho) minima neni ovsem s unimodalnosti ekvivalentni. Pokud
[e,d] C [a,b] a f je unimodalni na [a,b], potom f je na [c,d] unimodalni, pravé kdyz
obsahuje bod minima z* € [c, d].

7 definice unimodalni funkce plyne, ze pokud najdu trojici ruznych bodu, na kterych
se funkce nechova ostfe monotonné, musi nutné mezi témito body lezet bod minima x*.
Pro unimodalni funkce na celé ¢iselné ose bude proto fungovat nasledujici algoritmus pro
hledani pocatecniho intervalu obsahujictho bod minima, na tomto intervalu je tedy f opét
unimodalni.

f(a) < f(c) < f(b)

[b.f(b)]

f(a) = f(c) < f(b)

STOP

[a.f(a)]

[c.f(0)]

f(a) > f(c) > f(b)

—

Obréazek 7.1: Hledan{ intervalu, kde f(x) je unimod&ln{

Vyjdeme z libovolného bodu zy. Nastavime krok h a akceleraci ac > 1. Spoé¢teme funkéni
hodnoty v bodech ¢ = xg,a = g — h,b = 2o + h a jejich porovnanim zjistime, zda mezi
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nimi lezi minimum. Pokud ano, proceduru ukonc¢ime, v opac¢ném piipadé se posuneme o

h=ac*h ve sméru klesan{ funkénich hodnot a proceduru zopakujeme:

class Interval

public double a,b;
public Interval(double a, double b)

{
this.a=a; this.b=b;
}
}
double f(double x)
{

return x*xx—x+1;

}

Interval MinInterval (float x0, float h, float ac)
{
double a,c,b,fa,fc,fb;
a = x0—h; ¢ = x0; b = x0+h;
fc = f(c); fa = f(a); fb = f(b);
while (! (fa>=fc && fc<=fb))

{
h x= ac;
if (fa < fc & fec < fb)
{
b=c¢; fb = fc;
c = a; fc = fa;
a —= h; fa = f(a);
}
else
if (fa > fc & fc > fb)
{
a=c; fa = fc;
¢ =b; fc = fb;
b += h; fb = f(b);
}
}

return new Interval(a,b);

}

7.1.1 Metody intervalové redukce

Nyni popiseme nékolik metod intervalové redukce, které maji blizky vztah k metodé puleni
intervalu pro nalezeni kofene nelinearni rovnice. Vlastnost ,, f je unimodélni na intervalu

[a,b]” je pfitom analogii vlastnosti ,, f(a)f(b) < 0”.

Predpokladejme, Ze f je unimoddlni na intervalu |a,b]. Potom lze porovndnim funkénich
hodnot ve dvou riznijch vnitinich bodech c,d € [a,b] zjistit interval redukované délky, na
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kterém je f opét unimoddini. Necht je napr. ¢ < d, potom !

fle) < f(d) = z* € la,d],
fle)> f(d) = x*€lcb].

< >

Obrazek 7.2: Redukce intervalu

Délka nového intervalu neprevysi maxz{d—a,b— c}. Déle se budeme zabyvat symetrickym
piipadem, kdy je d —a = b — ¢ = t(b — a). Odtud plyne
c = b—tlb—a)=a+(1—-1t)(b—a), (7.2)
d = a+tb—a).
Podminky ¢ < d, ¢, d lezi uvnitt [a, b] implikuji 0.5 < t < 1.
Zvolime-li naptiklad hodnotu t velmi blizko hodnoté 0,5, dostaneme metodu redukujici

délku intervalu téméf na polovinu za cenu vypoctu dvou funkénich hodnot v kazdém
kroku. Existuje vsak dokonalejsi analogie metody puleni intervalu:

Metoda pitleni intervalu

Necht je napt. f(c) < f(d). Pokud by bylo d < z*, muselo by podle definice unimodalnosti byt
f(e) > f(d), coz by byl spor s pFedpokladem.
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V této metodé rozdélime puvodni interval [a, b] na ¢tyfi stejné dily

a<cl<e<e2<b (7.3)
c=0b-a)/2, cl=(c—a)/2, 2= (b—1c)/2.

Vybér redukovaného intervalu se tidi pravidly

f(cl) < f(¢) = z* € a,(]
f(e2) > fe() = " €lc,b
flcl) > f(c) < f(2) = z* €]cl, 2]

Novy interval mé piesné poloviéni délku (odtud nézev metody) a navic neni potieba znovu
poc¢itat hodnotu funkce v novém stiedu intervalu (bod c). Kazdy krok nés stoji vypocet
dvou funkénich hodnot.

Interval MinBisection (Interval I, double tol)
{
double a,b,c,cl,c2,h,fc,fcl,h fc2;
a=1T.a; b=1.b";h = (b-a)/4;
¢ =a + 2«h; ¢l =a + h; ¢c2 =Db — h;
fc = f(c);fcl = f(cl); fc2 = f(c2);
while (b—a>tol)

{
h /= 2;
if (fel<fe)
{
b=c; c=cl; fc=fcl;
}
else
if (fc2>fc)
{
a=cl; b=c2;
}
else
{
a=c; c=c2; fc=fc2;
}
cl=a+h; fcl=f(cl);
c2=b—h; fc2=f(c2);
}

return new Interval(a,b);

}

Metoda zlatého rezu

Pokusme se uréit ¢ ve vztazich 7.2, abychom mohli, podobné jako v metodé puleni in-
tervalu, znovu pouzit funkéni hodnotu z predchoziho kroku. Pokud bude t < /0.5 =
0.707106 . . ., ziskame tak efektivnéjsi metodu. Plati

d—c=a+tlb—a)—[a+(1—=t)(b—a)]= (2t —1)(b—a).
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Pokud chci znovu pouzit bod ¢, musi platit
d—c=t*(b—a) nebo d—c=1t(1—-1t)(b—a).
Prvni moznost vede na kvadratickou rovnici

2 —2t+1=0,

jejiz teseni t = 0.5 nevyhovuje podminkam. Druha moznost odpovida rovnici

t?+t—1=0,
jejiz teseni

_ —1+45
-

- = 0.618033988749. .. ,

nazyvajici se pomér zlatého rezu, dava této metodé nazev.

Interval MinGoldenSection(Interval I, double tol)
{
const double t = 0.61803398874989484820458683436564;
double a,b,c,d, fc,fd;
a=1.a; b=1.b;
c =a+ (I1-t)*x(b—a);
d=a+ tx(b-a);

fc = f(c); fd f(d);
while (b—a>tol)
{
if (fe<=fd)
b=d;
d=c; fd=fc;
¢c=a+ (1-t)x(b-a);fc = f(c);
}
else
{
a=c;
c=d; fe=fd;
d=a+ tx(b-a);fd = f(d);
}
}

return new Interval(a,b);

}

Fibonacciova metoda

Je-li dopredu znam pocet kroku, je o néco efektivnéjsi tzv. Fibonacciova metoda. Fibonac-

ciova ¢isla jsou definovana rekurentnim vztahem

Fo=1, F1=1, F,=F, 1+ F, .

(7.6)
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Zacatek posloupnosti vypada takto
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89...

Oznacme

t I 1,2
n = ,n=1,2,....
Fn+1

Budeme tedy pracovat s posloupnosti

1235 8 13 21 34 55

RN TR i A
Pro pocitani prvnich N poméru Fibonacciovych ¢isel muzeme pouzit nasledujici tiidu,
kterd si uchovava Fibonacciova ¢isla v clenské proménné F typu pole. Rekurentni vztah
7.6 lze rovnéz vytesit. Funkce generujici Fibonacciova ¢isla vypadd takto

C5+VE (1B 5-VE 1B\
10 2 +10 2

Fy

class Fibonacci
{
public long[] F;
int N;
const double ¢1=0.27639320225002103035908263312687;
const double c¢2=1-cl;
const double r1=-0.61803398874989484820458683436564;
const double r2=1-rl;

public double FN(int i)
{

return clsMath.Pow(rl,i)+c2*Math.Pow(r2,1);

}

public Fibonacci(int N)
{
this.N = N;
F=new long [N+1];
F[0]=1;
Fl1]=2;
for (int i=2;i<=N;i++)
Fli]=F[i-1]4+F[i -2];

}
public double ta(int k)
{
return (double)(F[k])/F[k+1];
}

public double t(int k)
{
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return FN(k)/FN(k+1);

}
}

Plati

Fn—l Fn o Fn—l o Fn+1_Fn
Fn Fn+1 Fn+1 Fn+1

tn—1tn =

=1—t,. (7.7)

Necht n je zndmy pocet kroki. Spoéitame t = t,, a udéldme krok intervalové redukce 7.2.
V dalsim kroku zvolime ¢ = ¢,,_; a obecné v k-tém kroku zvolime ¢t = t,,_j, posledni krok
provedeme s hodnotou t = t; = % Ze vztahu 7.7 plyne, ze v k-tém kroku muzeme pouzit
jiz diive vypoctenou hodnotu z kroku k& — 1. Jeden krok metody nés stoji vypocet jedné
funkéni hodnoty, jako u metody zlatého tezu. Posledni krok vyzaduje specidlni oSetieni,

protoze body ¢ a d splynou. Vezmeme bod ¢ + €, kde € je dostatecné malé, aby prilis

nezménilo kvalitu posledni redukee (¢; = %) a soucasné jesté tak velké, aby §lo spolehlive

2
rozlisit mezi f(c) a f(c+e).

Interval MinFibonacci(Interval I, int n)
{
const double epsilon=1E—-10;
double t=Fibonacci.t(n);
double a,b,c,d, fc,fd;
a=1.a; b=1.b;
c a + (1—t)x(b—a);
d=a+ tx(b-a);
fc = f(c); fd = £(d);
for (int k=1;k<n;k++)
{
t = Fibonacci.t(n—k);
if (fe<=fd)
{
b=d;
d=c ; fd=fc;
c=a+ (1-t)x(b—a);fc = f(c);
}
else
{
a=c;
c=d; fc=fd;
d=a+ tx(b-a);fd = f(d);
}
}
d=c+epsilon;
fd=f(d);
if (fe<=fd)
b=d;
else
a=c;
return new Interval(a,b);
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Ze vztahu 7.7 plyne

1
tatny1 = 1 —top1 = o1 = 157

1 14t
_ 14ty I+tn_—2 tn—tn—
thiz —tn = 51" — 51 = Ty 2+ te)(2+ta2) > 0. (7.9)
Protoze je
3 1 1
t3—t1 = -——=—=—>0
o 5 2 10
ty —ty = b2 1 <0
T8 3 24
plyne z 7.9 indukei
ton—1 < Tony1, (710)
ton > topyo. (711)

Protoze je ztejmé posloupnost t,, ohranicena,
0<t, <1,
existuji konecné limity

lim tgn_l =T, lim tgn = To.
n—00 n—00

Limitnim pfechodem v 7.8 dostaneme

. 1-}-7’1'

2-'-7'1'

Ti

Obé dvé limity proto splyvaji s kladnym kotfenem kvadratické rovnice 7.4, a tudiz

. —1++5
lmt,=7= ———

n—oo 2

= 0.618033988749 . ..

Pro velka n je tedy krok Fibonacciovy metody prakticky shodny s metodou zlatého rezu.
Celkova redukce délky intervalu je po n krocich podle 7.7

bp (1 —ta)(1—ty)...(1—ty) pro n sudé,
2ot = (1 —t)(1 —ty) ... (1 —t,_1)t, pro n liché.
7 7.10 plyne

ton, >T=1—13, < 1—7':7'2,

tgnfl < T.

V kazdém pripadé je vysledny interval, ktery obdrzime Fibonacciovou metodou, o néco
kratsi, nez ten ktery poskytne metoda zlatého tezu:

n

1
tity ... t, = <7
102 Finr
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Nasledujici tabulka porovnava efektivitu metody zlatého fezu s Fibonacciovou metodou.
Rozdil je sice znatelny, ale z hlediska rychlosti konvergence bezvyznamny. Vyjdeme-li z
intervalu délky jedna, budeme potiebovat pro dosazeni délky < 0,01 u obou metod 10

kroki:

| n | tita. .ty ES | tity. .t/ T" |
0,5 0,618033988749895 0,809016994374947
0,333333333333333 0,381966011250105 0,872677996249965
0,2 0,23606797749979 0,847213595499958
0,125 0,145898033750316 0,85676274578121

0,0769230769230769
0,0476190476190476
0,0294117647058823
0,0181818181818182
0,0112359550561798
0,00694444444444444
0,000626174076393237
5,64620857094461E-05

N = =
LS ©w o oths w3

0,0901699437494743
0,0557280900008412
0,034441853748633
0,0212862362522082
0,0131556174964248
0,00813061875578336
0,000733137435857406
6,61069613518961E-05

0,853089995673036
0,854489138571388
0,853954172169077
0,854158432068141
0,854080400196588
0,854110204036417
0,854101899272031
0,854101966794252

7.1.2 Metody interpolace

Tyto metody nemusi vzdy konvergovat. Budeme podobné jako naptf. u metody secen
potiebovat dobrou pocateéni aproximaci minima.

Metoda kvadratické (parabolické) interpolace Jednd se vlastné o analogii metody
seCen pro optimaliza¢ni tlohu. V okoli bodu z; nahradime zadanou funkci kvadratickym
interpolaénim polynomem P (polynom prvniho stupné nemé minimum) a novou hodnotu
Try1 ziskdme jako bod minima polynomu P.

Bude se nam proto hodit obecny vzorec pro minimum kvadratického interpolaéniho poly-
nomu. Uvazujme proto nésledujici interpolacni ulohu:

(il 0 [ 1] 2]
T a b c
yi | fla) | f(b) | f(c)

Interpola¢ni polynom muzeme psat ve tvaru
P = f(b) + C1($ — b) + 02(33 — b)2

Podminky interpolace
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generuji soustavu dvou linearnich rovnic:

a—b (a—0b)?
c—b (c—b)?

Bod minima z* je dan vztahem

dpP
il c1+ 2co(z" —0) =0
= b—12

262

. 120 1p
Tt = b_i%_ _532
fla) = f() (a—10)
N R (O Ek
2 la=b fla)— f(b)'
c—=b fle)=f(b)
_ o, L(e=0P[f(a) — f(O)] = (a—b)*[f(c) — f(b)]
2 (a=b)[f(c) = f(b)] = (c=b)[f(a) — f(b)

a upravime

S 12(ab—0*)f(c) +2(be — ab) f(b) + 2(b* — be) f(a)
2 (a=b)f(c)+(c—a)f(b)+(b—c)f(a)
L 1(e® = 2ab + P)[f(e) = FO)] = (¢ = 2be + B)[f(a) = F(B)] _
2 (@a=0)f(c)+ (c—a)f(b) + (b —c)f(a)
_ 1@ =) f(e) + (2 —a®) f(b) + (b — ¢*) f(a)
2 (a=b)f(e)+(c—a)f(b)+ (b—c)f(a)
class ABCD

public double a,b,c,d,fa,fb, fc, fd;
}

double xmin (ABCD u)

double ca,cb,cc,c2a,c2b,c2c;
ca = u.b—u.c; c2a = u.bxu.b—u.c*u.c;
cb = u.c—u.a; ¢2b = u.c*xu.c—u.ax*xu.a;
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cc = u.a—u.b; c2c = u.axu.a—u.bxu.b;

return 0.5x(c2axu. fatc2bxu. fb4+c2cx*u. fc)/(caxu. fatcbxu. fb+ccxu. fc);

}

ABCD select (ABCD u)

{
ABCD v = new ABCD();
if (u.d<=u.a)

v.a=u.d; v.b=u.a; v.c =u.b;
v.fa=u.fd; v.fb=u.fa; v.fc=u.fb;
return v;

}

else
if (u.d<=u.b)

{

v.a=u.a; v.b=u.d; v.c=u.b;
v.fa=u.fa; v.fb=u.fd; v.fc=u.fb;
return v;

}

else

{
v.a=u.b; v.b=u.d; v.c=u.c;
v.fa=u.fb; v.fb=u.fd; v.fc=u.fc;

return v;

}
}

double MinParabola(double x0, double h, double tol)

{
double fl,fr,dl,d2;
ABCD u=new ABCD();

fl = £(x0);
fr = f(x04+h);
if (fl<fr)
{
u.a = x0-h; u.fa = f(u.a);
u.b = x0; u.fb = fl;
u.c = x04+h; u.fc = fr;
}
else
{
u.a = x0; u.fa = fl;
u.b = x0+h; u.fb = fr;
u.c = x0+42«h; u.fc = f(u.c);
}
d2 = xmin(u);
u.d=d2; u.fd=f(d2);
do
{
d1=d2;

u=select (u);
d2 = xmin(u);
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u.d=d2; u.fd=f(d2);

while (Math.Abs(d1-d2)>tol);
return d2;

}

a b d c

Obrazek 7.3: Metoda parabolické interpolace

Newtonova Metoda

Misto Lagrangeova interpola¢niho polynomu muzeme pouzit Tayloriuv polynom druhého
stupné

T = fa) + @) — o) + 5 @) o - )

k+

Najdeme bod minima z**! z rovnice

T'(xrer) = floe) + (@) (@rsr — 2x) =0,
/ (xk:) (7.12>

T T

Vztah 7.12 je totozny s Newtonovou itera¢ni formuli pro rovnici uréujici stacionarni bod
(rovnice 7.1 v jednorozmérném piipadé).
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7.2 Vicerozmérné algoritmy

V pripadé funkce n redlnych proménnych nebudeme specifikovat presné podminky, za
kterych funguji dané algoritmy. Rovnéz nebudeme hledat globdlni minimum, spokojime
se zpravidla s aproximaci ,nejblizsitho” lokalntho minima. Na obrazku 7.4 vidime tro-
jrozmérny graf funkce dvou proménnych (spolu s vrstevnicemi):

f(z) = sin(xy) + cos(z +y) [z,y] € [-1,2] x [0, 3]. (7.13)

Na této funkci budeme predvadét nasledujici algoritmy.

Obréazek 7.4: Funkce f(x) = sin(xzy) + cos(z + y), kterou minimalizujeme

7.2.1 Simplexova metoda [Nelder, Mead 1965]

Tento algoritmus nevyzaduje poc¢itani derivaci. PopiSeme jej jen v nejjednodussi varianté
pro n = 2. Vyjdeme z bodu x( a sestrojime rovnostranny trojihelnik AABC' tak, aby se
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nabyva maximalni hodnoty
f(Puaz) > f(P) VP eV ={A B,C}.
Sestrojime reflexi tohoto bodu vzhledem ke zbyvajicim bodum.
2
D=—"-Y" P-Puu kdeV'=V—P,.

Za predpokladu, ze P,,,, = A, vidime situaci na obrazku 7.5.

C D = A+2((B+C)/2-A) =
= B+C-A

A B

Obrazek 7.5: Reflexe

Pokud je f(D) < f(A), pokracujeme trojihelnikem ABDC' a tento krok nazveme re-
flexe. V opa¢ném pripadé, tj. pro f(D) > f(A), provedeme kontrakci: trojihelnik AABC
nahradime trojuhelnikem AAB'C’ podle obrazku 7.6.

C

C’=(A+C)/2

A B=A+B)2 B

Obrazek 7.6: Kontrakce

Na obrazku 7.7 vidime nékolik iteraci simplexové metody, za aproximaci minima muzeme

7.2.2 Metody redukce dimenze

Nasledujici dvé metody neni problém popsat v libovolné dimenzi. Jejich principem je
redukce n-rozmérného problému na posloupnost jednorozmérnych tiloh. Pokud je x? vektor
i-té aproximace minima, setrojime nasledujici aproximaci x**! fesenim (pfesnym nebo
ptibliznym) jednorozmérné minimalizaéni tlohy:
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- N \

tart

NOINO/
JONZONN

AN

ontrakce

Stopa po
kontrakci

©)

/ 7 ATB+C
7 3

Obrazek 7.7: Simplexova metoda pro funkei 7.13

Minimalizujte funkci

p(t) = f(x' +1ts(x)).

Argumentem funkce f je linedrni funkce (piimka). Proménna ¢ je parametr a vektor s
je smérovy vektor, ktery je obecné zdvisly na x‘. Dobrou piedstavu ziskdme ve dvou
dimenzich. Zuzeni f na ¢ je jakysi pfimocary fez terénem.

Je-li t* bod, ve kterém (t) nabyvd svého minima, sestrojime dalsi aproximaci puvodniho
problému takto

Xt =x" 4+ t's(x).
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Metoda soutfadnicovych sméru
Metodé se také muze fikat metoda stiidavych smeéru, protoze vektor s zavisi pouze na i:

S<Xi) = €(i mod n)+1-

Zde je n dimenze problému, a mod b operator ”zbytek po déleni” a e; jednotkovy vektor
v sméru i-té souradnice. V pripadé n = 3 stfidame vektory

N \/

iz

Obrazek 7.8: Metoda nejvétsiho spadu pro funkei 7.13



Numerické metody 106

Metoda nejvétsiho spadu

V této metodé se voli

s(x') = —grad(x') = —(fi(x'),.... fu(x')).

Prestoze zejména metoda nejmensiho spadu vypada velmi nadéjné, ve vétsiné pripadu
vede k velmi pomalé konvergenci. Proto je potfeba ji po nékolika krocich nahradit za
rychle (ale pouze lokélné) konvergentni Newtonovu metodu. Na obrazku 7.8 vidime nékolik
iteraci metody nejvétsiho spadu.

7.2.3 Newtonova metoda

Tato metoda neni nic jiného, nez Newtonova metoda pro feseni soustav nelinearnich rovnic
aplikovand na rovnice pro stacionarni bod 7.1. Matice soustavy linearnich rovnic, kterou
je tteba v kazdém kroku tesit, je zde generovana tzv. Hessovou matici

2f o’f ... _9°f
890% Ox10x2 0x10Tn
0% f 2f .. _9f
va — Ox20x1 Bmg O0x20xn
JNCL o) SR ool |
O0xrn0xr1  Oxndxo Or2

Newtonova metoda mé tvar

V2 = —grad(x’) = —(fi(x), ..., [L(x")),
kde

§h=x"T—xt = (5%, 8T
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8 Numerické reseni diferencialnich rovnic

Cil kapitoly

Pomoci diferencialnich rovnic jsou popsany nejruznéjsi fyzikalni déje. Ve tietim semestru
se studenti seznamili s nékterymi typy rovnic, jejichz feseni 1ze nalézt analyticky. V prak-
fesitelné jen obtizné a nékteré analyticky vytesit nelze. Proto se k jejich feseni pouzivaji
metody piiblizné, z nichz nékteré nyni popiseme.

Nejprve se zamétrime na metody pro feseni jedné diferencidlni rovnice prvniho fadu se
zadanou pocatecni podminkou - pocateéni tlohy. Potom ukazeme, jak tyto metody zobec-
nit pro feseni soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Predvedeme, ze diferencialni
rovnice vyssich fadu se zadanymi poc¢atecnimi podminkami lze snadno prevést na sous-
tavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu. V zavéru se budeme zabyvat fesenim okrajovych
uloh, kde jsou predepsany hodnoty feseni na pocatku a na konci zkoumaného intervalu.

Spoletnym znakem vsech déle uvedenych metod je, ze feSeni nehleddme jako spojitou
funkci, definovanou na celém zkoumaném intervalu (a, b), ale hodnoty pfiblizného feseni
pocéitame pouze v konetném poctu bodu a = zg < 1 < -+ < x, = b. Témto bodum
ifkame uzlové body nebo uzly sité a mnoziné {xg,x,...,7,} ikime sit. Rozdil
h; = x;11 — x; se nazyva krok sité v uzlu z;.

Ptiblizné hodnoty teseni v uzlovych bodech, vypoctené néjakou numerickou metodou,
budeme znacit o, y1, ..., Y, na rozdil od hodnot presného teseni, které budeme znacit
y($0)7 y(x1)> te ,y(!l?n)

Na obrazku 8.1 vidime pfesné feseni diferencialni rovnice, které je vykresleno plnou ¢ernou
carou a priblizné hodnoty treseni v uzlovych bodech, vyznacené krouzky.

Y1t

Yor

Obrazek 8.1: Piesné a priblizné teseni diferencialni rovnice
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V prikladu z obrdzku 8.1 byla pouzita pravidelna (ekvidistantni) sit - krok h mezi
jednotlivymi uzly byl konstantni.

Vsude v dalsim textu, nebude-li vyslovné uvedeno jinak, budeme pracovat s pravidelnymi
sitémi.

Chceme-li znat pribliznou hodnotu feSeni v jiném nez uzlovém bodé, muzeme pouzit
nékterou z interpolacnich metod, popsanych v kapitole 5, napt. nahradit feseni lomenou
carou prochazejici vypoctenymi body.

8.1 Pocatecni ulohy

Nejprve se budeme zabyvat fesenim obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu se zadanou
pocatecni podminkou

v =fxy) , ylzo) =wo (8.1)
Pripomenme podminky, které zajisti existenci a jednoznacnost feseni ulohy 8.1.

Véta 8.1 Je-li funkce f(x,y) spojitd na obdélniku R = {(x,y); |z — xo| < a, |y — yo| < b},
a>0,b> 0, pak erxistuje Feseni pocdatecnd ulohy 8.1 na intervalu (xo — o, o + ) ,
kde o = min(a, &), M = maxg |f(z,y)]

Of(z.y)

Je-li dale funkce o ohranicend na obdélniku R, pak toto Teseni je jediné.

Tato véta vsak udava pouze postacujici podminky pro existenci jediného feseni. Také
v mnoha pripadech zarucuje existenci a jednoznacnost feseni pouze na velmi malém
okoli bodu zy. Pfti feSeni konkrétniho matematického modelu technické tlohy proto exis-
tenci a jednoznacnost feseni posuzujeme i na zékladé informaci o fesené loze, pripadné
fyzikalnich vlastnosti hledaného feseni.

V dalsim textu vysvétlime nékolik obecnych pojmu tykajicich se numerickych metod feSeni
diferencialnich rovnic, ale nejprve ukazeme nejjednodussi z téchto metod, aby ¢tenar ziskal
konkrétni predstavu, jak numerické feseni diferencidlnich rovnic muze vypadat.

8.1.1 Eulerova metoda

Méjme dénu pocatecni tilohu 8.1 a pravidelnou sit {zg, z1,...,z,} s krokem h. Ve vsech
bodech sité by podle rovnice 8.1 mélo platit

Y (xs) = f(ai, y(x:))

Derivaci na levé strané této rovnice muzeme nahradit diferenci podle jednoho ze vzorcu
6.2. Dostaneme

y(ximh— W) = p i, ya)

Nahradime-li y(z;) pfibliznou hodnotou y;, muzeme odtud vyjadfit piibliznou hodnotu
y(zi41) jako

Yir1 = Yi + hf(@i, vi) (8.2)
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Pomoci tohoto vzorce vypocteme pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé pomoci
hodnoty v uzlu predchozim. Hodnotu feseni v bodé xy zname z pocatecni podminky, je
rovna .

Piiklad 8.1 FEulerovou metodou s krokem h = 0,1 reste pocdtecni ilohu
y=a*~y , y0)=1
na intervalu (0; 0,5) .

Reseni: V nasem pifpadé je 2o =0, yo = 1 a f(x,y) = 2> — y. Piiblizné hodnoty fesen{
v dalsich bodech budeme pocitat podle vzorce 8.2, konkrétné

yz—l—l:yz—f'oyl(gf_yz) y 120,,4

Vypoctené hodnoty zapiSeme do tabulky. Pro srovnani jsou v tabulce uvedeny i hodnoty

presného feseni y = —e™% + 22 — 22 + 2 v uzlovych bodech. Vsechna &isla v tabulce jsou
zaokrouhlena na 4 desetinnd mista.
i 0 1 2 3 4 5
X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Yi 1 0,9 0,811 | 0,7339 | 0,6695 | 0,6186
y(a;) || 1 0,9052 | 0,8213 | 0,7492 | 0,6897 | 0,6435

Geometricka interpretace Eulerovy metody

Pro vysvétleni geometrické interpretace Eulerovy metody pfipomenme nejprve, ze difer-
encidlni rovnici ¢’ = f(z,y) je ddno tzv. smérové pole. V kazdém bodé [z, y| roviny (z,y),
kterym prochazi nékteré feseni této rovnice, je hodnota f(z,y) rovna smérnici tecny ke
grafu tohoto fesSeni. Proto si smérové pole muzeme, zhruba fec¢eno, predstavit tak, ze
v kazdém bodé roviny (z,y) stoji Sipka, ktera fikd, kterym smérem mame pokracovat,
dostaneme-li se do tohoto bodu. Na obrazku 8.2 vidime smérové pole prislusné jisté difer-
encialni rovnici a nékolik feseni téze rovnice.

Pti feseni diferencialni rovnice Eulerovou metodou postupujeme vlastné takto:

Vyjdeme z bodu [z, yo| smérem, ktery uddva ,,8ipka” v tomto bodé stojici, to znamena po
piimce o rovnici y = yo + f(x0, yo)(x — o), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou souradnici
x1. Ypsilonova soutadnice tohoto bodu je y; = yo + f(xo, v0)(x1 — x0) = yo + hf(xo, o).
Z bodu [x1, y1] pokra¢ujeme ve sméru daném smérovym polem v tomto bodé, tj. po piimce
y =y + f(z1,51)(x — x1), dokud nedojdeme do bodu s x-ovou soufadnici x5 atd. Situace
je znazornéna na obrazku 8.3. Graf presného feSeni vyhovujiciho pocateéni podmince
y(xo) = Yo, na obrazku nakresleny sedé, aproximujeme lomenou ¢arou prochdzejici body

[0, vol, [@1,91], [T2,90] ...

8.1.2 Typy a vlastnosti metod pro reseni poc¢atecnich dloh, lokalni a globalni
chyba

Jak jsme vidéli na ptikladu Eulerovy metody, pii numerickém feseni pocatecni ulohy
8.1 muzeme vypocitat pribliznou hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodu pomoci hod-
noty teseni v uzlovém bodu predchozim. U nékterych jinych metod sice postupujeme
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Obrazek 8.2: Smérové pole

Obrazek 8.3: Piiblizné feseni diferencidlni rovnice Eulerovou metodou

ponékud dumyslnéji nez u metody Eulerovy, ale stale vyuzivame pouze informace z

jediného ptredchoziho kroku. Takovymto metodam fikime metody jednokrokové.

U jinych metod vyuzivame informace z nékolika predchozich kroku. Témto metoddam

fikdme metody vicekrokové.

Je veelku ziejmé, ze nakolik se ptiblizime k presnému feSeni, zavisi na délce kroku h, ktery
pouzijeme. Zakladni vlastnost, kterou od pouzitelné numerické metody pozadujeme, je,
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aby numerické feSeni ziskané touto metodou pro h — 0 konvergovalo k presnému reSeni
dané tlohy.

Rekneme, ze metoda je konvergentni, jestlize pro libovolnou poéateéni tlohu 8.1 plati
pro kazdé = € (a,b)

lim y, = y(z) ,kde x =x¢+nh .
h—0

n—oo
U kazdé metody je dulezita otazka, jak se priblizné feseni ziskané touto metodou lisi od
feSeni presného, neboli jak vypada globalni diskretizacni chyba

€ = y(xi) — Vi

Pro ziskéni predstavy o globalni diskretizac¢ni chybé byva mnohdy velmi uzitecné znat tzv.
lokalni diskretizacni chybu dané metody. Je to chyba, které se dopustime v jednom
kroku dané metody za predpokladu, ze vSechny hodnoty, které jsme pii vypoctu pouzili,
byly presné. Lokalni diskretizacni chybu v i-tém uzlu budeme znacit d;. Na obrazku
8.4 vidime globalni diskretiza¢ni chybu e; a lokdlni diskretizacni chybu d; u ptiblizného
reseni ziskaného Eulerovou metodou. Lokalni chyba Eulerovy (i jakékoli jiné jednokrokové)
metody v uzlu x; je rozdil ptiblizného feseni a feseni, které splnuje pocatecni podminku
y(%‘—1) =Yi-1-

Obrazek 8.4: Globalni a lokalni chyba

Pti numerickém feSeni diferencidlni rovnice se dopoustime lokalni diskretizacni chyby
v kazdém kroku. Globélni diskretiza¢ni chyba je tedy vysledkem nakupeni lokélnich chyb,
pricemz je tieba brat v uvahu, ze kazdy krok vychazi z hodnot, které uz jsou zatizeny
chybou z predeslého prubéhu. Je zddouci, aby u dané metody nedochézelo ke katastrofalni
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akumulaci lokalnich diskretiza¢nich chyb. O metodach, u kterych se dari udrzet chybu
malou vzhledem k pfesnému teSeni, se obvykle mluvi jako o stabilnich metodach.

Pro popis rychlosti konvergence metody pouzivame pojem fad metody. Zhruba feceno je
fad metody prirozené cislo p takové, ze pro mala h je lokalni diskretizacni chyba d; fadové
velikosti hP*1. Piesnéjsi definici 1ze nalézt napi. ve skriptech [?]. U jednokrokovych metod
p-tého radu lze dokazat, ze globalni diskretizacni chyba je radové velikosti AP.

Eulerova metoda je fadu prvniho. V dalsich dvou kapitolach ukazeme nékolik jednokrokovych
metod vyssich radu.

8.1.3 Modifikace Eulerovy metody

Jak jiz nazev napovida, budeme postupovat podobné jako u Eulerovy metody.

Nejprve vypocteme pomocné hodnoty k; a ks a pomoci nich pak piibliznou hodnotu feseni
v dalsim uzlovém bodé.

U prvni modifikované Eulerovy metody pocitame podle vzorcu

kl - f(xna yn)
1 1
ky = f(xn+§hayn+§hkl>
Yn+l = Yn+ th, (83)

u druhé modifikace podle vzorcu

kl = f($n> yn)
k2 - f(xn+hayn+hk1>
1
Ynt1 = Yn g h(ky + k2). (8.4)

Obé modifikované Eulerovy metody jsou druhého tadu.

Geometricky lze tyto metody interpretovat podobné jako Eulerovu metodu.

Na obrézcich 8.5, resp. 8.6 vidime jeden krok prvni, resp. druhé modifikované Eulerovy
metody.

U prvni modifikace nejprve najdeme pomocny bod P, a to tak, ze z bodu [z, y,] vyjdeme
po pifmce se smeérnici f(zn,Yn), tj. stejné jako u Eulerovy metody, ale dojdeme jen do
bodu s x-ovou soutradnici x,, + % Ptibliznou hodnotu teSeni v bodé x,,,1 pak ziskame tak,
ze 7 bodu [z, y,| jdeme po piimce se smérnici uréenou smérovym polem v bodé P, dokud
nedojdeme do bodu s x-ovou soutadnici ;.

U druhé modifikace zkonstruujeme dva pomocné body P; a P,. Bod P, dostaneme jednim
krokem obycejné Eulerovy metody. Bod P, pak ziskame tak, ze z bodu [z,, y,] jdeme po
piimce se smérnici danou smérovym polem v bodé P; do bodu s x-ovou soutadnici &, 1.
Novy bod [Z,41, Yns1] pak lezi ve stiedu tisecky Py Ps.
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y y
P2

yn+l
Yn yn+1
Yn

(P
Xo Xk M2 Xy X Xn Xor1 X
Obrazek 8.5: Prvni modifikace Eu- Obrazek 8.6: Druhd modifikace Eu-

lerovy metody lerovy metody

8.1.4 Rungovy-Kuttovy metody

vvvvvv

Se dvéma jednoduchymi priklady metod Runge-Kutta, prvni a druhou modifikovanou
Eulerovou metodou, jsme se jiz setkali v predchozi kapitole.

Obecny tvar Rungovy-Kuttovy metody je

Ynt1 = Yn + h(wiks + - - + wsks), (8.5)
kde
ki = f(zn,yn) A (8.6)
ki = f(a:n—i—ozih,yn%—hiﬁijkj), i=2,...,8
j=1

a w;, oy a f3;; jsou konstanty volené tak, aby metoda méla maximélni rad.

(Vice o zpusobu volby téchto konstant 1ze nalézt napt. v [?] nebo [4].)

U prvni modifikované Eulerovy metody bylo w; = 0,wy = 1, a0 = % a o1 = %, u druhé
modifikace w; = wy = %,ag =1lafy =1

V praxi se nejvice pouziva nasledujici metoda Runge-Kutta 4. fadu. Casto, mluvi-li se o
Rungoveé-Kuttové metodé, mysli se tim praveé tato konkrétni metoda.

1
Yns1r = Ynt g hlky + 2ky + 25 + k) (8.7)
ki = f(xmyn)
1 1

1 1
ks = f($n+§h7yn+§hk2)

ki = f(xn+ h,yn + hks3)
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Priklad 8.2 Rungovou-Kuttovou metodou teste pocdatecni ulohu
y=a~y , y0)=1
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,5) .

Reseni: V kazdém kroku musime vypoéitat éisla ky, ko, ks a ks a pomoci nich pak pfibliznou
hodnotu feseni v dalsim uzlovém bodé podle vzorce 8.7. VSechny potiebné hodnoty

budeme opét zapisovat do tabulky. Ve sloupcich oznac¢enych x a y jsou souradnice bodu,

v nichz vyéislujeme funkci f(z,y) = 2% — y pii vypoctu k;. Pro srovnani vypiseme i

hodnoty piesného feseni y = —e™® 4 2% — 22 + 2. Tentokrat jsou ¢isla zaokrouhlovéna na

7 desetinnych mist.

RIE [y(za) 2y |

010 1 1 0 1 ki =—1
0,05 | 0,95 ky = —0,9475
0,05 | 0,952625 | ks = —0,950125
0,1 0,9049875 | ky = —0, 8949875

110,11 0,9051627 | 0,9051626 | 0,1 0,9051627 | k1 = —0,8951627
0,15 | 0,8604046 | ko = —0, 8379046
0,15 | 0,8632675 | ks = —0, 8407675
0,2 0,8210860 | k4 = —0, 7810860

210,2|0,8212695 | 0,8212693 | 0,2 0,8212695 | k1 = —0, 7812695
0,25 | 0,7822060 | ko = —0, 7197060
0,25 | 0,7852842 | k3 = —0, 7227842
0,3 0,7489911 | k4, = —0,6589911

310,31 0,7491822 | 0,7491818 | 0,3 0,7491822 | k1 = —0,6591822
0,35 | 0,7162230 | ko = —0, 5937230
0,35 | 0,7194960 | k3 = —0, 5969960
0,4 0,6894826 | ky, = —0, 5294826

4 10,4 0,6896804 | 0,6896800 | 0,4 0,6896804 | k1 = —0, 5296804
0,45 | 0,6631964 | ko = —0, 4606964
0,45 | 0,6666456 | k3 = —0,4641456
05 |0,6432659 | k, = —0, 3932659

510,51 0,6434699 | 0,6434693

Vysledky muzeme porovnat s hodnotami ptiblizného feseni vypoc¢tenymi Eulerovou metodou
v piikladu 8.1 (kde se fesila tatdz pocatecni tloha). Vidime, ze feSeni ziskané metodou
Runge-Kutta 4. fadu je podstatné presnéjsi.

8.1.5 Odhad chyby. Metoda poloviéniho kroku

Teoretické odhady chyb zde uvedenych jednokrokovych metod 1ze nalézt v literature. Je-
jich pouziti v praxi je vSak problematické. Proto se pouziva spise tzv. metoda poloviéniho
kroku, kterou nyni velmi zjednodusené popiseme.

Mé¢jme numerickou metodu pro feSeni pocatecnich 1loh, kterd je fadu p. Pro tucely této
kapitoly zménime ponékud dosud uzivané znaceni. Pfesné feseni ilohy budeme stale znacit
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y(x). Jako y(x, h) oznacime piibliznou hodnotu feseni v bodé z, kterou jsme dostali
pouzitim nasi numerické metody s krokem h.
Protoze metoda je p-tého radu, pro chybu plati

y(x) - y(x, h) =c- hp7
kde ¢ zavisi na x, ale nikoli na A, neboli
y(x) =y(x,h) +c- hP. (8.8)

Do stejného bodu z muzeme dojit i pomoci poloviéniho kroku. V tomto ptripadé plati

oo (m ) w4 o9

Rovnici 8.9 muzeme vynésobit 2P a odecist od rovnice 8.8. Tim se vyloudci ¢len obsahujici
neznamou konstantu ¢ a po mirné upravé dostaneme nové priblizné vyjadreni y(z),

20 — 1 ’

y(x) (8.10)

které je presnéjsi nez obé priblizné hodnoty y(x, h) a y(z, %) Z posledniho vztahu muzeme
vyjadrit chybu v bodé x pro krok %

v -y (ng) = 5 (v(25) - v (811

resp. pro krok h

)=yt = 57 (v (55 - vl (8.12)

Odhad chyby 8.12 lze pouzit pro fizeni délky kroku h. Vypocteme vzdy ptibliznou
hodnotu feseni v bodé z; jednim krokem metody s pouzitim kroku A a dvéma kroky
metody s pouzitim kroku % . Pak muzeme pomoci téchto dvou hodnot odhadnout chybu.
Je-1i prilis velkda, vratime se do predchoziho uzlového bodu a pokracujeme s polovicnim
krokem, je-li chyba vzhledem k nasim pozadavkum na presnost prili§ mald, pokracujeme
dale s vétsim krokem, napf. dvojnasobnym. Jako vyslednou aproximaci pak muzeme vzit
kombinaci obou hodnot vypoctenou podle vzorce 8.10. Tato metoda je dosti pracna, ale
uc¢inna a v praxi ¢asto pouzivana.

Priklad 8.3 Metodou Runge-Kutta c¢turtého radu najdéte hodnotu reseni pocdtecni ulohy

Yy =ye", y(0)=1

bodé x = 0,2 s presnosti 1077,
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Reseni: Pouzijeme metodu poloviéniho kroku. Zaéneme s krokem h = 0,2, provedeme
jeden krok metodou Runge-Kutta. Vyjde 3(0,2;0,2) = 1,24782070.

Nyni dojdeme do bodu 0,2 pomoci dvou krokt metody R-K s krokem h = 0,1. Vyjde
y(0,2;0,1) = 1,24782556.

Podivame se, je-li chyba dostateéné mala:

24171(3/(0,2; 0,1) —4(0,2;0,2)) =3-107" > 1077

S vysledkem se tedy nemuzeme spokojit. Musime zacit znovu od zacatku a pouzit mensi
krok, h = 0,1. Vypoc¢teme hodnotu feseni v bodé 0,1 nejprve pomoci jednoho kroku
metody s h = 0,1 a pak pomoci dvou kroku metody s h = 0,05 :

y(0,1;0,1) = 1,11090035, y(0,1;0,05) = 1,11090046

Odhadneme chybu:

57—=(y(0,1;0,05) — »(0,1;0,1)) =7-107° < 107"

Zatim je vSechno v poradku, muzeme pokracovat se stejnym krokem. Jako pribliznou
hodnotu feseni v bodé 0,1 vezmeme kombinaci

y = 24y(0;l;0§§>)_—1y(0;;0,1) = 1.11090047. (Mohli bychom ale pracovat i s y(0,1;0,05).)
Udélame dalsi krok - tim se dostaneme do bodu 0,2. Pak se do téhoz bodu dostaneme
dvéma kroky s h = 0,05 : y(0,2;0,1) = 1,24782569, y(0,2;0,05) = 1,24782589,

57— (y(0,2;0,05) — ¥(0,2;0,1)) =107° < 107".

Hodnota FeSeni zadané pocatecni tilohy v bodé z = 0,2 s piesnosti 1077 je tedy
¥(0,2;0,05) = 1,2478259 (piipadné bychom mohli pouzit i kombinaci y(0,2; 0,05) a y(0,2; 0,1),
ta je jesté presnéjsi).

8.1.6 Vicekrokové metody

U vicekrokovych metod poc¢itame ptiblizné feSeni v dalsim uzlovém bodé sité pomoci
nékolika predchozich uzlu. Protoze pritom pouzivame nejen hodnoty priblizného reseni,
ale také hodnoty pravé strany f(z,y) v téchto bodech, budeme kvuli snadnéjsimu zépisu
pouzivat oznaceni f; = f(x;,y;).

Obecné vypada linearni k-krokova metoda takto:

Yni1 = Q1 Yn+ A2 Yn-1+ -+ Yn—tr1+ 0 (Do foyr + b1 fro + -+ bk fruri1) 5 (8.13)
kde k je ptirozené ¢islo a alespon jedna z konstant ay, by, je ruzna od nuly.

Ziejmou nevyhodou k-krokové metody je, ze feseni v prvnich k uzlovych bodech xg, ..., xp_1
musime ziskat néjakym jinym zpusobem. K tomuto uc¢elu se zpravidla pouzivé jednokrokova
metoda stejného tadu presnosti, jaky ma déle pouzita vicekrokova metoda.

Je-li by = 0, metoda 8.13 se nazyva explicitni. V tomto pripadé muzeme hodnotu
v novém uzlovém bodé piimo vypocitat dosazenim do vzorce 8.13.

Je-li by #£ 0, metoda 8.13 se nazyva implicitni. Pak se na pravé strané rovnice 8.13 kromé
znamych hodnot vyskytuje také f,11 = f(@ni1,Yns1), takze y,11 nemuzeme vypocitat
piimo, ale v kazdém kroku musime fesit rovnici

Yn+1 = hbo f(Tpi1,Yns1) + 9

S neznamou Y41, kde g = Zle Qj Yn—j+1 + hZle bj fa—j+1 je znamé ¢islo (v kazdém
kroku jiné).
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V piipadé nékterych pravych stran f tuto rovnici vyresime piesné, obecné je vsak potieba
tuto rovnici fesit numericky, vétsinou metodou prosté iterace.

Tato nevyhoda je vSak vyvazena piiznivymi vlastnostmi implicitnich metod. Tyto metody
jsou pii daném k presnéjsi a jsou také stabilnéjsi nez explicitni metody.

Priklad 8.4 Ezxplicitni ctyrkrokovou metodou cturtého radu

Ynt1 = Yn—3 + g h(2fn—2 = fu-1+2fn) (8.14)
reste pocdtecni ulohu

y=a*-y , y0)=1
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,7) .
Reseni: Nejprve musime néjakym zpusobem najit feseni v bodech z; = 0,1, 2, =

0,2, x3 = 0,3. Pouzijeme vysledky ptikladu 8.2, kde jsme fteSili tutéz pocatecni tlohu
metodou Rungeho-Kutty. Potfebné hodnoty zde znovu vypiSeme, vcetné hodnot pravé
strany f(z,y) = 2% —y.

11 = 0,9051627 yo = 0,8212695 ys = 0,7491822

fi=-0,8951627 fo = —0,7812695 f3 = —0,6591822
V dalsich uzlovych bodech uz budeme postupovat podle vzorce 8.14, tzn.

4
y4:y0+§h(2fl —fat2f3), Y :yl+§h(2f2_f3+2f4) atd.
Vypoctené hodnoty zapiseme do tabulky. Pro srovnani uvadime i hodnoty presného reseni.

n | Ty | Yn fa y(zn)

410,41 0,6896773 | -0,5296773 | 0,6896800
50,5 10,6434678 | -0,3934678 | 0,6434693
60,6 |0,6111865 | -0,2511865 | 0,6111884
70,7 10,5934142 | -0,1034142 | 0,5934147

Priiklad 8.5 Implicitni trikrokovou metodou cétvrtého rdadu

1 3
Yn+1 = g (9yn - yn—2) + g h(fn+1 +2f, — fn—l) (8-15)

reste pocatecni ulohu
y=a*—y , y0)=1
s krokem h = 0,1 na intervalu (0; 0,4).
Reseni: Jako vychozi hodnoty yi,v. opét pouzijeme vysledky ziskané metodou Runge-
Kutta v prikladu 8.2. Reseni v bodé z3 = 0, 3 budeme jiz pocitat podle vzorce 8.15.
y3 ziskdme jako feSeni rovnice y3 = % (9y2 — o) + %O, L(f(xs,y3) +2f2 — f1), tj.
Y3 = % (9y2 — yo) + % 0,1(0,3> —ys + 2f2 — f1)-
Vyjde y3 = 0,7491822. K dalsim vypoc¢tum potiebujeme jesté f3 = —0,6591822.
ys ziskdme jako FeSenf rovnice yy = 5 (9ys — y1) + 2 0,1(0,4% — ys + 2f3 — fa).

Vyjde y4 = 0, 6896806.
V tomto piikladu bylo feSeni rovnic s neznamou y,,11 velmi jednoduché. Vétsinou je vSak

vvvvvv
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8.1.7 Vicekrokové metody zalozené na numerické integraci

Nyni ukazeme, jak odvodit nékteré konkrétni vicekrokové metody.

Regenou rovnici /() = f (z,y(r)) mizeme zintegrovat na intervalu (z, 41, Zny1) . Tim
dostaneme

Tn+1

Y(Ener) = Y(Ensrs) = / f (. y()) da (3.16)

Tn+l—s

Funkci f nahradime interpola¢nim polynomem a ten zintegrujeme. Podle toho, jak zvolime
s a uzly interpolace, dostavame ruzné metody.

Metoda pouzita v piikladu 8.4 byla ziskana integraci ptes interval (z,_3, Z,41) a pouzitim
otevieného Newton-Cotesova vzorce s uzly x, o, T, 1 a T,.

Castéjsi nez pouziti Newton-Cotesovych vzorct je vsak jiny postup: Funkei f nahradime
interpola¢nim polynomem s uzly x,i 1 g,...,Ts, resp. s uzly i1 g,---,Tpi1, & rOVIIC
zintegrujeme pres interval (x,, T 1) (tzn. s v 8.16 je rovno 1). Tim dostaneme explicitni,
resp. implicitni k-krokovou metodu.

Explicitni linedarni k-krokové metody odvozené vyse popsanym postupem se nazyvaji
Adams-Bashforthovy.

Nejjednodussim pripadem Adams-Bashforthovy metody, kdy & = 1, je metoda Eulerova.
V tomto piipadé funkci f nahrazujeme konstantou f,. Integraci pres interval (x,, ;1)
dostaneme znamy vzorec v, 11 = Yn + hfn.

Zvolime-li k = 2, budeme misto funkce f integrovat linearni polynom prochézejici body
[Zn_1, fac1], [Tn, fn] - Ctendf si mize ovétit, ze vyjde ypi1 = yn + h (3fn— 5fu1)-
Podobné pro dalsi k dostaneme vzdy integral z interpola¢niho polynomu jako linearni kom-
binaci funkénich hodnot f;,72 =n,n—1,...,n+1—k. Obecny tvar Adams-Bashforthovych
metod je proto

Ynt1 = Yn + h(01fr + bafo1 + -+ b frr1-k) (8.17)

Prehled koeficientu b; pro k = 1,2, 3,4 je v nasledujici tabulce spolu s fadem presnosti p
kazdé metody.

k by by b3 by p
1 1 1
2| 3/2 -1/2 2
3123/12 -16/12 5/12 3
4| 55/24 -59/24 37/24 -9/24 |4

Pokud za uzel interpolace vezmeme i x,,,, dostaneme Adams-Moultonovy metody.
Nejjednodussi z nich je tzv. implicitni Eulerova metoda : ¥, 11 = yn + hfni1.
Obecny tvar Adams-Moultonovych metod je

Ynt1 = Yn + R (bofri1 +01fn+ -+ bifori-k) - (8.18)
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Prehled koeficientu b; pro k = 0,1, 2,3 je v nasledujici tabulce, opét i s fadem presnosti
p. Vsimnéme si, ze zde je fad p vyssi nez k (na rozdil od Adams-Bashforthovych metod,
kde byl stejny jako k).

k| b by by bs
0 1
1] 1/2 1/2
2(5/12 8/12 -1/12
319/24 19/24 -5/24 1/24

=W N S

Poznamka. Existuji i metody zalozené na numerickém derivovani. V tomto piipadé
nahrazujeme derivaci nezndmé funkce y(z) na levé strané tesené diferencidlni rovnice
derivaci interpola¢niho polynomu.

8.1.8 Metody prediktor-korektor

Jak jiz bylo teceno, pii pouziti implicitnich vicekrokovych metod je potieba v kazdém
kroku vypocitat y,.1 jako feSeni rovnice

Ynt1 = hbo f(Tni1, Yns1) + 9, (8.19)

k k
kde g = Zj:l a5 Yn—jt+1 + hzj:l bj fr—j+1-
Vsimnéme si, ze rovnice 8.19 je zapsdna ve tvaru vhodném pro pouziti metody prosté
iterace, popsané v kapitole 4.1.5. K hledané hodnoté se muzeme postupné priblizovat
itera¢nim procesem

r+1 r
yﬁz-l—l) = hbof(ffnﬂ,ygll) +9 (8.20)
D4 se dokézat, ze jsou-li splnény predpoklady véty 8.1, rovnice 8.19 mé jediné feseni a
zvolime-li h dostateéné malé, itera¢ni metoda konverguje.
Zbyvéa otazka, jak ziskat dobrou pocatecni aproximaci 1%(321- K tomu se nabizi pouziti
explicitni vicekrokové metody.

Princip metod prediktor-korektor je tedy tento:

V kazdém kroku nejprve vypocteme pocateéni aproximaci y,(lgll pomoci explicitni vicekrokové
metody - prediktoru (predikce = piedpoved).

Tuto hodnotu zptesnime pouzitim implicitni vicekrokové metody - korektoru (korekce
= oprava), a to dosazenim yfﬂl do 8.20 (s tim, ze r = 0). Tim dostaneme 3/7(3421-

Nekdy se korektor pouzije pouze jednou, nékdy se iterace 8.20 opakuji tak dlouho, dokud

se nedosdhne pozadované presnosti, tj. dokud pro néjaké r neplati |y£:f11) — y,(gﬂ <e.

Jako dvojici prediktor-korektor volime vzdy explicitni a implicitni metodu téhoz radu.
Jedna z moznosti je pouziti metody z prikladu 8.4 jako prediktoru a k tomu metody z

prikladu 8.5 jako korektoru, ale pouziva se i fada jinych metod, viz nasledujici piiklad.

Priklad 8.6 Metodou prediktor-korektor, konkrétne
prediktor: ygﬁl =Yn + 2—14 h(55f, —59fn-1+37fn2—9fn_3)
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korektor: Y5 =y + 35 (9 (@i, yTH) + 19 0 = 5fuct + fua)

(Adams-Bashforthova a Adams-Moultonova metoda cturtého radu)
)
r+1
Korektor pouZijte vZdy jednou.

reste pocdatecnd ulohu y' = , y(l) =0 s krokem h = 0,1 na intervalu (0;0,5) .

Reseni: Protoze pii pouziti prediktoru musime vzdy znét feseni ve ctyfech predchozich
uzlovych bodech, musime nejprve vypocitat feseni v bodech z; = 1,1, 2, = 1,2, 23 = 1,3
(hodnotu v xy = 1 zndme z pocatecni podminky). Provedeme to pomoci metody Runge-
Kutta ¢tvrtého radu. Vyjde:

Yo=0 y; =0,095238  y,=0,181818  y3 = 0,260870
fo=1  f1=0,907029  fo, =0,826446  f3 =0,756144.
Déle budeme pokracovat metodou prediktor korektor.
V uzlovém bodé x4 = 1,4:
U = gy k0,1 (555 — 592 + 37f1 — 9fo) = 0,333318
y) = g5+ L - 0,1 (9f(1,4; 0,333318) + 19f5 — 5f5 + f1) = 0, 333334.
Tedy ys = 0,333334, hodnota pravé strany f je f, = 0,694444. Pro srovnani, presnd
hodnota teseni je y(1,4) = 1/3 = 0, 333333.
V uzlovém bodé x5 = 1,5:
y = gy 0,1+ (55f4 — 595 + 37f2 — 91) = 0,399989
y$) =y + & - 0,1- (9£(1,5; 0,399989) + 19f, — 5f5 + fo) = 0,400002.
Tedy ys = 0,400002. Ptesnd hodnota feseni je y(1,5) = 0,4.
Poznamka. Nékdy se mezi prediktorem a korektorem pouziva tzv. modifikator, jimz

hodnotu ziskanou prediktorem pied pouzitim korektoru jesté zpresnime. Vice o tom napf.
v [4] nebo [?].

8.1.9 Reseni soustav diferencidlnich rovnic
Resen{ soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu s pocateénimi podminkami
yi = fil@ynye, ) (@) = m

yé : f2(51773/173/2>--~73/n> y2<x0) : T2 (821)

/

Yo = fn(xaylay%”'ayn) yn('TO) = T

se hledd velmi podobné jako feseni jediné diferencialni rovnice s poc¢ateéni podminkou.
Soustavu 8.21 muzeme prepsat vektorové jako

y, = f(l’, Y)a Y(xO) =1, (822)

kde y = (ylv"‘ayn)Tv f= (f17"-7fn)T an= (7717--'777n)T~
Pro jeji numerické feseni muzeme pouzit kteroukoli z dfive popsanych metod, jen je
potieba pracovat s vektory.
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Eulerova metoda pro soustavu je tvaru

Yr+1 = ¥Yn + hf(l'ny Yn)a (823)

Rungova-Kuttova metoda 4. fadu pro soustavu vypada nasledovneé:

1
Yntl = Yutg h(ky + 2ky + 2ks + ky) (8.24)
kl = f(xm yn)
1 1
k2 = f(xn + = haYn + = hkl)
2 2
1

1
k4 = f(In + h’Yn + hkg)
Resfme-li soustavu dvou rovnic, je jednodussi oznacit nezndmé funkce jako y a z a funkee

na pravé strané jako f a g, abychom se vyhnuli neptijemné praci s mnoha indexy. Resena
soustava pak je

y = flz,y,2)  ylzo) = wo
8.25
2 = g(z,y,2) z(xg) = 2. ( )
Eulerovu metodu pak muzeme zapsat jako
Yn+1 = yn+hf<xnaynazn) (826)

Zn+l = Zn + hg(x’m Yn, Zn)7
metodu Runge-Kutta 4. fddu jako

1
Yny1 = Yn + G h(ky + 2ko + 2k3 + ky) (8.27)

1
Zn+l = ZRn —+ 6 h(ll -+ 2[2 + 2[3 -+ l4),
kde

ki = f<xmymzn) Lh = 9(

ko = f(‘rn+%huyn+%hklazn+%hll> ly g(xn—i-%h,yn—l—%hkl,zn—l—%hll)
ks = f(zo+1h,yn+ 3 hks, 2, + 1 hly) I 9(@n + 3 hyyn + L ko, 2, + L hly)
ky = f(zn+ h,y, + hks, z, + hl3) Iy = g(zn+ h,y, + hks, z, + hl3)

Ty Yns Zn)

Priklad 8.7 Soustavu diferencidlnich rovnic s poc¢datecnimi podminkams

/

y = z-y—2z y0)=1
2 = ye* 2(0)=0

reste Eulerovou metodou s krokem h = 0,05. Provedte 2 kroky.

Reseni: V tomto pifpadé je f(z,y,2) = 2 —y — 2, g(z,y,2) = ye*, yo = 1 a z = 0.
Priblizné hodnoty feseni v uzlovych bodech ;1 = 0,05 a x5 = 0,1 vypocteme podle vzorcu
8.26:

y1=1+0,05(0—1-0)=0,95 21=04+0,05-1-¢"=0,05

Yo = 0,95+ 0,05 (0,05 — 0,95 —0,05) = 0,9025 2z, = 0,05+ 0,05-0,95 - *% = 0,0999.
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8.1.10 ReSeni diferencidlnich rovnic vyssiho fadu
Obyc¢ejnou diferencialni rovnici n-tého fadu s poc¢atecnimi podminkami
n n— n— —1

y( ) - f(x7y7y/7"'7y( 1)) y(‘IO) :y()ay/(x(]) :y(,bvy( 1)(.750) :y(()n ) (828>
muzeme pirevést na soustavu diferencialnich rovnic prvniho fadu, a to nasledujicim
zpusobem:
Oznacime y; = y,y2 = v, ..., Yn = y" Y. Potom ziejmé plati, ze y| = va, 35, = y3 atd.
Podle zadané diferencialni rovnice ma platit y™ = f(z,y,v,...,y" V), coz pii nasem

oznaceni znamend y, = f(x,y1,ye,. ..
rovnic prvniho fadu

Y
Y

/

Yn

g y2
= Us

= f<557y17y27~--

7yn)

yi(wo) =
Y2(0) =

huleo) =

Yo
Yo

n—1
i

,Yn). Tim jsme ziskali soustavu n diferencidlnich

(8.29)

kterou muzeme fesit kteroukoli z vyse popsanych metod. Resenfm ptivodn{ rovnice n-tého
radu je pak prvni slozka feSeni soustavy 8.29.

Piiklad 8.8 Diferencidlni rovnici druhého vdaduy" = y-y' —x? s pocdteénimi podminkami
y(0) = 1,4/(0) = 1 nejprve prevedte na soustavu dvou rovnic proniho 7ddu a tu pak Feste
metodou Runge-Kutta 4. Fddu. Proved’te dva kroky s krokem h =0, 1.

Reseni: Oznacime z = y'. Soustava rovnic prvniho fadu je pak

y(0) =1

y/

Z/

= Z

= Yy-z—

2 z2(0)=1

Tuto soustavu budeme fesit metodou Runge-Kutta. Vsechny potiebné hodnoty jsou zapsany
v nasledujici tabulce. Ve sloupcich oznacenych x, y a z jsou soufadnice bodu, v nichz
vyéislujeme hodnoty funkel f(x,y,2) = z a g(z,y,2) =y - 2 — x? pri vypoctu k; a ;.

I | zn z Y E

0]0 |1 1 0 |1 1 by =1 L =1
0,05 | 1,05 1,05 ko = 1,05 =11
0,05 | 1,10525 | 1,055 ks = 1,055 I; = 1,107888
0,1 |1,1055 |1,110789 | kq = 1,110789 | I, = 1,217977

10,1 1,105346 | 1,110563 | 0,1 | 1,105346 | 1,110563 | k; = 1, 110563 | I = 1, 217556
0,15 | 1,160875 | 1,171440 | ky = 1,171440 | I, = 1,337395
0,15 | 1,163918 | 1,177432 | ks = 1,177432 | I3 = 1,347935
0,2 | 1,223090 | 1,245356 | ky = 1,245356 | I, = 1,483182

2 10,2 ] 1,222908 | 1,245086

Pfiblizné hodnoty teseni puvodni rovnice druhého fadu v uzlovych bodech x; = 0,1 a
xo = 0,2 tedy jsou y; = 1,105346 a yo, = 1, 222908.
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8.2 Okrajové tulohy

Dosud jsme se zabyvali ilohami, u kterych jsme znali hodnotu feSeni, pripadné hodnoty
derivaci feSeni, v poc¢atecnim bodé intervalu, ktery nas zajimal. U okrajovych tloh je
situace jina. Jak jiz nazev napovida, budou zadany hodnoty feSeni v krajnich bodech
zkoumaného intervalu.

V této kapitole budeme hledat feSeni diferencialni rovnice druhého radu

y'=fxy.y) (8.30)
na intervalu (a, b) s okrajovymi podminkami
y(a) =a, yb)=p. (8:31)
y y
Yo - P I
p
a=Xq X a b X

Obrazek 8.7: Pocatecni tloha - zadano Obrazek 8.8: Okrajova tloha
je y(xo) a y'(xp) (tj. smérnice tecny).

Okrajové podminky mohou byt i jiného tvaru nez 8.31. O tom, jak se postupuje pii feseni
takovychto tloh, se zminime pozdéji.

Teorie existence a jednoznacnosti feSeni okrajovych tloh je mnohem komplikovanéjsi nez
u tloh pocatecnich a zdaleka neni tak univerzalni. Obtiznéjsi je i numerické feseni téchto
uloh.

V dalsim textu se seznamime s metodou kone¢nych diferenci a velmi struéné s metodou
sttelby a uvedeme podminky zarucujici existenci a jednoznacnost TeSeni pro nékteré
konkrétni typy rovnic.

8.2.1 Metoda koneénych diferenci

Tato metoda se téz nazyva metoda siti. Podobné jako u drive probranych metod budeme
hledat piiblizné hodnoty teseni pouze v tzv. uzlovych bodech z;, : = 0,1,...,n, které
ziskdme tak, ze interval (a,b) rozdélime na n stejnych dilka délky h = (b — a)/n. Uzlové
body pak jsou x; = a + th.
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Budeme pozadovat platnost rovnice 8.30 ve vSech vnitinich uzlech x;, ¢t =1,...,n—1, tj.

y' () = flxiy(@:),y' (z), i1=1,...,n—1

Derivace vystupujici v této rovnici nahradime diferencemi (viz kapitola 6.1), napt. takto:

) _21 i— i - Yi— .
gl hyQ_'_y 1:f(wiayi7y+12—hyl)v 221,...,7’1—1 (832)

Pridame-li k rovnicim 8.32 okrajové podminky 8.31, dostaneme tzv. soustavu diskretizacnich
rovnic (obecné nelinedrnich, zalezi na povaze funkce f) s nezndmymi y1,...,y,_1. Tuto
soustavu pak vytesime nékterou metod popsanych v kapitolach 3 a 4.2.

Presnost vysledku zévisi na presnosti zvolenych diferencnich formuli a na metodé uzité

k fteSeni vzniklé soustavy rovnic.

Metodu konecnych diferenci nyni podrobnéji predvedeme na okrajové loze
—y"+o(x)y = f(z), yla)=a, yb)=4 (8.33)

Véta 8.2 Jsou-li funkce o(x) a f(x) spojité na intervalu {a,b) a o(x) >0 pro x € {(a,b),
pak okrajovd uloha 8.33 ma jediné teseni pro jakékoli hodnoty o a (.

Poznamka. Nejsou-li splnény predpoklady véty 8.2, tiloha 8.33 feseni mit muze a nemusi.
Predvedeme to na jednoduchém piikladu rovnice y” +y = 0 (neboli o(z) = —1). Obecné
feSeni této rovnice je y = ¢y sinx + ¢y cos .

Pro okrajové podminky y(0) = 0,y(5) = 1 ma tiloha feSeni jediné, zatimco predepiSeme-li
okrajové podminky y(0) = 0,y(7) = 0, tloha bude mit nekonetné mnoho feseni tvaru
y = cysinz, kde ¢; je libovolnd konstanta, a naopak, predepiseme-li okrajové podminky
y(0) = 0,y(m) = 1, uloha nebude mit feseni zadné.

Nyni odvodime soustavu diskretizacnich rovnic pro ulohu 8.33. Oznacéime o(z;) = oy,
f(z;) = fi a druhou derivaci neznamé funkce y nahradime diferenci podle predpisu 6.6:

Yiv1 — 2Yi + Yima
_ e

Rovnici vynasobime h? a slouéime éleny obsahujici y;. Dostaneme:

—yi1+ 2+ R0y — Y = A f;, i=1,...,n—1 (8.34)

+O-iyi:fi7 Z:]-a)n_]-

Dosadime-li za yg a y, z okrajovych podminek a a (3, dostaneme soustavu
(2+ P00y — (% =hfi+ta

—U1 + (2 + hZO'Q)yQ .— Y3 : h2f2 (835)

- Yn—2 + (2 + hQUn—l)yn—l - h2fn—1 + 6
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Je vidét, ze matice této soustavy je tiidiagonalni, symetrickd a diagonalné dominantni. D&
se ukazat, ze je také pozitivné definitni. Soustavu muzeme tesit napr. Gaussovou eliminaci
prizpusobenou pro tiidiagonalni soustavu.

Priklad 8.9 Metodou konecnijch diferenci reste okrajovou ulohu
'+ + 2y =z y0)=1, y(1) =2

s krokem h = 0,25.

Reseni: Protoze krok je h = 0,25, budeme hledat piiblizné hodnoty feseni v uzlovych
bodech z; = 0,25, x5 = 0,5, x3 = 0,75. V krajnich bodech intervalu xy = 0 a x4 = 1
feSeni zname z okrajovych podminek.
Vypocteme potiebné hodnoty o; a f;:

) 0 1 2 3
x; 0 025 | 05| 075 |1
o;=1+z7|-|1,00625 | 1,25 | 1,5625 | -
fi=x; -1 025 | 05 0,75 |-
Soustava diskretizacnich rovnic pak je:
2,06640625y, — Y2 = 0,015625 + 1

—yl  +2,078125y, — s — 0,03125
—  ys + 2,09765625y; = 0,046875 + 2

Resen{ této soustavy je y; = 1,140, y, = 1,341, y5 = 1,615.
Pro srovnéni, hodnoty presného feseni jsou y(z1) = 1,138, y(zq) = 1,337, y(x3) = 1,612.
Kdybychom chtéli dosdhnout vétsi presnosti, museli bychom interval rozdélit jemnéji.

Nyni se budeme zabyvat vyznamnym typem okrajovych tloh, tzv. rovnici v samoad-
jungovaném tvaru

—(p(@)y) +q(x)y = f(z), yla)=a, y(b) =03 (8.36)

Véta 8.3 Jsou-li funkce p(x),p'(x),q(z) a f(x) na intervalu {a,b) spojité a spliugi-li na
ném podminky p(x) > 0,q(x) > 0, pak okrajovd uloha 8.36 md jediné teSeni pro jakékoli
hodnoty «, 3.

Pti teseni ulohy 8.36 metodou siti budeme opét hledat feSeni v uzlovych bodech z;, ale
pro ndhradu derivaci diferencemi pouzijeme navic jesté , polovicni uzly” x;iy/2 = z; + %

h/2 h/2 h/2 h/2

|
T
----- Xi_1 iz % Xier2 Xigl -
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Podobneé jako difve budeme znacit ¢; = q(x;), fi = f(2:) a pig1/2 = p(Tit1/2).
Vnéjsi derivaci ¢lenu (p(z)y’)’ v i-tém uzlu muzeme nahradit diferenci takto (v podstaté
podle vzorce 6.4):

. Div1 2?/(331' 1 2) — DPi—1 2?/(551;1 2)
(py) () = = -

Nyni nahradime diferencemi hodnoty y'(xit1/2) a ¥'(2i—1/2) :

C Yir1 — Yi .Y T Y
3//(5’51‘+1/2) = +T ) y/(%—1/2) = T

Dosazenim téchto vztahu do rovnice 8.36 dostaneme

1 Yi+1 — Y Yi — Yi—1 -
3 (pz+1/2 A Di—1/2 3 +aqyi = fi -

Vynéasobenim rovnice h? a slou¢enim ¢lenti obsahujicich y; ziskdme soustavu diskretiza¢nich
rovnic pro neznameé vy, ..., Ynp_1

—Di-1/2Yi—1 + (Di—1/2 + Dit1/2 + aih®)y; — Dit1/2 Yi+1 = Kfi, i=1,...,n—1 (837)

V prvni a posledni rovnici pfitom vyuzijeme hodnoty zndmé z okrajovych podminek -

Yo = ay, =p.
Soustava v rozepsaném tvaru pak vypada nasledovné:

(p1/2+P3/2+h%q1) y1 — P3/2 Y2 = h2fi+p12 0
—p3s2y1 + (p3j2+ps2+h?@)y2 — psjaus = h2fs (8 38)
- Prn—3/2 Yn—2 + (Pnos/atPr_1/2+h?an—1)yn—1 = W fa_14Pp_1/28

Matice této soustavy je (stejné jako u rovnice 8.33) tiidiagondlni, symetrickd, diagondlné
dominantni a pozitivné definitni.

Priklad 8.10 Metodou konecnyjch diferenci teste okrajovou ulohu
(@) +ay=1, y(1)=1, y(2)=0,5
s krokem h =0, 2.

Reseni: Podminky existence a jednoznacnosti fesenf zadané tlohy jsou splnény:

Funkce p(z) = 22,9/ (z) = 2z,q(z) = x a f(x) = 1 jsou spojité na intervalu (1,2),
p(x) > 0 a ¢(x) > 0 na tomto intervalu.

Sestavime soustavu diskretizacnich rovnic pro neznamé hodnoty feseni v uzlovych bodech
r1=1,2,20 =14 235=1,6a x4 =1,8.

Potiebné hodnoty funkci p, ¢ a f muzeme opét vypsat do tabulky:

? 0 1 2 3 4 5
x; 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
G = x; 1,2 1,4 1,6 1,8
fi=1 1 1 1 1
Tiy1/2 1,1 1,3 1,5 1,7 1,9
Pit1/2 = Ty 1,21 1,69 2,25 2,89 3,61
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Soustava diskretizac¢nich rovnic pak je:

2,948y, — 1,695 =0,04+1,21-1
—1,69y; + 3,996y, — 2,25y; = 0,04
— 2,25y, + 5,204y; — 2,89y, = 0,04

— 2,89y; + 6,572ys = 0,04 + 3,61 -0.5

Reseni této soustavy, zaokrouhlené na étyfi desetinnd mista, je v nasledujici tabulce. Pro
srovnani uvadime i hodnoty pfesného feseni v uzlovych bodech.

1 0 1 2 3 4 5)
x, |1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
v, | 1108337 |0,7147 | 0,6253 | 0,5557 | 0,5
y(x;) | 10,8333 | 0,7143 | 0,625 | 0,5556 | 0,5

Na obrazku 8.9 jsou vypoctené hodnoty znazornény.

yl T °
YZ T o}

057 o

| |
T T

112141618 2 X

Obrazek 8.9: K prikladu 8.10 - nalezené priblizné reseni.

Poznamka. Kazdou linearni diferencialni rovnici druhého radu

v+ i@y + fax)y = f3(x) (8.39)

1ze vhodnou tpravou prevést na samoadjungovany tvar —(p(z)y’)’ + q(z)y = f(x), kde
pla) = el 59, () = —o()el O 0 (o) = —fy()el B,

(Integracni konstantu ¢ v [ fi(z) da volime rovnu nule.)

Piiklad 8.11 Preved’te na samoadjungovany tvar rovnici

y" —2xy’ — 2y = x.
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Reseni: Podlgr predchozi poznadmky bude p(x) = e/ (204 — ¢=2° () = —(=2¢7*") a
f(z) = —xze ®". Tedy rovnice v samoadjungovaném tvaru je

—(ey) 4+ 2e "y = —ze ",

Snadno se muzeme presvédcit, ze pouzitim pravidla pro derivaci soucinu a naslednym
o , . _ 2 o < . .
vydélenim rovnice —e™* dostaneme puvodné zadanou rovnici.

Poznamka. Mozn4 ¢tenafe napadla otazka, pro¢ naopak samoadjungovanou rovnici nerozepiseme
na tvar 8.39, nenahradime zvlast druhou a prvni derivaci nezndmé y a nefesime takto
vzniklou soustavu rovnic. To samoziejmé udélat muzeme. Samoadjungovany tvar ale ma

své vyhody, rozhodné to neni jen vymysl ,zlych” matematiku. Mnoho tloh technické

praxe vyjde jako rovnice v samoadjungovaném tvaru primo z podstaty rfeseného problému

a tento typ uloh ma svou podobu i u parcialnich diferencidlnich rovnic, tzn. u funkei vice
proménnych. Dalsi vyhodou feSeni rovnice v samoadjungovaném tvaru jsou vySe popsané
priznivé vlastnosti matice soustavy diskretizacnich rovnic.

Obecnéjsi okrajové podminky

Zatim jsem se zabyvali pouze okrajovymi podminkami tvaru 8.31, tzn. méli jsme zadany
piimo hodnoty feseni v krajnich bodech intervalu (a, b) . V okrajovych podminkach se vsak
muze vyskytovat také prvni derivace hledaného feseni. Obecné mohou okrajové podminky
vypadat takto:

a1y (a) + asyla) = as
By (b) + B2y(b) = s (8.40)

«;, B, 1 = 1,2, 3, jsou realnd ¢isla. Néktera z nich mohou byt nulova - napt. proa; = 31 =0
dostaneme jiz probrané okrajové podminky 8.31, ale nesmi byt soucasné «; i as rovno
nule ani soucasné 3; i B, rovno nule.

Ukazeme, jak si s takovymito okrajovymi podminkami poradit, fesime-li okrajovou tlohu
metodou siti. V' predchozi kapitole jsme ukazali, jak ziskdme soustavu diskretizacnich
rovnic s nezndmymi vy, ..., Y,—1. V nasem piipadé ale mame o dvé neznamé vice, hodnoty
feseni v krajnich bodech a = x9g a b = x,, yo a y,, nejsou okrajovymi podminkami
piimo zadany. Proto musime k soustavé diskretizacnich rovnic pridat dalsi dvé rovnice. Ty
ziskdme z okrajovych podminek 8.40 nahrazenim derivace diferenci. To muzeme provést
nékolika zpusoby:

e Derivaci nahradime nejjednodussim moznym zpusobem,

- Y1~ Yo Yn — Yn—1

! = esp. v (v,) = X" . 8.41
Yy = P resp () = (3.41)
K diskretiza¢nim rovnicim pak pridame jesté rovnice
Yy1—Y
a; = 3 Y Yo = Q3
Yn — Yn—1
ﬁlT + Boyn = B

Tato metoda je velmi jednoduchd, méa ovsem jeden hacek. Vzorce 8.41 maji malou pfesnost,
jejich chyba je tadové h. K aproximaci derivaci pti sestavovani diskretizac¢nich rovnic vsak
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obvykle pouzivdme piesnéjsi formule s chybou fddu h%. Mohlo by se zdat, Ze priddnim
dvou méné presnych rovnic se toho moc nezkazi, ale ukazuje se, ze vétsi nepiesnost aprox-
imace v krajnich bodech ovlivni velikost chyby ve vSech bodech z;.

vvvvvv

y%x0>£:-—3yo+—4y1—-yz resp. y%xn>£:yn_z—-4yn_1%—3yn
2h ’ 2h
Pouzitim této metody se vyhneme ztraté presnosti, ktera se objevuje u metody piedchozi.
Jistou nevyhodou vsak je, ze pridanim ptislusnych rovnic muzeme pfijit o nékteré prijemné
vlastnosti matice soustavy diskretizacnich rovnic, napi. diagonalni dominanci.

(8.42)

e Derivaci muzeme také nahradit centralni diferenci, tj.

/ - Y1 =Y / - Ynt+1 — Yn—1
== esp. n) = ——— | 8.43
Jio) = BV e () = B (5.3
kde y_1 a 9,41 jsou hodnoty feseni v tzv. fiktivnich uzlech x 1 =a —h a z,,1 = b+ h.
Vzorce 8.43 maji chybu fddové h%. Timto zptusobem jsme si ale piidali dalsi dvé nezndmé,
Y_1 a Ypr1, @ musime proto k soustavé pridat jesté dalsi dvé rovnice. Ty ziskame tak,
ze budeme pozadovat platnost rovnice 8.30 i v krajnich bodech xy a z,, neboli platnost

roviic 8.32iproi=0a1t=n.

8.2.2 Metoda strelby

Metoda stielby je dalsi vyznamna metoda pro feSeni okrajovych tloh. Zde jen nastinime
jejf princip, nebot na dikladné probrani v obséhlych osnovach tohoto kursu asi stejné
nezbude cas.

Zakladem metody stielby je pfevedeni okrajové tilohy na tlohu pocatecni.

Pripomenme, ze fesime diferencialni rovnici druhého radu

y' = f(x,y,9), yla)=a, yb)=70. (8.44)

U pocatecni ulohy druhého radu musime znat hodnotu feseni v bodé a = xy a hodnotu
derivace feseni v tomto bodé:

y' = f(z,y,9), yla)=a, y(a)=1r. (8.45)

Kdybychom si za hodnotu derivace v bodé a urcité v zvolili, mohli bychom pomoci nékteré
z metod popsanych v kapitole 8.1 najit ptiblizné reseni takovéto pocatecni ilohy. Jenomze
bychom se na konci s nejvétsi pravdépodobnosti netrefili do pozadovaného (5. U metody
sttelby je proto zdkladni otdzka: Jak zvolit hodnotu derivace v bodé a, tj. pod jakym
thlem zamifit (viz obrdzky 8.7 a 8.8), abychom na konci intervalu zasahli 3, neboli aby
vyslo y(b) = 7

V podstaté se jednd o feSeni rovnice

y(v,b) = (8.46)

s neznamou 7, kde y(, b) oznacuje hodnotu feseni pocateéni ulohy s pocatecnimi podminkami
y(a) = a, y'(a) =~ v bodé b.
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K teSeni takovéto rovnice lze pouzit napfr. analogii metody puleni intervalu z kapitoly 4.
Podari-li se ndm najit v, a vy, takové, ze y(y1,b) < 5 a y(y2,b) > [, vypocteme 3 = 71;72
a déle pokracujeme s tou dvojici ,,gam”, pro kterou vychazi jedna hodnota feseni v bodé

b pod [ a druha nad S.

Shrnuti pojmu

P1i numerickém teseni diferencidlnich rovnic se nesnazime hledané feseni vyjadrit ve tvaru
funkce, ale hledame pouze ptiblizné hodnoty feseni v uzlovych bodech.

U pocatecnich tloh zndme hodnotu feseni v bodé xg z pocdtecni podminky. Ptiblizné
hodnoty feSeni v dalsich bodech pak poc¢itame pomoci hodnoty feseni v jednom nebo
nékolika predchozich bodech.

U jednokrokovych metod pouzivame hodnotu feSeni v jediném predchozim bodé. Nej-
jednodussi jednokrokovou metodou je metoda Fulerova. Nejpouzivanéjsi z jednokrokovych
metod je metoda Runge-Kutta 4. fadu. Vypocet pomoci ni je sice pracny, v kazdém kroku
musime ctytikrat vycislit funkéni hodnotu pravé strany tesené diferencidlni rovnice, ale
to je vyvazeno jeji vysokou presnosti.

K odhadu chyby a pfipadnému ftizeni délky kroku se u jednokrokovych metod casto
pouziva metoda poloviéniho kroku, kdy do stejného bodu dojdeme zvolenou metodou
jednak s krokem délky h, jednak s krokem délky h/2, a pomoci takto ziskanych vysledku
odhadneme chybu.

U k-krokovych metod pouzivame k vypoctu piiblizného feseni v dalsim uzlovém bodé k
predchozich hodnot. Na pocatku, pro vypocet v prvnich k uzlech, proto musime pouzit
vhodnou jednokrokovou metodu a pak teprve pokracovat metodou vicekrokovou.
Vicekrokové metody se obvykle nepouzivaji samostatné, ale ve dvojici - tzv. metoda
prediktor-korektor. Pribliznou hodnotu feseni nejprve vypoc¢teme pomoci explicitni vicekrokové
metody, prediktoru, a pak ji zpfesnime pomoci implicitni metody, korektoru.

Soustavy diferencidlnich rovnic prvniho radu se tesi velmi podobné jako jedina rovnice,
az na to, ze misto jediné funkce f a skalaru y; pracujeme s vektory (n-ticemi) funkei a
hodnot feSeni.

Diferencialni rovnice vyssich radu s poc¢ateénimi podminkami se nejprve prevedou na
soustavu rovnic prvniho fadu, kterou pak fesime obvyklym zpusobem.

Resen{ okrajovych tloh je od feseni pocatecnich tloh dosti odlisné. Opét sice hleddme
feSeni pouze v uzlovych bodech, ale nemuzeme postupovat od uzlu k uzlu jako u po¢atecnich
uloh, musime brat v uvahu i podminku na konci intervalu. U metody siti pozadujeme
platnost diferencidlni rovnice ve vSech vnitinich uzlech. Derivace vyskytujici se v rovnici
nahradime diferencemi, pridame okrajové podminky, a tim ziskame tzv. soustavu diskretizacnich
rovnic pro neznamé hodnoty feSeni v uzlovych bodech. V ptipadé linearni diferencialni
rovnice se vzdy jedna o soustavu linearnich rovnic.

Specialni tvar diskretiza¢ni soustavy obdrzime pro rovnici v samoadjungovaném tvaru.
Matice vzniklé soustavy linearnich rovnic mé z hlediska jejiho feSeni ptiznivé vlastnosti.
Na samoadjungovany tvar 1ze prevést kazdou linearni diferencialni rovnici druhého tadu,
mnoho rovnic vSak v tomto tvaru vyjde ,,samo od sebe”, z podstaty feSeného problému.
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8.3 Otazky a priklady ke cviceni

U nésledujicich vyroku rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 8.1 Vsechny zde probrané metody slouZi pro nalezeni pribliznych hodnot obecného
reseni zkoumané rovnice.

Otazka 8.2 Fulerovou metodou najdeme priblizné hodnoty reseni ve vSech bodech inter-
valu (xg, x,) .

Otazka 8.3 Globdlni chyba je rozdil presného a priblizného resend v daném uzlovém bode.
Otazka 8.4 Metody Runge-Kutta patri mezi jednokrokové metody.

Otazka 8.5 Chceme-li pouzit metodu Runge-Kutta, musime vZdy napred najit obecné
resent zkoumané diferencidlni rovnice.

Otazka 8.6 U k-krokovych metod najdeme pomoci teseni v jediném wuzlovém bodée x;
priblizné hodnoty Teseni v k dalsich uzlovych bodech soucasné.

Otazka 8.7 Vicekrokové metody nelze pouZit samostatne, vZdy je potreba reseni v prunich
nékolika uzlech najit pomoci vhodné jednokrokové metody.

Otazka 8.8 Metody prediktor-korektor jsou vidy kombinaci jedné explicitni a jedné im-
plicitni vicekrokové metody.

Otazka 8.9 KazZda okrajova iloha md pravé jedno resent.
Otazka 8.10 Pri reseni okrajové ulohy metodou siti musime vZdy vyresit soustavu rovnic.

Otazka 8.11 KazZdou linedrni diferencidlni rovnici druhého rdadu lze prevést na samoad-
Jungovany tvar.

Priklad 8.1 FEulerovou metodou najdéte reseni pocdtecni ulohy vy = %,y(l) = 2 na in-
tervalu (1,2) s krokem h = 0,2. Nagjdéte i presné resend této ilohy a vypoctéte globdlni
chybu v kazZdém uzlu.

Pomoci ziskanijch vysledku pak vypoctéte pribliznou hodnotu teseni v bodé v = 1,3 -
pouzijte linedarni interpolaci.

Piiklad 8.2 Resend tlohy z prikladu 1 najdéte se stejngm krokem metodou Runge-Kutta
4. radu. Opét vypoctéte globalni chybu v kazZdém uzlu.

Priklad 8.3 Eulerovou metodou veste pocdtecni ilohu iy’ = x? +y?,y(1) = —1. Proved’te
jeden krok s h = 0,05. Pak metodou polovicniho kroku odhadnéte chybu a zpresnéte resenid.

Priklad 8.4 Metodou Runge-Kutta 4. vddu Teste pocdtecni ilohu y' = 2% — y*,y(1) = 0.
Proved’te jeden krok s h = 0,2. Pak metodou polovicniho kroku odhadnéte chybu a zpresnéte
resent.
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Priklad 8.5 Soustavu diferencidlnich rovnic
y = zy+z y0)=0
2 = y? 2(0) =2 ’
reste metodou Runge-Kutta 4. radu s krokem h = 0,1. Provedte 2 kroky.

/
Priklad 8.6 Rowvniciy’ = o poédtecnimi podminkami y(0) = 2,y'(0) = —1 preved’te
Y
na soustavu dvou rovnic proniho radu, a tu pak reste s krokem h = 0,1 Eulerovou metodou.
Najdeéte priblizné hodnoty reseni v bodech 0,1 a 0,2.

Yy _
22
y(1) =1, y(2) = 8. Provérte, Ze jsou splnény podminky zarucujict existenci jediného resend
zadané ulohy.

b) Ovérte, Zey = x3 je vesenim zadané okrajové lohy. Kdyby se v Feseni a) vsude pocitalo
s presnymi cisly, bez zaokrouhlovant, vysly by hodnoty reseni v uzlovych bodech metodou
siti presné. Proc?

Piiklad 8.7 a) Metodou siti Teste s krokem h = 0,25 okrajovou ulohu —y" + —bx,

/

Priklad 8.8 Okrajovou ilohu y" + LA ry = 1, y(0,1) = 1, y(0,6) = 0 prevedte na
x

samoadjungovany tvar a pak ji vyreste metodou siti s krokem h = 0,1. Ouérte, Ze jsou
splnény podminky zarucugjici existenci jediného reseni zadané wulohy.

Odpovedi na otazky a feseni prikladu viz 9.7

Programovaci ulohy

Zda budou funkce f(z,y),p(x),q(z) apod. zaddny piimo v programu, nebo se budou
zadavat z klavesnice, ponechdme na zkusenosti a odvaze programatora. Totéz plati pro
kresleni grafu nalezeného ptiblizného feseni.

Programovaci tloha 1 Napiste program, ktery najde feseni pocdtecéni tlohy y' = f(z,y),
y(xo) = yo na zadaném intervalu (xq,b) Eulerovou metodou s krokem h.

Programovaci tloha 2 Napiste program, ktery najde feseni pocétecéni ulohy y' = f(z,y),
y(xo) = yo na zadaném intervalu (zq,b) metodou Runge-Kutta s krokem h.

Programovaci tiloha 3 * Napiste program, ktery najde feSeni pocatecni ulohy vy’ =
f(z,y), y(ro) = yo na zadaném intervalu (xy, b) Eulerovou metodou nebo metodou
Runge-Kutta s presnosti . (Pouzijte metodu poloviéniho kroku.)

Programovaci tloha 4 NapiSte program, ktery najde feSeni rovnice v samoadjungo-
vaném tvaru, —(p(x)y’)' +q(x)y = f(x), s okrajovymi podminkami y(a) = «, y(b) =
[ metodou siti s krokem h.



Ustav matematiky FSI VUT v Brné 133

9 Vysledky

9.1 Vysledky cviceni 1.5

Otéazky: 1.1-A, 1.2-N, 1.3-N, 1.4-A ) 1.5-N (Napt. proz = 1,23 ay = 2,34 an = 1 tvrzeni
neplati.), 1.6-A

9.2 Vysledky cviceni 2.5
Otédzky: 2.1-N, 2.2-A, 2.3-N, 2.4-A, 2.5-N, 2.6-A, 2.7-A, 2.8-N, 2.9-N.

9.3 Vysledky cviceni 3.3
Otézky: 3.1-A, 3.2 -A, 3.3-N, 3.4-N, 3.5-N, 3.6-A, 3.7-N, 3.8-N, 3.9-A.

Vysledky prikladi
ad 3.1 z=0,68,y = —0,06.
ad 3.2 z=-1,29,y =0,36,z = —0, 35.

ad 3.3 Podm. konv. jsou splnény - matice soustavy je ryze fadkoveé diag. dominantni.
(z®,y® W) = (-0,6;0,52; —0,3125), (@, y?, 22) = (-0, 7561; 0, 5305; —0, 4688),
(@), y®) 20)) = (—0,7967;0, 5242; —0, 4899),

ad 3.4 Podm. konv. jsou splnény - matice soustavy je ryze fadkoveé diag. dominantni.
(z®,y® ) = (0,8929; 0, 3929; —0,5020), (z?,y?, 2)) = (1,0129;0, 3339; —0, 5004),
(@), y®) 2)) = (1,0002; 0, 3333; —0, 5000), (2, y®, 24 = (1,0000; 0, 3333; —0, 5000),
presnosti je dosazeno, (z,y, z) = (1,000;0, 333; —0, 500).

ad 3.5 Pro zadanou soustavu podm. konv. nejsou splnény. Soustavu muzeme vynasobit
matici A”. Tim dostaneme soustavu, jejiz matice je symetrickd a pozitivné definitni,
coz zarucuje konvergenci G.-S. metody. Takto vznikla soustava je

17¢ — 6y — bz = —28
—6xr + Hy + 8z = 7
-5z + 8y + 17z = 2

Prvni dvé iterace: (z(M), yM (D) = (—1,647; —0,576; —0,096), (z?,y?,2?) =
(—1,879; —0,702; —0,105). (Jind moznost dpravy soustavy je pomoci prehazovani
rovnic a pricitdani vhodnych ndsobku jedné rovnice k druhé docilit toho, aby matice
soustavy byla diag. dom. Tento postup vsak vyzaduje znacnou davku stésti a pokud
neni vhodné tiprava na prvni pohled patrnd, nelze ho doporucit.)

9.4 Vysledky cviceni 4.3
Otazky: 4.1-A, 4.2-N, 4.3-N, 4.4-A, 4.5-N, 4.6-A, 4.7-A, 4.8-A, 4.9-N, 4.10-N..
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Vysledky priklada

ad 4.1 Rovnice ma pravé 2 koreny. Vétsi je v int. (2,3). Puleni: (2,5;3), (2,5;2,75),
(2,625;2,75) , presnosti je dosazeno, r = 2,7.
Mensi je v int. (1,2). Regula falsi: xy = 1,148, x; = 1,068, x5 = 1,065, presnosti je
dosazeno, x = 1,06.

ad 4.2 Koten lezi v (—=2,—1). g = —2, 1y = —1,645161, xo = —1,485724, z3 =
—1,453806, 24 = —1,452628, 15 = —1,452627. = = —1, 45263.

ad 4.3 Rovnice ma dva kofeny. Pro kofen z intervalu (0, 1) je vhodnda napf. iteracni fce
glx) =e27' 29 =1, 11 = 0,607, 25 = 0,498, 3 = 0,472, x4, = 0,466, x = 0,47.
Pro koten z (5,6) g(z) = 2Inz + 2 : xy = 5, 1 = 5,219, x5 = 5,305, 3 = 5,337,
x4 = 5,349, x5 = 5,354, x = 5,35

ad 4.4 z = 0,31416.

ad 4.5 Hledame kofen rovnice f'(x) = 0. Vyjde z = 0,42. Ovéfeni, ze jde skuteéné o
lok. maximum, lze provést napt. pomoci f”.

ad 4.6 (v1,y1) = (1,25:0,25), (z2,2) = (1,2332;0,2126), (z3,y5) = (1,2333;0,2122),
presnosti je dosazeno, (z,y) = (1,233;0,212).

ad 4.7 Vhodné itera¢ni funkce jsou napt. gi(z,y) = Vxr—y+0,5,9(z,y) = xz;y
Zvolime-li (g, yo) = (1,0), s témito funkcemi bude (z1,y1) = (1,2247;0,2), (z2,y2) =
(1,2348;0,2123), (z3,y3) = (1,2339;0,2128), presnosti je dosazeno.

ad 4.8 (x1,y1,21) = (3/4,5/3,3/4).

ad 4.9 Navod: Najdéte rovnici tecny ke grafu funkce f v bodé [z, f(xx)] a pak prusecik
teCny s osou X.

ad 4.10 Navod: Najdéte rovnici piimky dané body [a, f(a)] a [b, f(b)] a pak prusecik
této piimky s osou x.

9.5 Vysledky cviceni 5.4
Otézky: 5.1-A, 5.2-A, 5.3-N, 5.4-A, 5.5-A, 5.6-N, 5.7-N, 5.8-A.

Vysledky prikladu
ad 5.1 Ly(z) = 22% — x + 3. Zkouska: Ovérime, ze Lyo(—1) = 6, Ly(0) = 3 a Ly(2) = 9.

ad 5.2 Ly(z) = % (. —x1)* + % (x —x1) + fi.

ad 5.3 Ny(z)

=6—3(z+ 1)+ 2(z + 1)z. Po pfiddni dalsiho bodu: N3(z) = No(x) —
0,65(x + 1)z(x — 2).
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ad 5.4 a) Uzly jsou ekvidistantni. Ny(z) = 0+ £ . 0,7174 — 422 . 04351 — ale=la=2) .
01712 4 L=lE2E= . 3678 g = 20 Pro o = 1 je ¢ = 1,25, sinl = Ny(1) =
0,8417. b) Pouzijeme uzly z; = 0,8, x5 = 1,6. Linearn{ interp. pol. 1ze vyjadfit napt.
takto: Ni(z) = 0,7174+4¢-0,2822, g = %. sin1 = Ny(1) = 0,7879 (za ¢ se dosadilo
0,25). Presna hodnota je sin 1 = 0,8415. Pro linedrni interpolaci byl krok mezi uzly
prilis velky.

ad 5.5 Soustava, kterou je nutno vytesit: 6¢; + co = —9; ¢; + 6¢co = —159. Splajn:
x € (=3,-1) : So(x) = =5+ 2(z + 3) + 0,5(z + 3)®
€ (—1,0): Si(z) =3+8(x+1)+3(x+1)*—10(x +1)?
€(0,2) : Sy(x) =4 — 162 — 272 + 4,523
S(—2) = So(—2) = —2,5, S(—0,1) = S1(—0,1) = 5,34, S(1) = S5(1) = —34,5.

ad 5.6 Soustava, kterou je nutno vytesit: 3,2¢; +0,8co = —1,6318; 0,8¢1 +3,2¢2+0,8¢c3 =
—2,2737; 0,8¢c3 + 3,2c5 = —1,5365.
Splajn: z € (0;0,8) : Sy(x) = 0,9974x — 0,157323,
x € (0,8;1,6) : Si(z) = 0,7174+0,6953(x — 0,8) — 0,3776(x — 0,8)% — 0,0631(x — 0,8)>
r € (1,6;2,4) : So(z) = 0,9996 — 0,0302(x —1,6) — 0,5292(x — 1,6)? +0,0755(x — 1,6)3
r € (2,4;32) : S3(x) = 0,6755—0,7318(x —2,4) — 0,3479(x — 2,4)? + 0,1449(z — 2,4)3
sin1 = S(1) = 0,8408

ad 5.7 f'(x) =14¢e" > 0= f jerostouci = f je prostd = existuje funkce k ni inverzni
(neboli ke kazdému y € H(f) lze jednoznacéné urcit x takové, ze f(z) = y). Hodnoty
inverzni funkce pro y = 0, y = 0,5 a y = 1 najdeme postupné jako feSeni rovnic
r+e’=0,r+e*=05ax+e* =1 Vyjde f71(0) = —0,567, f~1(0,5) = —0,266,
/i) =o.
Interpolaéni polynom (v Newtonové tvaru): Ny(z) = —0,567+%-0,301—%-0,035,

q = %3 [71(0,3) = Na(0,3) = —0,382 (za ¢ se dosadi 0,6), F7150,9) = Ny(0,9) =

—0,050 (za ¢ se dosadi 1,8).
ad 5.8 Soustava normalnich rovnic: 6¢cg + 15¢; = 3,579; 15¢g + 55cp = 28, 939. Primka:
y=—2,2594 1,142 2.

ad 5.9 y=17,340 — 8,243 x + 2,047 2

ad 5.10 Soustava normalnich rovnic obecné:
con+1)+c Y sinx; + ey cosx; =Y.y
codosina; + e Y sin?w; + ¢ Y sinw;cosz; = Y.y sina;
Co Y. COST; + ¢y sinw;cosx; + ¢ Y cos>x; =Y. y; cos; .
Konkrétné pro zadané body:
1lcg — 1,47¢co = 13,43 ; 6,09¢; = 6,31 ; —1,47co + 4,91co = —10.47.
Reseni: y = 0,98+ 1,04sinz — 1,84 cos z.

9.6 Vysledky cviceni 6.3

Otézky: 6.1-N, 6.2-A, 6.3-N (byla by to pravda, kdybychom se nedopoustéli zaokrouhlo-
vacich chyb), 6.4-N, 6.5-A, 6.6-A, 6.7-A.
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Vysledky priklada

ad 6.1 a) Napf. podle 6.1 ve vSech kromé posledniho uzlu, v ném podle 6.2:
G'(1) = 0,3750, G'(1,1) = 0,3010, G'(1,2) = 0,2370, G'(1,3) = 0, 2370.
b) G'(1) =0,4120, G'(1,1) = 0,3380, G'(1,2) = 0,2690, G'(1, 3) = 0, 2050.
Presné: G'(z) = %e_ﬁ. Zaokrouhleno na 4 desetinnd mista: G'(1) = 0,4151,
G'(1,1) = 0,3365, G'(1,2) = 0,2673, G'(1,3) = 0, 2082.

ad 6.2 Névod: Lo(z) zderivujte, do derivace dosad’te jednotlivé uzly. Pro vzorec 6.6
vypoctéte druhou derivaci Ls.

ad 6.3 Navod: Vypoctéte ffllj: Lo(x) dz. Je vhodné pouzit substituci za x — ;.

ad 6.4 a) T =0,79b) Z(2v/2+ 1) = 1,002. Piesné: 1.

ad 6.5 a) Ly = 0,6586b) Lg = Ls/2+0, 125( £(1,125)+f(1,375)+ f(1, 625)+ f(1, 875)) =
0,6592. (Presné 0,6593)

ad 6.6 Sg =0,9103147 (presné 0,9103140).
ad 6.7 L, =1,55, Sy = 1,567, piesné T = 1,571.

ad 6.8 S5,=0,31

ad 6.9 f"(z) = 1/(1+ 22)*2, maximum f” na intervalu (0,1) je 1 = |E| < &9 .1 =

=l 1242
20,005,
ad 6.10 f@W(z) = —2%, |fW ()] = 2%. To je funkce na intervalu (7 /4, 7/2)

klesajici = dosahuje maxima pro x = 7/4, |f*(7/4)| = 16. m najdeme tak, aby

(/D716 < 107, Vyjde m > 14,8, tedy m = 16.

9.7 Vysledky cviceni 8.3
Otazky: 8.1-N, 8.2-N, 8.3-A, 8.4-A, 8.5-N, 8.6-N, 8.7-A, 8.8-A, 8.9-N, 8.10-A, 8.11-A.

Vysledky priklada

ad 8.1 zo=1,y0 =2; 21 = 1,2,y1 = 2,1; x50 = 1,4,y = 2,214; 23 = 1,6,y3 = 2,341,
xy = 1,8,y = 2477; x5 = 2,y5 = 2,623. Presné teseni je y = a2+ 3. Chyby:
e; = 0,007, eo = 0,013, e3 = 0,017, e4 = 0,021, e5 = 0,023.
Ptibliznou hodnotu feseni v ,neuzlovém” bodé 1,3 vypocteme pomoci interpolacniho

polynomu s uzly 7 a x5 (protoze 1,3 lezi v intervalu (x1, x5)). Interpolaéni polynom:

Ly(x) = 2,1 555 42,214 5532, y(1,3) = L(1,3) = 2,157.

ad 8.2 yy = 2, y; = 2,1071309, y, = 2,2271059, y3 = 2,3579654, y, = 2,4979994,
ys = 2,6457516. Chyby: e; = 1077, e, e3,e4 =2-1077, e5 =3 - 107",
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ad 8.3 S krokem h = 0,05 : y(1,05;0,05) = —0,9. S krokem h = 0,025 : y(1,05;0,025) =
—0,9012. Chyba hodnoty dosazené s h = 0,05 je pfiblizné 212—;(3;(1,05;0,025) —

y(1,05;0,05)) = —0,0024, chyba pro poloviéni krok je piiblizné s7— (y(1,05;0,025) —

211
y(1,05;0,05)) = —0,0012. Zpiesnéna hodnota feseni v bodé = = 1,05 :
21y(105;0025)—y(105;005)

211
mista, je —0,9022)

= —0,9023. (Pro srovnéni, pfesnd hodnota, zaokrouhl. na 4

ad 8.4 S krokem h = 0,2 : y(1,2;0,2) = 0,23913405. S krokem h = 0,1 : y(1,2;0,1) =
0,23914827. Chyba hodnoty dosazené s h = 0,2 je ptiblizné %(y(l,Z; 0,1)—y(1,2;0,2)) =
2-1075, chyba pro poloviéni krok je pfiblizné ﬁ(y(l,?; 0,1)—y(1,2;0,2)) =9-107".
Zptesnénda hodnota feseni v bodé z = 1,2 :
241/(12;0271)—111(12;02)

je 0,23914919)

= 0,23914922. (Pro srovnéni, presna hodnota, zaokrouhl. na 8 mist,

ad 8.5 1. krok: 7; = 0,1, y; = 0,200701, 2, = 2,001339
2. krok: x5 = 0,2, yo = 0,405919, 25 = 2,010853

ad 8.6 Prislusna soustava rovnic: y' = z, y(0) = 2; 2/ = zz/y, 2(0) = —1.
Resen{ soustavy: z; = 0,1, y; = 1,9, 21 = —1; 29 = 0,2, y» = 1,8, 20 = —1,005.
Priblizné feseni puvodni rovnice druhého radu v bodé 0,1, resp. 0,2, je y; = 1,9,
resp. yo = 1,8.

ad 8.7 a) Funkce o(z) = & a f(x) = —5z jsou na intervalu (1,2) spojit¢ a o(z) > 0 =
okrajova tloha ma jediné TeSeni.
Soustava diskr. rovnic: 2,0400y; — yo = 0,6094; —y; + 2,0278y, — y3 = —0, 4688;
—ys + 2,0204y3 = 7,4531
Ptiblizné teseni:zg = 1, yo = 1; 1 = 1,25, y1 = 1,9531; 2o = 1,5, yo = 3,3750;
x3 = 1,75, ys = 5,3094; x5 = 2, y5 = 8.
b) Ovéfeni: L = —(x3)" + i—z =—6br+z=-5r=Py(l)=13=1,y(2)=2%=38.
Regen{ metodou sit{ vyjde pfesné, protoze pouzity diferenéni vzorec

y'(x;) = y(wi_l)—2y]£§i)+y(mi+l) je presny pro polynomy stupné tietiho - chyba je

—%yw (&) (viz vzorec 6.6). Pro y(x) = x* je chyba rovna 0.

ad 8.8 Samoadjungovany tvar: —(xy’) +2%y = —z. Existence jediného fesen{ je zarucena,
protoze p(z) = z, p'(z) =1, q(x) = 2* i f(z) = —z jsou na intervalu (0,1;0,6) spo-
jité funkce a p(x) > 0, ¢(x) > 0 na tomto intervalu.
Soustava diskr. rovnic: 0,4004y; — 0,25y, = 0,148; —0,25y; + 0,6009y, — 0,35y3 =
—0,003; —0,35y5 + 0,8016y5 — 0,45y, = —0,004: —0.45y5 + 1,0025y5 = —0,005
Ptiblizné teSeni soustavy: xo = 0,1, yo = 1; 1 = 0,2, y; = 0,5923; x5 = 0,3,
Yo = 0,3566; r3 = 04, y3 = 0,1977; x4 = 0,5, y4 = 0,0838; x5 = 0,6, y5 = 0.
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