Metoda Runge-Kutta

inj1):= ClearAll  ["Global® *"1;

Taylorav rozvoj

... U mnoha funkci plati, Ze viegeni Taylorova rozvoje poskytne lep&igsnost nahrady funkce. Ukazkaegiovani
nahrady je v notebookDAO-RungeKutta.nb.

2= FIX_1:=m%Sin [exX] +e % COS[n*X];

fTaylor [n_Integer 1 := N[Normal [Series [f [x], {X,0,n }111;

nmax = 100;

rozvoje = fTaylor /@ Range[nmax];

pl [i_Integer 1 :=Plot [{f [x], rozvoje [[i1]1}, {X, O, 20 }, AxesLabel - {"x"," f [x]"},
PlotStyle - {{Hue[0.63 ], Thickness [0.0045 ]}, {Hue[O. 1, Thickness [0.0045 ]}},
PlotRange - {Automatic, {-7,73}}1;

Manipulate [pl [i ], {i, 1, nmax, 1 }, ControlPlacement - Top]
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Odvozeni metody Runge-Kutta

... V notebookuCAO-RungeKutta.nb  je ukdzan postup, jak odvodit itéra krok Eulerovy metody vyuzivajici prvni
tii ¢leny Taylorova rozvoje. Pouzijeme ale trik: budemtedat vyjadeni tohoto rozvoje tak, abychom nemusetiisiovat
vySSi derivace neg(t) =f (t, y(t)).
Hledejme nahradu ve tvaru:

y(t0 +At) ~ y(t0) +v1 -pl +v2 -p2,
kdevl av2 jsou vahy gristkupl ap2:

pl = At -f (tO, y(t0)) ,

p2 =At -f (0 +a - At, y(t0) +b - pl)

ngl= pl = at »f [0,y [tO11;
p2 = At *f[t0O +axAt,y [tO] +bxpl];
yDalRunge =y [t0 ] +Vvl % pl +Vv2 % p2;
yDalTaylorPom = (Normal [Series [y[t], {t,t0,2 3}11 /.t - At +t0);
dosders =D[y' [tO] ->f[tO,y [tO]], {t0, #}] &/@Range[0, 2 1;
yDalTaylor = yDalTaylorPom //. dosders;
Normal [Series [yDalRunge, {at,0,2 1}11;
rce = Coefficient [% - yDalTaylor, At ”] =0&/@Range[l, 2 ];

... V notebookuCAO-RungeKutta.nb  je ukdzan numericky postupi@geni rovnosti koeficiefit Za hodnoty funkcé
a jejich derivaci jsou dosazovana nahotista, vytvdeny rozdily pravych a levych stran a&say ges vSechny rovnice
a hledano minimum vysledného vyrazu. Je-li blizkée njsou rovnice ieSeny dote. Je jedno, jak k vysledku d@sp
jeme tohle se autdm zdalo rychlejSi naprogramovat. ...

infie)= trya = 1;
SeedRandom[1];
tryn = 10;
numRce = Flatten [rce /. {f ~-)[_, _ 1 ->Random[],f [_, _ ] -> Random[]} & /e Range[tryn ]];
norm : = Abs[#]% &;
promin = Expand [Plus ee (numRce /. lhs_ =rhs_ = norm[lhs -rhs ]1)] /. a - trya;
proms = {#, Random []} & /@ Union [Cases [promin, _Symbol, {0, »}11;
dos = Union [ (min = FindMinimum [promin, proms 1) [[2]], {a »trya }1;
Print ["Pro hodnoty neznamych ", dos ]
Print ["je soucet normovanych odchylek splneni rovnic roven ", min [[1111

Pro hodnoty neznanych {a-1, b-1., v1-50.5, v2-50.5}

je soucet normpvanych odchyl ek splneni rovnic roven 1.17616 x 1018

Porovnani odvozené metody Runge-Kutta s metodou NDSolve

... V dalSi¢asti notebooklCAO-RungeKutta.nb  je ukdzano porovnani vysleidlodvozené metody s NDSolve.
Doporuwujeme pohrat si siznymi hodnotami pétu krokii n, pripadré ménit zadanou funkci (v notebooku se jmenuje
myf). VSimnite si zejména, jak ,zlobi* skok v derivaci (protomyf zadana pomodf ). Tam, kde hrozi nespojitokt
hrozi nespolehlivost numerickych reSeni difereméei rovnic. Nejen tam ... NaStesti v oblasti @lekfch obvodi ndm
priroda takové funkcév nami zvoleném spojitém popisuéta zakazuje. ...
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tStart =0
tEnd = 15;
yStart = 5;

myf[t_,y_ ]:=If [t <05 « (tStart +tEnd), Sin [3t -5y ], -y« Cos[t +y?]];
n = 250,
tEnd - tStart

’

At =
n

dal [{t_,y_ }]={t +aAt, ((yDalRunge /.dos ) /.f w=>myf) /. {t0 -ty [tO] >Vy}};

res = NestList [dal, {tStart, yStart },n1;

resNDS = NDSolve [{y' [t] ==myf[t,y [t]],y [tStart ] ==yStart },y, ({t, tStart, tEnd 100117,

Show[Plot [y[t] /. resNDS, ({t, tStart, tEnd }, PlotRange - All, PlotStyle - Thickness [0.005 1,
AxesLabel - {"t [s1","y" }1, ListPlot [res, PlotStyle - {Red, PointSize [0.01 1}1]

y
5.61
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Pouziti oblibené metody Runge-Kutta 4. fadu

... V predposledniasti je ukazano pouziti oblibené metody Runge-Kititeeéhotadu (shodovalo by sedtpcleni
Taylorova rozvoje, tedy az divrté mocninyt véetne). ...
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In[36]:=
derivace [t_,y_ 1 :=myf[t,y 1;

RungeKuttaKrok [{t_,y_ }] : = Module [

{k1, k2, k3, k4 3},

k1l = derivace [ty 1;
At At

k2 = derivace [t + —, Y +—*k1];
2 2

At At

k3 = derivace [t +—, Y + —*kz];
2 2

k4 = derivace [t +aAt,y +aAt xk37;

At
{t + Aty +?*(k1+2k2 +2 k3 +k4)}

]:
res2 = NestList [RungeKuttaKrok, {tStart, yStart },n1;
Show[Plot [y[t] /. resNDS, ({t, tStart, tEnd }, PlotRange - All,
PlotStyle - Thickness [0.005 ], AxesLabel - {"t [s1","y" 1}1,
ListPlot  [res2, PlotStyle - {Red, PointSize [0.01 1}1]

y
5.6

5.4
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out[39]=
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Graficka demonstrace metody Runge-Kutta 4. fadu

Zkoumana funkce bude definovana svoji derivacicigonim bodem.

o= (xder [{t_y_ }1:=-Sin [t?+y3-6]; «)

der [{t_,y_ }1:=-Sin[t3+y+08];
tStart = 1.5;

yStart = 0.5;

At = 0.35;

Nejprve si zobrazme fiibéh zkoumané funkce tpsrE" spasitany pomoci metodiDSolve (kazdopad# spaitany s
krokem mnohem mensim neil):
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inf441:= INDS =
NDSolve [{y' [t] ==der [{t,y [t1}],Yy [tStart ] ==yStart },y, ({t, tStart, tStart +At 3100110,
pINDS = Plot [y [t] /.rNDS, ({t, tStart, tStart + AL},
At At
Ticks e{{{tStart, t 1 {tStart - t r— } (tStart  +At, "t +At }}}

AxesOrigin - {tStart -0.2 %aAt, 0.4 1},
PlotRange - {{tStart -0.2 = At, tStart +1.2 =aAt}, {04,08 13},

AxesLabel - {"t","y" }, PlotStyle - {Thickness [0.0055 1], Black }]

y
0.8

0.7-
out[45]= 0.6

0.5+

t t+— t+At

Tento pfibéh budeme aproximovat metodou Runge-Kutta. Z Hatlubodut+At skasime na jeden krolt.

Spaiitame derivackl v patatku €erveny bod), tedy v bedt, y(t)]. Derivacekl v paatku ma srér podlecervené
garkované Usiky.

in46):= bodStart = {tStart, yStart };
znackaBodStart = Graphics [{Red, PointSize  [0.015 ], Point [bodStart 13}1;
k1l = der [bodStart 1;
plkl = Plot [yStart + (t -tStart ) »k1,
{t, tStart - 0.2 At, tStart + At }, PlotStyle - {Red, Dashed, Thickness [0.004 1371;
Show[pINDS, znackaBodStart, plkl ]

y
0.8 .

0.7+
out[50]= 0.61

0.5F

0.4 | | | t
t t+— t+At

Vyrazime z pdatku ¢erveny bod) ve siénu derivacekl (Cervena Sipka).
Popojdeme oAzL tedy dojdeme do bodu [%L, y(t) + k1 %] (modry bod).
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At At
in51:= bodProk2 = {tStart + —, yStart +k1 » —};
[51] > >

plklkrok = Graphics [{Red, Arrow [{bodStart, bodProk2 3131
znackaBodProk2 = Graphics [ {Blue, PointSize [0.015 ], Point [bodProk2 131;
Show[pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok, znackaBodProk2 ]

y
0.8 .

0'7: . ’
out[54]= 0.6

0.5F

0.4 | | | t
t t+— t+At

V modrém bod spaitame novou deriva¢2. Derivacek?2 v modrém bo&ima snér podle modre&arkované Useky.

inss:= k2 = der [bodProk2 1;

At
plk2 = Plot [bodProkZ [[2]] + |t - tStart —7 * k2,

{t, tStart, tStart + At }, PlotStyle - {Blue, Dashed, Thickness [0.004 ] }];
Show[pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok, znackaBodProk2, p k2 ]
y
0.8 .
0.7
out[57]= 0.6:
0.5-
0'47 1 1 1 t

t t+— t+At

Opeét vyrazime z p&atku, ale tentokrat ve smu derivacek2, tedy po rovno¥¥ce s modrou Ugkou (modra Sipka).
Opst popojdeme o‘&zL tedy dojdeme do bodu [%L, y(t) + k2 %] (zeleny bod).



At At
inse)= bodProk3 = {tStart + —, yStart +k2 x —};
(58] > >

plk2krok = Graphics [{Blue, Arrow [ {bodStart, bodProk3 3131
znackaBodProk3 = Graphics [{Green, PointSize [0.015 1, Point [bodProk3 13}7;
Show[pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok,

znackaBodProk2, plk2, plk2krok, znackaBodProk3 ]

y
0.8

out[1]= 0.6

0.4 | | | t
t t+— t+At

CAO-RungeKutta.nb

V zeleném boé spaitdme novou derivadi3. Derivacek3 v zeleném bagdma snér podle zelenéarkované Gsiky.

ine2):= k3 = der [bodProk3 1;

At
plk3 = Plot [bodProk3 [[2]] + |t - tStart —7 * k3,

{t, tStart, tStart + At }, PlotStyle - {Green, Dashed, Thickness [0.004 ] }];

Show[pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok, znackaBodProk2,
plk2, plk2krok, znackaBodProk3, plk3 ]

0.8 .
0.7: P
out[64]= 0.61

0.5F

0.4 | | | t
t t+— t+At

Opeét vyrazime z p&éatku, ale tentokrat ve smu derivacek3, tedy po rovno¥¥ce se zelenou G8eu (zelena Sipka).

Tentokrat vSak popojdemei, tedy dojdeme do bodu [%L, y(t) + k3 At] (oranzovy bod).
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ines):= bodProk4 = {tStart + At, yStart + k3 = At };
plk3krok = Graphics [{Green, Arrow [{bodStart, bodProk4 }131;
znackaBodProk4 = Graphics [{Orange, PointSize [0.015 ], Point [bodProk4 131;
Show[pINDS, znackaBodStart, plkl1, plklkrok, znackaBodProk2,
plk2, plk2krok, znackaBodProk3, plk3, plk3krok, znackaBo dProk4 ]

y
0.8- .

0.7+

out[68]= 0.6}

0.4 . . . t
t t+— t+At

V oranzovém bod spaitame novou derivadi4. Derivacek4 v oranzovém badma smér podle oranzovéarkované
Useky.

ineo):= k4 = der [bodProk4 1;
plk4 = Plot [bodProk4 [[2]] + (t -tStart -At) =k4,

{t, tStart, tStart +1.2 At }, PlotStyle - {Orange, Dashed, Thickness [0.004 1}71;
Show[pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok, znackaBodProk2, p k2,
plk2krok, znackaBodProk3, plk3, plk3krok, znackaBodProk 4, plk4d ]
y

0.8 .

Out[71]=

0'47 I I I t
t t+— t+At

Vyslednou derivackVys spa@itdme jako vazeny pmér derivacikl, k2, k3 ak4.
1
in721= kVys = g * (kKL +2k2 +2k3 +k4);

Podle této derivace vyrazime z¢atku, tedy ve siru éerné Sipky. PopojdemeAt a dorazime déerného bodu.
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7= bodVys = {tStart + At, yStart + kVys * At };
znackaBodVys = Graphics [{Black, PointSize [0.015 1, Point [bodVys 1}1;
plkVyskrok = Graphics [{Black, Arrow [{bodStart, bodVys 3}1}1;
Show[pINDS, znackaBodStart, plkl1, plklkrok, znackaBodProk2, p k2, plk2krok,
znackaBodProk3, plk3, plk3krok, znackaBodProk4, plk4, pl kVyskrok, znackaBodVys ]

0.8-

out[76]= 0.6}

0.4 . . . t
t t+— t+At

Prestoze jsme zvolili poémng velky krokAt, sp@itali jsme hodnotu funkce v b&dH+At pomErné presre.

Jednotlivé kroky si rizete projit jest jednou postupnymippinanim tlaitek nad grafem nize.

ni771:= grafy = {pINDS, znackaBodStart, plk1, plklkrok, znackaBodProk2, p k2, plk2krok,
znackaBodProk3, plk3, plk3krok, znackaBodProk4, plk4, pl kVyskrok, znackaBodVys };
inj7e:= kroky = Table [Take [grafy,i 1, {i, 1,14 1}1;

inge:= Manipulate [Show[kroky [[krok ]11, {krok, Range [14], Setter }]

o |24 ] o] sfo 0] ] ] 5]

0.7 - -
out[86]=

0.6

0.5F

0.4 . . . t
t t+— t+At




