A1B15MAA-Matematické aplikace

1.Komplexnic¢isla, komplexni funkce realné prémmé, komplexni funkce komplexni
prongnné, fazory

Poznamka Uvodem k této kapitole:

Nebyt subordinace bychongkterécasti latky této kapitoly zcela pominuli: ne, Zeribyly
zajimavé a ze do vypiplanfiplusnych teorii nebylo investovano hédnteorie
(komplexnich) funkci komplexni pramné je bezesporkrasna Nicméré na rt nemameas.
Nejsounutnymnastrojem ,silnoproudého* inZzenyra. V jisté etayvoje vypaetnich
prostedki ale bylydilezité dodnes jsopouzitelnéV podstat jde o jednwi dvé generace:
kdyz by chél Karel Kyncl v roce 1960 vypitat rozloZeni elektrického pole mezi eliptickymi
elektrodami, pouzil by spoustu chytrych fri& teorii konformniho zobrazeni (nikoli
usluzného, jde o zobrazeni v jistém smyslu zachai@wvar, formu), gevedl problém na
analytickyiesSitelny (koule, vélec, rovina...), vypetl v iesitelné transformované geometrii
to, co by pateboval, poved! fepaiet do skuténé geometrie, odhadl chybu... bylnejsnazsi
acastojediné dostupnypostup. Trvalo to asi tak den.

V roce 2012 shodny problémiegime za jednotky minut &jakém free SW, nap
Agros2D. Teorie funkci komplexni pramné ma dal své pouziti, nicmeelektrotechnika ji
pouZzila a jdeme dal. Je mnoho krasnych teorii gdtecchom radi znali, ale neni nadas.

Nekterécasti stale slouzi, bez teorie harmonického ustélesévu se ,silnoproudy” inZenyr
neobejde. Vybrané komplexni funkce realné pnomé jsou stale nastrojem inzenyra:
nastrojem pochopeni i nastrojem pro usgadrypa:ti.

Zacnéme recim, co ndm akreditace nigplepisuje, ale je to uzieé. Nasledujici text obsahuje
mnoho duplicit s vyukou teorie obvibtha FEL. Nechceme jejich vyklad suplovat, ale cheem
ukazat jeho implementace v SW Mathematica a ushatidenim jak studium teorie

obvodi, tak i jeji pouziti.

A nyni k té subordinaci Pokudijaka autorita déetla az sem, je jisttak poctivymélovekem,
Ze nebude vykladat nasledujici fakta podle §70t. ddsakona 111/1998 Sb., vesnn
pozdjSich gredpidi. Ostati podle judikat US a Nejvy3siho soudu néire byt kritika
zantstnavatele jedinymiovodem propughni... ale kdo vi, vdchtocasech My vSem
nekritizujeme, ale povazujeme tento fakt za vydtesiembodného badani.

Tedy: studijni programy schvaluje na navitkaha \&decka rada FEL po projednaachto
v AS FEL. A tyto autority, tak &decky vysoko, Ze i kdyZ studujem&emi Dyonysia
Areopagity, jejich superioritu nendme, &inily rozhodnuti, pozgi poswcenéCVUT a
MSMT, Ze se ma v programu EEM Wavat teorie funkci komplexni pramné. Da se ji
vénovat cely Zivot, je krasna, nastrojem &mného ,silnoproudého” inZenyra neni...
Mozna to ale aky divod ma, kdo vi.

Pokusime se tedy pod tlakem nutnosti cosi o néghtypiicemz matematik pravy by &h
vyhrady, které bez vyhradyipmame. OvSem inZetiyzpravidlareSi nesplnitelnd zadani
manaZzei, takze tedy do toho



Mnozinu komplexniclEisel budeme zri#t C, stejré jako v gedchozim textu a oztani
ostatni také podrzime.
Komplexni funkci komplexni pro&mné budeme chapd,,,:C - C, tedy zobrazeni

z mnoziny komplexnickiisel do mnoziny komplexnidtisel. f,, ., je jménotohoto

zobrazeni. Hodnotd,, (z) je tedy hodnota funkcé
~funkce®. Funkce jesinus nikoli sin(x)

“zavolané“ naparametrz, nikoli

kompl »

Jelikoz komplexnéisla mame zavedena jako linearni obal azg , tedy jako ,realn&isla
plus jedno jediné imaginargisloj a algebra linearniho prostoru®, budeme chapat kexmp
funkci komplexni prordnné analogicky.

BudteZz:u RxR - R,v RxR - Rreéalné funkce dvou prainnych. V dalsim budeme
chapat komplexni funkci komplexni prémmé takto:

XYOR fmu(z * T  x ) G¢x)
Tak jako nizeme chépat komplexuislo jakouspaadanou dvojiciisel,vektor, tak mizeme

chapat komplexni funkci komplexni prémmé jako uspi@danou dvojici funkci dvou
realnych promsnnych, vektorovou funkci atd.

Abychom vice pochopili moc a silu linearity a tedinearnich prostar takto nam st&
.pravidla prace §*, ostatni doda linearita. Jelikoz reakislo je specialnimifpadem
komplexnihcgisla, je logické chtit, aby pravidlagha stejny tvar ob¢isla, pro oba prostory.
A opet logicky chceme, aby —pokud bude smyslémRristovat- derivace tedy

Feompl" = dl;:o;pl &, Mér presre zapsanof,,,,'(z) = df (2)

kompl?

byla definovana formatnshodr

jako u realnych funkci realné prémmé.
f(t+at)-f(t)

) realna funkce realné pr@émeé,
At -

Je-litedyf:R - R f'(t):%(t)ﬂim

poZadujeme aby pro komplexni funkci a parametilplat

df om . f om Z+AZ - fom
:C - C, fkompl'(z) :%( j :A“ero K pl( A)Z ki p( 3 .

Jenze formalni shoda zapisu neznamené shodu viethosti. V komplexnicbislech
shodr odkitame a dlime, ale fizr¢ ,se blizime*. V prostoru realnyatisel se k zadanému
¢islu blizite ,zleva, zprava“, v komplexnich jako mag ,od Kbelnice, od Kopidina, od
Sadské, od dina...". Blizit a plizit se k dané kbmiZzeme nekonaé mnoha zpsoby.

Ale tak jako u derivace reélné funkce realné pnoné nesrélo —mela-li by limita existovat-
zéleZet na tom, blizime-li se zprava nebo zlelrg,naéla derivace komplexni funkce
komplexni prorinné dobry smysl, nebude &nzalezZet v definici derivace zaleZet na tom,
jakym zpisobem, kudy sézblizi nule.

f

kompl

.Nesmi zalezet v definici derivace zalezet na tg@kym zpisobem, kudy sézblizi nule®
obsahuje velky kvantifikator, protoZze znamena ,y$echna blizeni d& shodny vysledek®.
Zkusme tedy d¥blizeni, ktera se nabizeji: po realné ose, terly t, tLOR t» 0a po
imaginarni ose (ty pojmy sipdstavte tak, aby tvrzeni fungovala), tedy

Az= ji, tOR t O.



Pak ovSem musi platit:

fkompll(z) — df(l;o;pl ( 7= X+ JI:M _llzmo fkompl( Z+AAZ)Z_ fkomp( j =|AZ: AIA t0 Fl%

u(x+aty)+ jO(x+At Y -y x y+ B xy_

=lim
A0 At
NICIIP R CE W LI RIS
At-0 At At-0
_ou v
0x 0X
Ale také musi platit:
' _ dfkompl — . - fkompl( Z+AZ)_ fkomp( j _ —
fiamn'(2) == (2= x+ [0 = fim o =|Az= jIDLALD R
i YO YA V(X y+AY - U x Y+ O x Y _
" At-0 J At -
Cim MOy AY U Y o (X wAY- Y XY
At -0 jmt At -0 J A
1 du ov
== +—
j oy oy
Zrejme tedy musi platit:
E u+6_v__a_u+1£7 tedy
j oy dy 0X 0X
ﬂ=:—uazarovﬁ &—— ﬁ, _:: _ﬂ’.
dy  0x ox ay 0Xx
Predpokladejme eX|stenC| nésledujicich vyraz
o°v __0d% au_azv g V.V_azu__au d°u au_
= -———. Pak ovSemigjnm¢: — == > ==0.
Ayox o o X0y oy ox ay2 6x2
Obdobre predpokladejme existenci nasledujicich vyraz
0v __ d°u _ d°u __ 0% ..., 0V __0d%u __ av 0°v av_
> == a ==- . Pak ovsemigjme: — == == ==0.
dy>  0xdy 0yox X ay>  0xy 6y°' 6)3

0°u __ 0d%u av_ 0°v

Predpokladame ovsem ,slusné” funkeav, takove, Ze plati .
axay 6y3x oxoy  0yoXx

Pro v technice se vyskytujici funkce je uvedenénpigdata obvykle se za&nnosti smiSenych
derivaci i postéujici, zajemci mohou studovat skrigi&UT.



A ted prat se to vSechnodime:komplexni funkce, které maji derivaci podle kbdexniho
parametru ve vySe zmineém smyslu, popisuji s dobrobegnosti dktera vyskytujici se
fyzikélni pole.

2 2
Rovnice tvarua—l:+F ==0jsou pongrn¢ dulezité: v nerelativistické fyzice kontinua
y X

popisuji fyzikalni pole, kde hustoty tbksou konstantnim nasobkem gradientu intenzivni
veliciny (difuze, potencial v linearnim prasti atd.). Znamenaji vlastfakt, Ze ,to co zleva
dostanu, dam doprava, to co zleva dostanu, jgngro kolik jsem chladijSi, nez soused
vlevo atd...”

Témto rovnicim séik& Laplaceovy rovnice. Popisuji zajimavé jevy.yJedezité

v elektrotechnice.

Vystihuji ,snahu byt pfmérnym®, ale o tom vicéiké teorie parcialnich diferenciélnich
rovnic.

Existence derivace komplexni funkce komplexni pfone tedy ma vztah k fyzikalnim polim
popsanym Laplaceovou rovnici.

Budiz daleg € - C, funkceg ma derivaci. Pak funkagpopisuje &jakeé fyzikalni pole
popsané Laplaceovou rovnici€grEji jeji readlna a imaginarriast, stejs jako v
piedchozim).

No a proto se to asiime

Funkceg majici derivaci nam definuje tzkonformnizobrazeni. Zobrazugst Gaussovy
roviny komplexnichtisel do ni samé.

Casto zobrazujemesjaké Kivky, odpovidajici nagiklad fezu (nekonénych) elektrod
rovinou. Elektrody jsou v elektrostatice ekvipotity, silotary jsou na & kolmé.

Takové zobrazeni, kde zobrazovaci funkce méa derizachovava uhly a obegn
nezachovéava délky. Kupodivu je to mozné

V notebooku konformitalb.nb mate naprogramovargktrewic cool kddem v Mathematice
zobrazeni ,Sachovnice” zadanou funkci.
Hrajte si, vymyslejte zobrazovaci funkce.

Timto povaZzujeme pozZadavek na komplexni funkci Kemg prongénné za splény.



2. Pouziti Laplaceovy transformace pro popis lin&dr systém

V matematice jste selli n¢ktera pravidla o Laplaceéwransformaci.
Budiz f : R - R nejvySe exponencialnihdstu. Laplaceovym obrazem této funkce

00

rozumimeL( f)= J' f(t) @ Pdt= F( p). Nekteri autdi pouzivani ozngeni
t=0

L(f)= j f (t) & "dt= F( 9, coZ je ovSem ekvivalentni, na tom, jaké pismeniaime za
t=0
oznaeni parametru v defitmim integralu, nezélezi.

Pravdpodobrt jste se setkali &5enim Cauchyho Ulohy pro al®yné diferencialni rovnice.

Stale se to &i, v praxi se vSak prieSeni diferencialnich rovnic Laplaceova transfoenac
nepouZziva z nasledujiciclinbdi:
» Proiad soustavyi diferencialni rovnice ¢ a vySe jsou vysledné algebraické rovnice
analyticky néesitelné (krom trivialnich specialnichifypadi).
* Vstupem realnych systé&mejsou funkce sinus a kosinus, @kbta pisnika ,Hajny
je lesa pan*“. Takovy vstup &v.aplacdiv obraz ma, nicménbez pditace rné
neobsahnutelny.
» Tak jako v kancelanepoZzadujeme po sekrété, aby nepsala na stroji, ale ndsadkou
a krasopisem, tak nezakazuji zstmavatelé silnoproudym inZeriyn pouZzivat
pacitat. Pak neni jedinyidrod Laplaceovu transformaci pfeSeni diferencialnich
rovnic pouzivat a naopak je dosiveda proti tomu.

Nicmére Laplaceovu transformaci pouZivame pro popis linisdr systén: je to UsporgySi
zapis, ve skutmosti se samotnou Laplaceovou transformaci nemdmspoleéného.

V notebooku MAALaplace.nb
Je ukazano pouziti funkce LaplaceTransform proszépinice

7y"(t)+2y(t) + 3y(t) == u( 9), kde u(t)je ngjaky vstup ay(t)je vystup zkoumaného
systému. Obrazy budeme od vitadliSovat velkym pismenem a parametrem p.

Vidime, Ze niZzeme pro obraz psat:

— 1 + E 7p u E 7
Y(p)—U(p)Elm;y( ) 7p2+2p+3+y(0) 0+ 2p+

Patéateeni podminky jsou také vstupem naSeho systému (byigiadané!) aiedchozi vztah
nam tedytikda, jak systémignasi vstup a gatezni podminky.

Pokud uvazujeme gateini podminky nulové, zjednodusi se vztah na:

1
Y =U O————— avyrazu———iikameprenossystému.
(p) (p) 7p2+2p+3 y 7p2+2p+3 p]" y
Poznamka: dadle popsané systémy zpravidla ,zapominaji¢giecni podminky, teplota

kurete po hodia v trouk® jiz nezavisi na teplétkuiete ged tydnem, proto se pateini



podminky¢asto uvazuji nulové s tim, Ze jesiisieSeni dostat@é dlouhy, nebudou jiz mit na
vysledek vliv.

V programech jako je nailad Simulink mizeme zapsat systém popsany rovnici
7y"(t)+ 2y () + 3y(t) == u( 1) graficky, pro nulové i nenulové patesni podminky takto:

1
u 7s2+25+3

7s
v (0) 75242543

vy

7
v () 7s2+2s+3

Obr.0 Pouziti SW Simulink pro nuloveé i nenulov&g@i@ni podminky

M¢jme na pariti, Ze tyto programy v Zadnéntipadct Laplaceovu transformaci preSeni
nepouzivaji!!! Pelozi takové obrazky do systemu ¢byych diferencialnich rovnic prvniho
fadu a ty pakeSi numericky.



3.Zéklady software Mathematica

Mathematica je program zaloZeny na architektute klient - server. To co pravé vidite je klient nazyvany Front-end.
Front-end vam déava k dispozici okno, v kterém je mozné psat a tvotit dokument, dé€lat vypocet i psat program.
To, co napiSete do tohoto okna, tvoti dohromady takzvany notebook, ktery muiizete ulozit v souboru *.nb. Front-
end vam kromé okna s notebookem dava k dispozici hlavni menu, v kterém najdete spoustu nastavovacich i
ovladacich prvka celého prostiedi Mathematica. Také je mozné si zapnout zobrazeni mnoztvi riznych pomoc-
nych sad tlacitek, tzv. palet, pro usnadnéni nékterych postupti, jako naptiklad psani feckych znakd. Standartné je
pfi zapnuti Mathematicy obvykle zobrazena paleta pojmenovana BasicMathInput.

Nyni by v8ichni méli mit otevieny prazdny notebook. Notebook je oproti klasickym textovym dokumentim
strukturovéan nikoliv ("jen") do odstavct, ale do tzv. bun¢k.

Zkusme si do Notebooku napsat nase dva prvni vypocty

1+1

2%3

V pravo se nam objevila modra ¢ara ohranicujici buiiku, kterou jsme ted’ vytvofili. Ted bychom ale chtéli, aby
nam Mathematica nase vypocty provedla a vypsala vysledek. Jakékoliv vypoéty v Mathematice neprovani Front-
end, ale servrova ¢ast systému Mathematicy zvana Kernel. Kernel je samostatny program, ktery mize dokonce
béZet i na jiném pocita¢i. Funguje to tak, Ze umistite kurzor do buiky, kterou chcete spocitat, zmacknete Shift-
Enter (nebo téZ samotny pravy Enter u numerické klavesnice) a Front-end odesle obsah buriky do Kernelu. Kernel
provede vSechny ptikazy a vypoéty a vrati Front-endu piipadné vysledky. Front-end vypiSe vysledky do bunék,
které si vytvofi pod spusténym vypoctem.

1+1

23735

2

457587614181485537342488537004525777796719632007

Chcete-li nyni vytvofit dalsi buiitku, najedete s kurzorem pod buiiky ¢i mezi burky tak, aby se misto klasického
kurzoru objevila dlouhd vodorovna ¢ara a zacnete psat.

Buriky mtizeme do Kernelu posilat v jakémkoliv potadi, ale Kernel je samoziejme spracovava postupné za sebou
tak, jak k nému pfisly. To znamen4, Ze napifiklad miize byt nedfive odeslan a proveden vypocet, ktery je v note-
booku v posledni buiice. Proto jsou piikazy (fadky) pfichazejici do Kernelu postupné ¢islovany a Front-end pfi
odesléani buiiky vypiSe toto potfadové ¢islo zpracovani prvniho piikazu v buiice (modfe vlevo od buiiky). Stejnymi
Cisly jsou pak oznaceny piipadné vypisované vysledky jednotlivych piikaza.

a

S burikami Ize délat spoustu dalSich véci jako : oznacovat je, kopirovat, mazat, menit jejich styl pisma, grafiku,
zobrazovani, povolovat a zakazovat jejich odeslani do Kernelu, dat vice buriek do jedné "nadburiky", sbalit
"podburiky" jedné buiiky tak, aby byla vidét jen prvni, pfifazovat jim nastaveni pomoci styld atd... Takto lze
pouzit notebooky v Mathematice nejen k vypoctim, ale i napf. pro psani textu ¢i vytvareni presentaci. V Mathemat-
ice byly dokonce napsany celé knihy. Toto v§ak nyni nechame a budeme se vénovat predev§im moznosti pro-
gramovani a vypodéta v Mathematice. Udélejme si prvni ptiklad

NapiSme program, ktery vypocita feSeni algebraické rovnice5*x"5 + 1 == Sin(% ).
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reseni = Solve[5x"5+1 == Sin[2 * Pi / 3], x]

\/3— 1/5 1 \/3— 1/5 1 \/3— 1/5

{{x% i -1+ 2 },{X%{fl)Z/S — -1+ 2 }, {x%—( 1)3%° | — 1+ 2 },
5 5 5
1 Ney 1/5 1\1/5 J3 1/5
{xe(—l)‘l/s g -1+ ; }, {xe—(—g -1+ N }}

Nyni vidime zaklady syntaxe v Mathematice

- Mathematica je case-senzitiv

- VSechny nazvy vnitinich piikazt, funkci i vyrazii Mathematicy za¢inaji velkym pismenem (Solve, Sin, Pi, 1,
LaplaceTransform )

- vase proménné a symboly mohou za¢inat pouze pismenem a nesmi obsahovat specialni znaky (nepouzivat
podtrzitka)

- mezera je interpretovana jako krat. Pozor mize byt zdroj chyb

bl

b2

bl

2Db

- ";" na konci tadku potla¢i vypsani vystupu
a=3;

znadi definici (od chvile kdy je do kernelu odeslano:
Petr = prase

prase

bude jakykoliv Petr nahrazen

Petr + Zuzana

prase + Zuzana

Jestlize pouzijeme funkci, symbol, ¢i obecné néco co Mathematica nezna, Mathematica provede vSechna
nahrazeni, ktera zna a zbytek opét vrati jako vyraz

Petr = prase;

rande [Petr, Zuzana]
prase

rande [prase, Zuzana]

Zrusit definici lze naptiklad ptikazem ClearAll (Ize to téz dikladnéji pfikazem Remove, ktery ma syntaktickou
zkratku "=.", ale to je jen pro zvidavé. Vice viz. help)

ClearAll [Petr]
Petr + Zuzana
Petr + Zuzana

- "=="znaci rovnici (patii mezi zakladni bilan¢ni znaménka >, <, >=, <=, ==, I=)
Petr = velkePrase

velkePrase

Petr == velkePrase

True

- "()" jsou zavorky upfesiiujici potadi vyhodnocovani (¢ili pfednost operatori)



KurzMathematicy-Musillverl.nb |3

5+43%7
(5+3) %7

26

56

- "[ 1" jsou z&vorky pro parametry funkci a pfikazii (jednotlivé parametry se oddéluji ¢arkou)

Sin[2 % Pi / 3]

V3

2
Integrate[x”5 * Sin[x], x]
-X <12O -20%? +x4> Cos[x] +5 (24 -12x? +X4) Sin[x]
Pro funkce s jednim parametrem Ize misto syntaxe:
nazevFce[parametr ]

nazevFce [parametr]

"nazevFce[parametr " pouzit téz dva ekvivalentni zpisoby zadavani parametri fce:

nazevFce@parametr

parametr // nazevFce

nazevFce[parametr]
nazevFce[parametr|
takze funguje napt.:

Sine (2  Pi / 3)
(2%*Pi/3) // 8in

Vi3

2
V3
2

- "{ }" jsou zavorky sdruzujici vice véci do jedne usporadane mnoziny, jednotlivé objekty se od sebe oddeluji

7

carkou. V prosttedi Mathematica se uspofadand mnozina vytvofend pomoci "{ }" nazyva "List".
Listy pouzivame pro sofistikované usporadavani svych dat

basaPiv = {Budwar, Prazdroj, Gambrinus}

{Budwar, Prazdroj, Gambrinus}

basaPiv2 = {Kozel, Branik}

{Kozel, Branik}

hromadaBasPiv = {basaPiv, basaPiv2}

{{Budwar, Prazdroj, Budwar}, {Kozel, Branik}}

skladPiv = {basaPiv, basaPiv2, Bernard, CernaHora}

{{Budwar, Prazdroj, Budwar}, {Kozel, Branik}, Bernard, CernaHora}

Listy Ize €asto pouzit tam kde funkce o¢ekava jedinny parametr pro zadani vice objektu.

Napf. ptikaz Plot oCekéva dva parametry: 1. vyraz, ktery bude kreslit 2.za kterou proménnou a v jakych mezich
ma dosazovat
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Plot[Sin[x], {x, 0, 4 7}]

1.0

05

-0.5+

1.0+
Plot[{Sin[x], Sin[x] "2, Sin[x] *3}, {x, 0, 4 7}]

1.0

0.5+

-1.0F
Listy se v Mathematice pouzivaji pro reprezentaci vektord a matic

ctvercovaMatice = {{1, 3, 5, 6}, {6, 5, 8, 2}, {9, 54, 56, 78}, {74, 25, 19, 3}}
{{1, 3, 5,6}, {6, 5,8, 2}, {9, 54, 56, 78}, {74, 25, 19, 3}}
ctvercovaMatice // MatrixForm

1 3 5 6
6 5 8 2
9 54 56 78
74 25 19 3

Det[ctvercovaMatice]

44153

- "[[ 11" jsou zavorky, kterymi z listu vybirame prvek dle jeho pofadi od zac¢atku (pomoci kladnych &isel), nebo od
konce (pomoci zapornych &isel)

basaPiv

{Budwar, Prazdroj, Gambrinus}
basaPiv[[1]]

Budwar

basaPiv[[2]]

Prazdroj

a ted’ od konce
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basaPiv[[-1]]

Gambrinus

nebo vicestupiiovy vybér

skladPiv

{{Budwar, Prazdroj, Budwar}, {Kozel, Branik}, Bernard, CernaHora}
skladPiv[[2]]

{Kozel, Branik}

(skladPiv[[2]]) [[1]]

Kozel

skladPiv[[2, 1]]

Kozel

e

Otevieni napoveédy:
- Menu,
- Ptikaz "?" nebo "??" vypiSe zakladni napovédu do notebooku

? Plot

Plot[f, {X, Xmin: Xmax}] generates a plot of 1 as a function of x from x,,,;, t0 X

Plot[{ A1, f5. ...}, {X, Xmin: Xmax}] plots several functions f. >

- Nejjednoduseji klavesa F1 (tip: jestlize napiSete v notebooku piikaz, umistite do néj kurzor a zméazknete F1
otevie se vam piimo stranka helpu k tomuto ptikazu )

otevieni napovedy k piikazu Plot

Plot

Co najdete v Helpu:

- stranku s ndpovédou ke kazdému piikazu (naptiklad pro ptikaz Plot)
v§echny helpy k jednotlivym pfikazlim maji stejnou strukturu:
- nahote je kratky popis, ktery se zobrazuje téZ v notebooku piikazem "?"
- podrobny popis vSech vlastnosti a moznosti nastaveni
- ptiklady pouziti, které si mizete vyzkouset, klidné¢ zménit a spoustét, nebo zkopirovat
do svého notebooku a pouzivat
- odkazy na podobné a souvisejici piikazy
- odkazy na tutorialy o tématu, do kterého ptikaz patii
stranku s napovédou ke kazdému ptikazu
- odkazy na rozcestniky piikazti uskupené podle témat

- cela elektronicka knizka o Mathematice od zakladt az po pokrocilé véci, ktera je slozena z tutoriald pro jed-
notliva témata. Kazdy tutorial obsahuje na spousté dalsich ptikladi ukazané zékladni postupy a moznosti. Napf.
tutorial o zakladnim vykreslovani fci. Opét si mlzete beztrestné piikazy upravovat a spoustét.

- v Mathematice 7 jsou v helpu nahote, kromé vyhledavace, tla¢itka pro otevieni rozcestniku fci a pro otevieni
rozcestniku tutoriala

Zakladni prace s Helpem:
- zkusit odhadnout jméno piikazu nebo alespoil podobného piikazu
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- najit podobny ptikaz a projit souvisejici ptikazy nebo jesté 1épe rozcestnik se souvisejicimi ptikazy
- najit vhodny piiklad, ten zkopirovat do svého notebooku a upravit

Napf najdéte piikaz pro otoceni poradi prvkil v listu (List - List Manipulation)
List
Reverse[{a, b, c, d}]

{d, c, b, a}

m Nékteré zakladni pfikazy v Mathematice
Ukazme si nyni nékteré zakladni ptikazy, které byste si méli projit
Plot
Solve

Table

Range
% (out)
» Programovani v Mathematice

m Pravidla nahrazovani

pravidlo = coNahradit - cimNahradit
pravidlo = x » y?

X - y?

necoUpravene = necoPredUpravou /. pravidlo
x+ 3 /. pravidlo

3+ y2

Dalsi ptiklady:

X+y+z /. {x>2, y-> z}

3z

x/.x->25

25

Vysledkem feseni rovnic pomoci Solve je list pravidel. Vyfeste rovnici x4 + x>+1==0 a ziskejte prvni feseni ve
formé vyrazu

rovnice = x* +x%2+1 =0
vsechnaReseniPravidla = Solve[rovnice, x]
prvniReseniPravidlo = vsechnaReseniPravidla[[1]]

prvniReseniVyraz = x /. prvniReseniPravidlo

1+x?+x*=0

Hx—>—(—1)1/3}, {X% (—1)1/3}, {x—>—(—1)2/3}, {xe (—1)2/3}}
{xe—(—l)ln’}
7(71>1/3

ziskejte vsechna feseni ve formé vyrazti



vsechnaReseniVyraz = x /. vsechnaReseniPravidla
{_ (—1)¥3, (—1)3, - (-1)%/3, (_1)2/3}

Ziklady o funkcich v Mathematice

- Tvofeni vlastnich funkci

zakladni syntaxe:
nazevFce[parametry s podtrzitkem] := coVracet

mojeFce[parl , par2 ] := parl + par2

mojeFce[2, 5]
mojeFce[Manka, Rumcajz]

7

Manka + Rumcajz

- Aplikace funkce na kazdy prvek listu
ptikaz Map aplikuje funkci na kazdy prvek z listu

Map[f, {x1,x2,...}] = {f[x1], f[x2], ...}
nebo jinym zapisem

f@{x1,x2,..} = {{{x1], f[x2], ...}
Map[g, {x1, x2, x3}]

{glx1], g[x2], g[x3]}

g/e@e {x1, x2, x3}

{glx1], g[x2], g[x3]}

Piiklad na rozmnozovani haveéti:

£f[x ] :=10%x

havet = {blecha, ves, mys}
Map[£f, havet]

f /@ havet

{blecha, ves, mys}
{10 blecha, 10 ves, 10 mys}

{10 blecha, 10 ves, 10 mys}

- Aplikace funkce na cely list
Apply z prvka listu udéla argumenty zadané funkce

Apply[f, {x1,x2,...}] = f[x1, x2, ...]
nebo jinym zépisem

f@@ {x1,x2,..} = flx1, x2, ..]
Apply[g, {x1, x2, x3}]

glxl, x2, x3]

gee {x1, x2, x3}

g[xl, x2, x3]

Piiklad:

seCtéte prvky listu, kdyz vite, Ze séitani je v Mathematice reprezentovano fci Plus

KurzMathematicy-Musillver1.nb

|7
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Plus[a, b, c]
a+b+c
Plusee {a, b, c}

a+b+c

- Vicendsobna aplikace funkce na jeden parametr
Ptikaz Nest aplikuje fci na parametr n¢kolikrat

Nest[g, x, n] = g[g[..g[x]]..]
Nest[g, x, 3]

glglglx]]]

Ptikaz NestList také aplikuje fci na parametr n€kolikrat, ale vrati i mezivysledky

NestList[g, x, n] = {x.g[x].g[g[x]] ... gle[.-gx]]..]}
NestList[g, x, 3]

{x, glx], glglx]], glglglx]]]}



4.Elektrické obvody

Poznamka uvodem

Tento spisek nema za cil nahrazovat obvykkbui texty tykajici se teorieraSeni
elektrickych obvod, jde spiSe o ukazani jedné z cest, jak Ize k alowoatistupovat.
Cilem je dokazat pro korektrzadané schéma napsat program, ktery &gplodnoty
hledanych veliin. Omezime se tedy na analyzu obv¢zadané schéma, hledame ,co to

deld®, uloha ,najdi schéma a hodnoty sastek aby to ,8alo co chci” je podstathslozijsi
problém a koho to zajima, ke si zapsatifsluSnou latku u odborniknagiklad z FEL).

Veskeré vypoty, které niizeme s¥iit strojam, strofim swiime. Rijde zejména veSeni
rovnic miznych tym, derivovani, integrovani a grafické znazarvysledk. Cilem je ziskat
elementarni fedstavu o fungovanihterych obvyklych zapojeni, nikoli vychovat odbdmi
na elektrické obvody.

Co nas zajima je elektricky proud a elektrickéatiap

JelikoZz omyl neni mozny, v dalSim textu budeme sédektricky” casto vynechavat, tedy
dale jen proud a nafhi.

S proudem a n&im se v BZném Zivot setkavame: ,Pozor, vysokée rii* Nebezpe&né
ovSem neni nai, ale proud, ktery nadmide... ale aby tekl, péebuje napti. Napsti

privadime do reproduktoru, aby proud tekouci civkguolal silu, ktera pohne membranou a
my miazeme poslouchat hudbu. Ngipa proudy budou vstupy i vystupy naSich uloh: émeé
vedét, Ze rekde rejaké napti je, nebo kkde reéjaky proudtece a bude nas zajimat, jaje
napsti jinde a jaky proudece tam a tam.

Napsti v naSi nejblizsi zasuvce zavisi na mnoha fakto(gstli je na ni &co @ipojeno,
ostatré obecr na vSem, co jefjpojeno v celé soustd\JCPTE, na tom, jak d@b hai uhli
v Elektraré Paici, na teni v loziscich turbin....), na&kterych ovSem vice a n&kterych
mere (pobliz sepne elektrokotel, v Portugalsku stetditel Zeleznic nabijet mobil).

Nékde ovSenteSeni problému musi&aa to, kde zéneme, zalezi na poZzadovariégnosti:
peteme-li kie, doba, za kterou se Weehodrt zavisi na nastevené tegdtouby a mélo na
teplo€ v kuchyni, pro dely pe&eni kiete obvykle nastaveni teploty trouby v zavislosti na
teplo€ v kuchyni nekorigujeme. ,Reme*“-li ovSem nafpklad kiemikové destky a mame

pro spravny pibéh rozlicnych difuzi udrzovat teplotu ggsnosti 1/20°C, uz nastaveni teploty
pece na teplétokoli zaleZet bude, okolni teplota by nam by néaoinlka proces pokazit.

Jelikoz naSimvstupybudou proudy a n&f, omezime naSe ulohy zavedenim zilfmjoudu a
napsti; do €chto zdroji schovame velmi Siroky zajimavy&ynagEti a proudy mohou byt
vyvolany elektrochemicky,ipménou mechanické energie rétého pohybu, ,Soustanim
ebonitové tye li&im ohonem* (jak se psaladg@dwma sty lety); nebo jsou nép a proudy
vysledkemginnosti réjakého obvodu, jeho&innost néeSime —naipklad vystup zvukoveé
karty paitace, kde je opravdu mnoho analogaealizovanyckislicovych obvod. Celou
problematiku elektroenergetiky ro¥hschovame do zavedeni zdrpjoudi a nagti. Pro
proudy bude platit totéz, co pro idealni zdrojeyakoa pro napti totéz, co pro idealni zdroje
nageti: je-li nekde nagti, v naSi teorii vZdy existujetkdo, ¢i néco, co dotgné nagti maze
zajistit a s proudy je to zcela stejné. IdealnbmovSem existuji jen v nasi teorii, neidealni



ovSem do teorie Zéenujeme jako idealni obklopenétéim¢i mensim pétem rezistat,
kondenzatat, civek a dalSich obvodovych pizkmodely realnych (pochopiteine lepSitici
LrealngjSich”, ,realnost zdroje" zalezi na zvolené&gnosti rozliSovani, co j&Se a co neni
idealni) zdroj vZdy obsahuji idealni zdroje.

Proud a nagti

Obe tyto velkiny jsou abstrakce, zajerint 0 WtSi porozunini €mto velinam
doporiujeme napiklad skwlé Feynmanovy igdnasky z fyziky.

Proud budeme znit i, 1 ,i {t),1... tedy budeme progimit vyhrazeno pismerics tim, Ze
pripsanim argumentubudeme naiiklad upozoiiovat, Ze jde @aso¥ proménnou velEinu a
podobrz.

Jednotkou proudu je ampér, ozaaany velkym A, jednotky velin budeme také &kdy psat
do kulatych zavorek, tedy (A). Tato jednotka jeladki a z ostatnich zakladnich jednotek ji
nevytvdite.

Proud m¢time ampérmetry rozinych konstrukci.

Napsti _budeme znit u, U, u(t), U... tedy budeme proghmit vyhrazeno pismeno s tim,

Ze fgipsanim argumentubudeme nagklad upozofiovat, Ze jde @asow promennou veltinu

a podobu. Jednotkou nagi je volt, zn&kou V, volt neni zakladni jednotkou systéemu Slja je
moZno vyjadit pomoci ampéru a ostatnich zakladnich jednotek.

Napsti métime voltmetry rozkinych konstrukci.

Obvyklé definice proudu se odkazuji na ¥iglu elektricky naboj (napceska Wikipedie
uvadi: ,Elektricky proud je uspdadany pohyb nositélelektrického naboje. Stejnojmenna
fyzikélni velicina, obvykle zn&enal, vyjadtuje mnozstvhabojeprosiého za jednotkiasu®)

a v rekterych specialnichifpadech si mizeme pedstavit mechanickou analogii: deel
nestl&itelna tekutina potrubim, odpovida to stejnésmmu proudu.

Maji-li ovSem podobné definice mit univerzalni plagt, budeme pro proudy tekouci vakuem
potiebovat virtualntastice, kontinudlni teorii a také by bylo slugieé co je to ten elektricky
naboj o kterém na Wikipedii zjistime (,Zakladni leiéckou vlastnostides jeelektricky
naboj Téleso s elektrickym ndbojem se nazyléktricky nabité je schopnoisobit
elektrickou silouna jiné elektricky nabit&leso.”), Ze je vazan na pojefiidsa a sily... alev
kvantové mechanice silu smyslupllefinovat nelze atd. atd.

Zajemdim dopordujeme nav&vovat gednasky prof. Petra Kulhankaist knihy Terry
Pratchetta.

Co je elektrické nafti? Definice se odkazuji duna préci, nebo na potenciél, coz kdybychom
chtli podrobrgji zkoumat, patebovali bychom rozsahly matematicky aparat a nakone
bychom v dosli k tomu, Ze n&p n¢kdy ani smysluplé a jednoznén¢ zavést nelze.

Napsti métime voltmetry roziinych konstrukci.

Podobr ovSem méame docela dobrotegdstavu, co znamend, Ze je venku teplota vzduchu
27°C, &koliv je definice teploty svou ziaou abstrakci néfstupna ¥tsirg lidi; bez gesné
definice proudu (a jak uvidime dale, s &am to bude stejné) se di@obejdeme. V nasich



fe¢ovych hrach se n&ime, jak @i pouziti slova ,proud” v naSem Uzce vymezeném &xiut
teorie obvod nechybovat a k tomu definici nepebujeme.

Podstatné je, Ze proud TE. Pokudiikame, Ze proud nete, myslime tim, Ze #e proud
velikosti nula ampeér.

U proudh vzdy budeme volit jejich orientaci a budeme ji aanat Sipkou; abychom co
nejlépe odlisili Sipku ozraujici zvolenou orientaci proudu od zvolenych orénmnagti,
budeme pouzivat ,proudovou Sipku“ a ,gédpvou Sipku“.

Obdobr¢ jako v gipadt proudu a teploty, ani vifpact nageti nam absence pochopitelné a
jednozn&né definice nebud&nit Zadné obtize; v izce vymezené oblasti naSéjrow
k nejednoznénostem nedojde.

Podobs jako v gipact proudi, budeme zvolené orientace, tedy kladné smyslythamait
Sipkami a budeme pro lepsi rozliSeni pouzivat ¢tiapé Sipky*.

Pro proudy a nafti plati ugita pravidla; shrneme je formoutva rovnic.
Véta O:

Proud v obvodech nevznika ani nezanika, ve vysledkly ,te¢e dokola®.

Véta 1.
Plati, ze pokudece z bodu A do bodu B proudl,;, je to to samé, jako kdytece z bodu B do

bodu A proud-1 ,;.

Odtud i nazvy odkazujici k této skatesti ,obvody” ,circuits* , kde v anglickém ,circ*
mame odkaz na kruhové arény starigémani a kruhové pdorysy cirkusovych stdn

Mozna vice nez polovina zakia pravidel, které budeméi peSeni obvodl pouzivat, je
presrgjSi formulaci faktu, ze ,proud jeino, co nevznika a nezanika a tudiz ietdokola®.

Véta 2:
Jeli mezi bodem A a bodem B n&pU ,;, je mezi bodem B a bodem A nap-U ;.

Zvyknéme si na vyjateni odliSujici nagti a proud: proudece, nagti je.

Vodice, svorky, zdroje proudu a zdroje gtpspol€&ny vodi

Zdroji proudu a nafii budeme v dalSim textu rozeiizv. idedlnizdroje proudu a n&fi a
vodici budeme rozugt idealnivodice. Slovoidealni budeme v dalSim textkdy
vynechavat, zdroji a vogiibudeme vzdy rozust idealnizdroje a vodie, budeme-li naopak
hovait o realnych zdrojich a vogich, explicitae to uvedeme.



|dealni vodée a svorky, spotay vodi

Vodi¢ ( ,idealni* budeme vynechavat) je takovym prvkebvadu, ktery ,nic neni“. Mezi
zatatkem vodie a rgjakym jakymkoli jinym bodem je stejné n#p jako mezi koncem
vodice a onim bodem. Vstupuje-li do vediproud, vystupuje zépstejny (samoiejme se
muze Wtvit do vice vodti, uvidime, Ze pak se zachovava&stiproudi). Pro dva vodie to
ukazuje Obr. 1, spolu s pravidlem, Ze mezétkem a koncem vo&k je napti nulove.
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Obr. 4

Na Obr. 1 vidime dva vo&k sesvorkamiA, B a C, D. MezsvorkamiA a C je napti stejné,
jako mezisvorkamiB a D a jako mezi kterymkoli bodem horniho weda kterymkoli bodem
spodniho vodie. Nagti mezi svorkami A a B je nulové nezavisle na tgaRka je velikost
proudu |, a nagti mezi svorkami C a D je nulové nezavisle na velikproudul,, Proudy se
zachovavaji, do svorky A vtéka proud stejné velikgako vytéka ze svorky B a zcela shédn
je tomu se svorkami C a D.

Svorkami nerozumime skuit@e svorky, ale mista, kde ,je nebdide byt co pipojeno”.
Je-li I, #0A, tak na svorky A a B &to" byt pripojeno musi, proud neide vznikat ani
zanikat.

Pokud je vice svorek spojeno véigimiZzeme ve schématu s vyhodou pouzit syn-Lol
Napsti kazdé svorky je stejnéwi kterémukoli symboli L.



Zdroje proudu a nagi
Jak jsme uvedli vySefiginy proudh a nagti ,schovame* do idealnich zdfoproudu a
napeti.

&U( ﬁ( ."!AB U4:: UA'B

Obe 2

’A
@r& U == Urg

Zdroje napti budeme znét podle Obr. 2, kde nalie je zdroj nagti U, zapojen mezi svorky
A a B a ve spodniasti je zdroj nagti U, zapojen mezi spoday vodi a svorku A a svorka B
je spojena se spaleym vodtem.

V matematickém popisu odpovidértto schématkm rovnice

U ==U, (1)

Proud tekouci zdrojem néip se v rovnici (1) nevyskytuje, né&b idealniho zdroje nagpi na
protékaném proudu nezavisi.

Idedlni zdroj nagti OV ma rovnici stejnou, jako idealni v@édnezi d¥ma svorkami, jsou
tedy z hledisk&eSeni obvoil ekvivalentni.

Podobr jako v sw Mathematica budeme pro zvyr&dnze jde o rovnici, pouzivat
zdvojenych znak rovnosti.

Zdroje proudu budeme ve schématechitnmodle Obr. 3. Vyjateni rovnicemi situace
v hornic¢asti obrazku je

N v g ==l (@)

Napiti na svorkach zdroje proudu se v rovnici (2) n&yysie, proud protékany idealnim
zdrojem proudu nezavisi na r¢ipna jeho svorkach.
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V dolni ¢asti Obr. 3 je naziana situace se spoleym vodiem, rovnice jsou shodné,
carkovan&ara naznéuje, Ze se proud vytékajici ze svorky A musijghym zpsobem®
uzawvit do svorky B, tedy do spaleého vodie.

Pravidlafazeni zdraj napeti

Sériovétfazeni dvou zdrdj nagsti

G
&=
>
V=4




Obr. 4 ukazuje tzwsériovérazeni dvou zdrdjnagti, nékdy také nazyvangazeniza sebou
Pro nagti mezi svorkami A a C plati rovnice

Unc ==U pg tU gc (3)

Sériova kombinace zdribpagiti mize byt nahrazena jednim zdrojem &tagehoz napti je
rovno sowtu nagti obou zdroj.

Souet podle rovnice (3) plati pro orientaci Sipek mo@lbr. 4, v pipac, Ze Sipky oznéujici
orientace nafii nesngruji stejnym smrem, pouzijeme podle Obr. 5, pouzZijem&w?2 a
nahradime (ekvivalent zdroj nagti U, zdrojemU ,, = -U,, S op&nou orientaci a

pouzijeme pravidlo podle rovnice 3:
UAC =:UAB+U BC ::_UBA+UBC (4)

Sériové spojeni dvou zdfopagtti s libovolnymi orientacemi n&gi zdroji a najgti
vysledného izeme vzdy pomocidty 2, tedyU,, = -U ., tedy gfehozenim orientace zdroje

a zmeénou znaménka jeho nétp prevest na situaci podle Obr. 4 a nahradit toto spggeinim
zdrojem napiti vysledné velikosti.

Poznamenejme, Ze v naSem nastinu teorie elekttctiyeod je toto pravidlaazeni zdraj
postulované a nelze jej z jidésti teorie odvodit. Ty, ki€jsou jiz s teorii obvoil
obeznameni, si mozna vSimnou, Ze zde postulujemadtarazeni zdraj a z nich pozéi
obdrzime Kirchhoffovy zakony fgemz se jinde voli i postup ofray: postuluji se
Kirchhoffovy zakony (nebo vyvodi z teorie elektragnaticého pole) a pravidiazeni zdraj
jsou pak jejich dsledkem. Fipadrg je pravidlo ofazeni zdraj nagti spolu s ¥tou 2
specialnim fipadem pravidla platiciho pro vé@hu nagti obecr. Rozdily chto gistupi se
pii konkrétnim vySdgbvani chovani obvadpodle zadaného schématu neprojevi.

Sériovérazeni vice zdrdj nagsti

Reseni sériovéhiazeni vice zdrdjnagti je jednoduché: napv pripad té zdroji napsti
nejprve nahradime dva z nich, které maji spude svorku, jednim zdroje vysledného &ap
obdrzime schéma seda zdroji sériov fazenymi a ty oft nahradime zdrojem jednim,



nag. podle Obr. 6, fipad 4 zdraqj Ize pevést nahradou dvou zdiggdrojem jednim na
piipad ti zdroj atd.
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Pri praktickémieSeni Uloh ovSem takto krkolognepostupujeme, uvedeny postup je jen
dukazem, Ze pravidlo o sériovémzeni zdraj nagti pro dva zdroje sta k vyieSeni
sériovéhaazeni libovolného pitu zdroji a rejaké dalSi pravidla nepi@bujeme. B rutinnim
feSeni postupujeme tak, Zze stpjejichz Sipky maji fi rozkresleni obvodu podle Obr.6
shodny sn¥r se Sipkou ozraujici nagti vysledné bereme kladra nagti s Sipkou op&nou
Zaporn.



Proétyti zdroje je zfisob ukadzan na Obr. 7.
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Poznamenejme, Ze pravidlo o sériovi@reni zdraj nagti je ekvivalentnim Kirchhoffovu
zakonu, kteryika, Ze sotet vSech nafli v uzawené smyce je nulovy.



Paralelnitazeni dvou zdrdj nagsti

N

FALSE

OLe. &

UvaZme situaci podle Obr. 8, kde je zakreslenopavalelnirazenizdroji nagti, také zvané
razeni vedle sebde-li zdroj nagti U, pripojen mezi svorky A a B, odpovida to rovnici

UAB ==U, (5a)
Je-li zdroj napti U, pripojen mezi svorky A a B, odpovida to rovnici
UAB ==U, (5b)

Plati-li U, =U, =U , obdrzime dv¥ identické rovnice, z nichZ jegmé jedna zbytena; dva
zdroje stejného n&f (pochopiteld s uvazenim orientace, zde podle Obr. 8feme
nahradit jednim zdrojem néip.

Plati-li U, ZU,, soustava rovnic (5a) a (5b) netedeni, rovnice jsou kontradiktorickeé.

Pridanim dvou kontradiktorickych rovnic k jakémukslistému rovnic ovSem #gobi, Zze
cely systém nemieseni

Paralelnitazeni idealnich zdrdjnagti je tedy ryze neuzitmeé: v gipad stejnych nagti je
zbyteiné a v pipac nestejnych nafti jakykoli obvod, ktery takové zapojeni zdiajagti
obsahuje, nemi&seni, nelze matematickyurhodnoty hledanych velin a kdybychom se
jej pokusili realizovat, ,nefungovalo by to*, v ldps$ pripact by zafungoval &aky ochranny
prvek (teba pojistka), v horSimripact by nagfiklad shdela rejaka sodastka pipadré

objekt.

Poznamka: proti paralelniméazeni realnych zdréjnemame namitky. Modely neidealnich
zdroji napeti obsahuji dalSi prvky tak, Ze nikdy ngm dojit k paralelnimu spojeni idealnich
zdroji primo.



Zkrat na zdroji nagti
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Uvazme situaci podle Obr. 9, kde je zakreslenzkvatci tzv. kratké spojeni na zdroji nép
Podle vySe uvedeného je ovSem rovnice popisujak uedite mezi svorkami A a B shodné
s rovnici idealniho zdroje nap o velikosti OV. Plati tedy o tomto spojeni vée,o
paralelnim spojovani dvou zdtopagti: je-li U, =0V je toto spojeni zbyt®mé a post&
svorky propojit bd’ jen vodtem, nebo jen zdrojem n&pU, =0V , plati-li U, # 0V, obvod
nemareseni, zadani je nesmysliné.

Poznamka: zkraty na realnych zdrojich atse rkdy dji a v pripade redlnych zdraqj, které
nejsou proti nim chraény svoji konstrukci neb@jakym dalSim chranicim prvkem, mohou
zpisobit zn@né Skody (,kdo si tam misto nich (pojistek) nastukgbiky, vyhéi a za’ne od
piky*).

Pravidlafazeni zdraj proudu

Pravidlafazeni dvou zdrdjproudu
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Uvazme situaci podle Obr. 10, pak plati



|, +1,==1, (6)
Je tedy mozno nahradit takovouto paralelni kombiré&de se tomiika paralelnfazeni,
neborazeni vedle sebe) jednim zdrojem proudw orientaci podle Obr. 10.

0 44

Pro jiné orientace proudoouzijeme ¥tu 1, napiklad podle Obr. 11, kdagjme

L, +(-1,) ==15,¢ili 1,-1,==1,.

Obdobnym zpisobem zcela analogicky jako ¥ijpact zdroji nagti prevedeme schéma
s libovolnymi orientacemi proudpomoci ¥ty 1 na pipad podle Obr. 10.

Pravidlafazeni vice zdrdjproudu

Bylo by podc#ovanim inteligencéten&e, kdybychom podrokinpopisovali postupitkazu
feSitelnosti Ulohy, ktery je zcela analogicky a picky zpisob rovigz.

Pravidlofazeni vice zdrdjproudu je ekvivalentnié 1 a tudiz Ize formulovat jako
Kirchhoffav zakon:

Véta 3:
Celkovy proudl, vtékajici do uzlu je nulovy; celkovym proudem rodme
Iz =2l vtékajici 2 vytékajici’ tedy Iz =2l vtékajici 2 vytékajici::O (7)

Véta 3 je tak dlezita, Ze jsme si ji ozrdi zarovei jako rovnici (7). Jde ovSem jen o jinou
formulaci Wty O.



Sériovérazeni zdraj proudu

Ctendi je jiz jasné, Ze mé-li bytifbéh otedeni elektrickych obvédspravnym pibshem,
bude se na tomto mésskryvat ogt néjaky cert.

Obr. 12 ukazuje situaci analogickou k Obr. 8: Pojsath proudyl, a |, stejné a tedy
mazeme psat, ==1, ==l ;, je pouziti dvou zdrdj zbyte&né, dostavame dwshodné rovnice,
pokud jsou proudyl, a |, rizné, dostaneme &kontradiktorické rovnice a tudiz obvod

obsahuijici takové zdroje nerfgseni. Kazdopadrje sériov&azeni zdraj proudu neuzit&né.
Proti sériovémurazeni realnych zdréjproudu nemame namitky;modely neidealnich Zdroj
proudu obsahuiji dalSi prvky tak, Ze nikdy rfizendojit k bezprogtdnimu sériovému spojeni
jen idealnich zdraj proudu.

Rozpojeny zdroj proudu

Odporuje ¥té 0, pokuj nejde o zdroj proudu OA. Zdroj proudu f@fovSem veskrze
neuzit€né zavadt: mimo vodte v naSich schématech proud keta nema zadny dobry
smysl na ta mistaffkreslovat zdroje nulového proudu.

Pri rozpojovani neidedlnich zdfoproudu hai oblouky a velikosti nafii stoupaji na
nebezpeéné hodnoty. Ve schématu se rozpojeny zdroj proydkytovat nesni, realné zdroje
proudu radji rozpojujeme po souhlasu &itiho.

Zakladni prvky elektrickych obvdd

V elektrickych obvodech se vyskytuji zejmétiazékladni prvkyrezistor, jehoZ vlastnosti je
elektricky odpoycivka(nékdy nazyvananduktor, postarusamoindukcgetakéindukeni civkg,
jejiz vlastnosti jenduk’nosta kondenzator, jehoz vlastnosti je elektricka kiapa

V bézném elektrotechnickém Zargonudsesto zamnuje pojem rezistor (s@astka) a jeho
vlastnost (elektricky odpor) a zakaznik u pultu guahe po prodavae odpory, nikoli



rezistory. Pokud vime, co mame na mysli, négha si s fesnym vyjadiovanim élat velké
starosti.

Jelikoz v rdmci pedmétu MAA nehrozi omyl, budeme v dalSim slovo ,ele&kn*
vynechavat, moznost z&my nag. s hydraulickym odporem a tepelnou kapacitou rehro

Rezistory budeme ztih pismenem velké R s indexem rozliSujicim je ngma
kondenzatory pismenem velké C s indexy a civkyyrlk opt s indexy, pokud jich
v jednom schématu bude vice. Hodnoty odporu, itdogti a kapacity odpovidajicich
obvodovych prvii budeme zn#t shodré s €mito prvky.
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Obr. 13 ukazuje schématické Zkg prvki a rovnice popisujici prvky prvky pro zvolené
orientace proutla nagti.

Pro ozné&eni veltin a orientaci nafti a proud: podle Obr. 13 (povSinéme se, Ze proudova a
napitova Sipka maji stejny s#rl) plati rovnice, které je pro Usgné absolvolvovani MAA
dobré si pamatovat:

Rezistor:

Ug (t) == ROL(t) (8)

Rovnice (8) vyjaduje dolfe znamy Ohriv zakon, vyjaduje, Ze na§ti na rezistoru je (v
kazdém okamziku)iftmo unerné protékajicimu proudu a konstantacanosti je elektricky
odpor rezistoriR.

Oznaime-li jednotku odporyR), musi platity =(R) DA = ( R ZKA =Q.

Jednotkou odporu je ohm, ziemy velkymieckym pismenem omega.

Civka:

di, (t
u, (t) =:L[[L'(t)=LEJ% ©)
Rovnice (9) vyjaduje, Ze na§ti na civce je v kazdém okamzikiimpo unerné derivaci
civkou protékajiciho proudu podiasu a konstantou Gimosti je induknost civkyL.



Pripomeaime si definici derivace:
o di(t) i (t+a) =i (t)
) =g = im (10)

V citateli je rozdil dvou proud tedy vel€ina s jednotkou ampér, ve jmenovateli je délka
¢asoveho intervalu, tedy véiina s jednotkou sekunda; Ze jde o &iely malé nenize znénit

fakt, Ze jednotkou derivace proudu podsu je A/ s= ALK,
Ozname jednotku indunosti (L), pak musi platit

V=(L)AG" = ( L)—%—QEB— H.

Jednotkou induknosti je henry a zriéme ji velkymH.
Kondenzéator:

o) =cu(n=c el e
Analogicky p“redch02|mu ozn:ame-li jednotku kapacit)(C), plati:
A=(C)VE' = (q_—_ 0= F

Jednotkou kapacity je farad, Zeay velkym F.

Poznamka: hodnoty kapacit, indimosti a odpai mohou byt veliceizné, s vyhodou
pouzivame obvyklé@dpony kilo, mili, mega, piko, mikro a podébZAnalost vyjadeni
pomoci v technice obvyklycheplpon piko az giga vpdnetu MAA predpokladame.
PovSimriEme si, ze veliinu s rozndrem sekunda Gzeme vytvait jednoduseiemi zpisoby:
Rozmer sekunda majiiejme vyrazy RLC, % v/ LOC. Tyto vyrazy skuténé budou

rozhodovat @asovych konstantach a frekvencich v elektrickychodlech: o ¥cechcasu
mohou v koné&ném disledku rozhodovat jen veéiny rozmeéru ¢asu.

UkaZme si, Ze to, co uz vime (z teorie ohyadatematiku té s divérou s\w&iime stroim),
sta&i k vyreSeni jednoduchého obvodu. Uvazme obvod podleXdbr.
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Obr. 14

NapiSme rovnice, které plati pro rezistor a kondeorz

Uz == RO(t), ic==Cm.'(1) (12)
Dale pouzijeme fakt, Za co plati pro gtpplati i pro (idealni) zdroje n&p a uvazme
prostedni schématko na Obr. 14.

Zrejme, pokud nema byieSeni ,False”, musi platit rovnice odpovidajici torjak jsou
rezistor, zdroj nafii a kondenzator zapojeny:

u(t) == e (1) + (1) (13)



Co plati pro proudy, plati ovSem i pro zdroje prbuagvazme dolni schématko na Obr. 14.

Aby feSeni nebylo ,False”, musi platit:

i(t) ==i(t) ==ic () (14)

Obdrzime dosazenim z (12) do (13) a (14)
u(t)==u. (t)+RCcOL'( (15)

Ziskali jsme tzv. diferencialni rovnici pro napu. (t) které je zarouerovno vystupnimu
napeti.

Rovnice (15) utuje ¢asovy vyvoj napti u. (t) v zavislosti na vstupu(t) a pro dané spojeni

na hodnat sowinu RLC.
Mimochodem, je zajimave, Ze jde o hodnotucsmu RCC, nikoli o ok hodnoty,R aC,

14F a 100@ da co se t§e u. (t) stejny vysledek jakdOuF a 10@, proudy oviem
budou jiné, sotin RCC zna&ime rekdy 7 (tau) ar = R[Ctikamecasova konstanta obvodu.

Jak tuto rovnicieSit? Na to je je&tbrzy, musime si nejprve &domit, co je&t musime znét
pro nalezeni konkrétnih@Seni rovnice (15).

Predstavme siigdstavitel&jSi casovy vyvoj: jaka bude teplota piva za deset mudlegzi
nejen na tom, jak nagnpusobi okoli (je v lednici a chladi se, stoji na staltepla), ale také
na tom, jakou ma teplotude

Napiti v ¢aset na kondenzatoru tedy také zalezi na tom, jak@gsthna kondenzatoru dé

Zname-li hodnotu nagi na kondenzatoru gaset, , tedy U, (t =t0) ==U,, de u,je znama
hodnota a je —li znama rovnice (15) —tedy znanimedinotur = RCLC a zname-li, jak na
obvod pisobi okoli, tedy zname-tasovy pibéh u(t), mizeme rovnici vyesit.

Resitelny je tedy systém

u(t) ==y (1) + RCoL (9

U (t=10) ==uy,

Kde rovnici obsahujici derivagikame diferencialni rovnice s neznamou funlk@(t) a
rovnici obsahujici zadani hodnoty neznamé funkcgt) v ngjaké konkrétni hodnet
parametruikdme pdéatesni podminka.

DalSi ukazka: sériovy RLC obvod

UkaZme si postup sestaveni rovnic na daliikdgdu: na Obr. 15 je schéma zapojeni
rezistoru R, civky L a kondenzatoru C v sérii.
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Vyzn&ili jsme si zvolené orientace n&pna R, L, C a siry proudi jsme zvolili tak, aby
byla zvolena orientace proudu na R, L, C ve stejegiinu jako orientace n&f. Pak
muzeme mechanicky napsat rovnice jednotlivych prvk

(16)

Prekreslime si Obr. 15 tak, Ze uvazovan&étiapahradime (idealnimi) zdroji n&p a ziskame
Obr. 16.

D& AC

Z pravidel praofazeni zdraj nagti plyne rovnice:

0==u(t) —u. (t) —u (1) —u. (9 (17)

Prekresleme si schéma na Obr. 15, kde misto tekopegetth zakreslime (idealni) zdroje
proud, ziskame Obr. 17:



Spojeni zdraj proudu odpovidaji rovnice:

ip (t) ==i_(t)
i, (t)==ic(t)

Rovnic (16), (17), (18) je celkem Sest a mame $eshamych:it neznameé proudy dit
neznama nafi.

Veli¢iny, které se v rovnicich vyskytuji v derivacickdy nagti ktera jsou na
kondenzatorech a proudy tekouci civkami), vyZa@dg pocateni podminky, tedy
U (t=1)) == Uy U, jezadan:

i, (t=t,)==i_,, i, jezadané

Systém rovnic (16), (17), (18), (19) je pro zadhodnotyR ,L, Csnadnaesitelny, viz.
Notebook MAARLCNDSolve.nb

(18)

(19)

Ziskali jsme uplnéeSeni: mame k dispozi€asové pitbeéhy vSech obvodovych veéln.
OvSem je #ejmé, Ze dkteré rovnice jsou velmi jednoduché, kdybychonizshnp z&atku
ozn&ili, Ze obvodem tée jeden proud (to je nam ostatzfejme téndt od paatku),

uSetili bychom si d¥ neznamé a dwrovnice.

Navic v naSem velice jednoduchém obvodu bylo jgséovnice tykajici séazeni nagti
napsat, to nemusi byt vzdy jednozmé. UkadZzeme si nyni spolehlivy postup, jak kazdy
korektre zapojeny (nafiklad neporusSime pravidiazeni zdraj proudu a nafii) popsat
rovnicemi a to pomoci tzv. metody uzlovych &&ép

Metoda uzlovych nati

Metoda uzlovych nafti vyuziva zachovani proudproudy vSak vyjafijeme pomoci
naptio.



i 18

Na Obr. 18 jsou zakresleny tzv. uzly 1, 2, 3 a @zetn&eny zn&kou pro spolény vodk.
Zname-li napti uzla 1, 2 a 3 proti uzlu 0, tedy népU,, U,, U ,, pak nizeme ukit napeti
mezi kterymikoli deéma uzly, nafiklad plati:

U,==U,,+U, =>U,,==U -U ,. Ke znalosti nagi mezi kterymikoli d¢ma body st&,
abychom znali nafti bodi viaci spole&nému vodéi. Budeme-li napti na prvku mezi déma
uzly paiitat z rozdilu nagti téchto uzh proti (libovolrg zvolenému) spotému uzlu,
splnime vlasté automaticky rovnice plynoucifazeni nagti (a tedy i zdraj nageti).



S prvky, se kterymi jsme se zatim z teorie oliveeznamili, pichazi v ivahu pro kazdy uzel
situace podle Obr. 19: uvaZzovany uzéize byt spojen s dalSimi uzly rezistorem,
kondenzatorem, civkou, zdrojem &t zdrojem proudu, na obrazku jsou vyseray také
(libovoln¢ zvolené) orientace n&fh mezi uzly a shodhs orientaci nafti orientace prou
(aby platily rovnice (8), (9) a (11) popisujici gty mezi proudem a n&m na rezistoru,
civce a kondenzatoru).

Vyjadiime vSechny proudy tekouci do a nebo z uzlu 6 dewe, jestli dotyny proud vtéka
nebo vytéka: abychom spravdosadili do rovnice (7).

Uzly 3 a6:
Ug (1) == ROL(1), ux() ==u () -y (9=
=ig(t)= ()= (1) vtéka ¢

Uzly 1 a 6:



o (t)==C gd“;_t(t) e (1) =24, (1) 4 (9 = -
:ic(t)zc%(ue(t)—q(t)), vyteka

Ke kondenzatoru jeStvZdy pati pocatesni podminka s nagpim:

U (t=) =ug(t=t) —u(t=t) ==u, W ,zadan

Uzly 4 a 6:
Zde je situace nejjednodussi, dany definici zdpopaidu:

i, (t), vtéka.

Zatim jsme tedy ziskali proudy, které budeme dogatzao rovnice (7), bylo to jednoduché,
protoze z rovnic pro rezistor a kondenzator jtlezpamém nagti vyjadit snadno proud
pomoci @leni nebo pomoci derivace rigipa proud ze zdroje proudu je zadany z definice
zdroje proudu. V rovnici pro idealni zdroj riipse proud nevyskytuje, nelze z ni tedy
vyjadiit. PomiZeme si tak, Ze tento proud pojmenujetiiZ ziskame novou neznamou. Pro
dalSi neznamou ale rebujeme dalSi rovnici: bude to rovnice zdrojedtiap

Uzly5a6

iy, (t), vytéka

Nova rovnice:
u, (8) == (1) ~w(Y) (22)

Obdobre nalozime s civkou, proud ji tekouci ozimae jako novou prognnou a rovnici pro
civku pridadme k systému rovnic.

Uzly2a6
i (t), vytéka

(1) == Ly (== () -u(y

Nova rovnice

L) oo (- (9 @3)

K civce je&t vzdy pati pocateini podminka s proudem:
i, (t=t,)==i, i_,zadane

Dosarme za proudy do bilance (7)
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_ us(t)éuﬁ(t) +i z(t)
=l yeraiicr =1 (1) H (1) +C %d’t(”e(t) _“1(t))

Rovnice popisujici zachovani proudu v uzlu:

2| gajici — 2 vytékajicizM H z_(i L(t) -Ii uz¢ ) € %(ue(t) 'ul(t))] =

R
(24)
DalSi rovnice vzniklé zi/odu now zavedenych neznamych:
U (1) == (1) ~u (9
L) o ) -u (1 25

Patateini podminky pro kondenzatory a indulosti:
U (t=t) =us(t=t) ~u(t=t) ==u, 4 ,zadan
i (t=t,)==i, i ,zadane

Pro kazdy uzel iveme napsat 1 rovnici popisujici zachovani projakg jsme napsali
rovnici (24). Zavadime-li nové pramné, ke kazdé okamzitname rovnici. Mame tedy tolik
rovnic, kolik je neznamych.

Je tedy natje, Ze ma-li schéma dobry smyshkibeme nalézt neznama réipuza a hodnoty
now zavedenych proémnych. Veltiny, které jsme vylo&ili dosazenim vilastnosti

obvodovych prvk, mizeme snadno dopist, napiklad i (t) =C %(uﬁ(t) ~u (1) a
podobrg.

Poznamka 1: Pokud zavadime novou phonou a rovnici, &inime tak kdyz ji poprvé u
n¢kterého z uzl potrebujeme; podruhé bychondldli totéz zbyténé znovu: to neni chyba,
ale je to hloupé.

Poznamka 2: ne vzdy nmarovnic on neznamych pravjednoieSeni a to ani vifpack rovnic
diferencialnich. Pokud ma byt ale obvod pouZzitelmgraxi, chéli bychom prag jednoieSeni
a to dokonce omezené, nekoné nagti a proudy by v praxi nefungovaly.

Pokud nedokaZzeme ziskat jede8eni srozumnymi vysledky, dijsme obvod popsali
Spatrg, nebo je schéma nesmysing, nebo se ptame gauekterou nelze it ( nagiklad
napsti mezi tzv. galvanicky zcela odieénymi obvody...)



Ukazme si to na obvodu podle Obr. 20:

Uzel 1:
Rovnice popisujici zachovani proudu:

()41 0) == () =240 ) e ) o)

R dt
Rovnice z dvodu no¥ zavedené proémné:
w()-u( ==Ll

Patateini podminka pro civku:

i (t=t,)==i, i ,zadane
Patateeni podminka pro kondenzator:
U (t=t,) ==Us,, U, zadane

Uzel 2:
Rovnice popisujici zachovani proudu:

0—[iL(t)+%+o] ==0

Rovnice z dvodu no¥ zavedené proémné:
-nejsou, opakovali bychom se

Patateini podminky:
Nepibyla Zadna nova civka ani kondenzator, nejsou.

Reseni je provedeno v notebooku MAAUzlyUkazka.nb



Diferenciélni rovnice aiedpovidani budoucnosti, co viasuoild NDSolve

Podivame-li se na notebook MAAUzlyUkazka.nb, vidjibe jsme se k cili, tedy k ¥gSeni
ukolu ,kdyz je zadané n&p nebo proud &kde, jaké bude n&g nebo proud jinde®, dostali
piimocare a snadno, tak snadno, Ze byla nalada vyhraidiuri s bardikami a vilasts

statilo mechanicky pouzit navod pro metodu uzlovychédtiag znat syntaxi NDSolve.

To, Ze cesta k vysledku byla tak jednoduchd, bylsapeno pravtim, Ze mame NDSolve:
nevadilo nam zavédi dalSich neznamych a zvySovanégaorovnic, nevadilo nam, ze
rovnice jsou diferencialni i algebraické (obsahujierivace neznamych funkci i neobsahujici
derivace neznamych funkci).

Velka cast obtiznosti studia teorie elektrickych obirapaiva jinde v obtiznostieSeni
ziskanych rovnic. Ziskali jsme velikou moc velmadno, ale nenechme se mylit, zjistit, ,,co
obvod &l&" jeS& vibec neznamena rozgttomu, jak to dl4 a pr@. Fakt, Ze umime po par
obrazcich mnoho jeSheznamena, Ze jsméjak lepSi: jen my mame sbéjeu a oni majzlik;
jak rychle dilo doko&ime je dilezité ekonomicky, ale kvalita dila nemusi bytsi.

O NDSolve by Sldici tak asi ,,....a vSichni se podivovali, jakou mod 8&phen Wolfram
lidem.”

Funkce NDSolve[rovnice, nezndmé, interkgieni] hledd numerickou aproximaeseni
diferencialnich rovnic. A co to je a greco mizeme dlat bychom si mili trochu vice

vyswetlit: nikoli podrobre teorii numerickychreSeni diferencialnich rovnic, k tomu jsou
povolargjsi jini (zejménavww.wolframalpha.cona help sw Mathematica u NDSolve). Jde
nam o to, ziskatipdstavu, o co tak asi jde. Ostajak funguje karburator vime také jen tak
mlhaw a detaily miseni ve vice komoracdzbytidi¢c nezna. Ale i Bznyfidic¢ vi, Ze se tam
néco s benzinem a vzducherjal

Pras vlastré numerické metody? Matematicka analyza pracujedgtavou souvisléiselné
osy pIné realnychkisel z nichz naprost&tsina jsowisla iracionalni. Kdybychom cit
iracionalnicislo vyjadit desetinnyntislem gesrg, potebovali bychom nekoray paiet
desetinnych mist, coZ neni v kdnémc¢ase mozné, navic to neni ani praktidkadyby byla
Mlé¢néa draha kruhovakdybychonznali jeji polondr akdybynebyl vesmir zakveny a platil
by vzorg&ek pro obvod kruhu, pak vynechame-li vSechna daes&tmista zatyficatym

v ¢isle 77, chyba vznikla timto zaokrouhlenim by byla merei paimér protonu.

Z uzivatelského hlediska jsou tedy vSechny dafgy piro feSeni podobnych udloh zbytes.

Dne3ni matematika nese v gokelkouc¢ast ddictvi geometrie starycReka, kde byl kladen
duraz na konstrukce ve &¢ geometrickych objektzcela pesné, Uplna spravnost pakim
byt dokazateln& v kokaém pd@tu myslenkovych krok Navic obrovsky usfch Newtonovy
a Lagrangeovy mechaniky utvrzovaidee v fedsta¥ swta spojitého, nekorda¢ délitelného
v prostoru &ase a tak byla vypracovana spousta chytrych niefehi matematickych a
inZenyrskych probléinvychazejicich z fedstavy spojitého sta.

Ani objev kvantové povahy jévacasticové struktury hmotyiflis spojité teorie neoslabil:
¢astic je v BZznych situacich jednoduSéls mnoho na to, abychom s nimi mohligd@t
jednotliv a s chytrou obezlkou kontinuélni teorie (neuvazujeme ¥ally lokalni, ale jejich
stredni hodnoty fes objemy, které jsou ,mikroskopicky velké a makmgscky malé”) nase
rovnice plati, pokud neuvazujeme jevy mikrétsy

Problém je, Ze s iracionalnirisly pracujeme jinak, nezsly racionalnimi: jelikoz je
nemiZzeme zapsat v kotieé fornt desetinnym (nebo dvojkovym, to je jedno) rozvojem,
nebyva nam, nez je pojmenovat.



Takovacisla jsou nafiklad 7z, e, J5, Sin[5]..Pokud chceme g€mito ¢isly pracovat pesrg,

pouzivame pravidla pro Upravy, rfégad (\/3)3 = (\/3)2 R/5=50/5.

Pokud néas zajima ,kolik to je, alesppriblizn¢“, mame giblizné vi¢isleni v tabulkach; jde
casto o vysledek programu, ktery by nam dal vSedasatinn&isla, kdyby Bzel wéne, ale
my jsme jej zastavili a spokojili se s fepnym vysledkem, zato ziskanym v kémé&mcase.
Z tohoto pohledu jsou &islech 7z, e, J5, Sin[5].. ,do pojmenovéani schované vysledky
nekonénych proces* a tlohy se opt feSi v klasickém stylureSeni Glohy vtipnym pouzitim
koneiného pdtu krokii s pouZzitim pipravenych hodnatisel typu 7, e, J5, Sin[5].. se
povaZuje za cosiganého a ukazuje to jak je matematik chytry, chdiedeSem pouZzitim trik
reSit slozi¥jSi ulohy, brzy narazite.

Toto pojeti ma vyhodu (pro technika naprosto z&iy¢ absolutni f@snosti, nevyhodou je, Ze
krome za staleti vynalezenych a vyzkouSenych pashgmame Zadny navod, jakigiusné
triky vynalézat, naopa&asto umime dokazat, #esit ulohu s pouzitim jiz znamych ,do
pojmenovani schovanych vysledikekonénych proces* nelze. Pokud chceme pracovat
nadale pesre, nebyva, nez si hledanéegnéreSeni pojmenovat.

Napriklad feSeni rovnice

3 [k+3==0, &[KX+3glkt g==0,

8, +a ¢+ glx+ g ==0, glx+ alk+ al%+ alx a==

Ize vyjadit pomoci gitani, nasobeni,&teni a odmotiovani, tedy existuji vzorce, které nam
daji hodnotu neznamych #an x a tyto vzorce jsou kogaé délky zapisu.

Pro rovnici:

a, X +a X +alX+ gOXk+ allx g==

Ize dokézat, Ze vzorec kame délky obechineexistuje (jash pro zvlastni hodnoty
koeficienti existovat nize, €chto zvlastnich fipadi je vSak mnohem mémez obecnych a
pravdpodobnost, Zetjde najit vzorec pro nahodzvolenych 6 koeficiert je nula).
Chceme-li mit vzorec pro reSeni v kéném tvaru, musime si jej pojmenovéasto pak
témto pojmenovaniniikame ,speciélni funkce", pro polynomialni rovnicaegiklad

v Mathematice mame funkci Root. Neni o nic hor8ég, funkce druha odmocnina nebo sinus,
jenom je mladSi a nejsme na ni zvykli.

Postup, kdy mizeme o kazdém vysledku v k@m&m p@tu kroki dojit ekvivalentnimi
Upravami az k axiofim a tak rozhodnout o spravnosti nebo nespravnesiusi existovat
(Godel, Tarski, Banach...).

PoZadavek absolutnfgsnosti a ostrosti pojimkterou jsme fedpokladali po staleti (muz
nebo Zena, Zivy nebo mrtvy, vina nel#stice, je a nebo to neni b&a...) je neaplikovatelny
a ostatd na proudu a nai a teplo& jsme vidli, Ze pouzivame v Zivétpojmy bez znalosti
piesnych definic a v koaém disledku bez naprostdagsnych vypowdi a nikterak nam to
nevadi. Koho to zajima vice¢hné o tom pojednava Ludwig Wittgenstein ve svych
Filosofickych zkoumanich.

My v toto chvili gresnéreSeni opustime: ost&thnasSe vstupy jsou paime negesné.



Podivejme se na definici derivace funkce f, paraemetéto funkce budéas t.

f'(t)zlimf( )= () (26)

Limitni proces dokonalého ,blizeni se” je ve&&gvkone&ného pdtu dostupnychisel
nemozny: i v intervaIL(O, 10”> je ve smyslu realnych (ten nazev ,reétisa je trochu

vysnech“) nekonénekrat vicegisel, kterd kdy pouziji vSechny gtece a to i kdyby vesmir
S paitaci trval vé¢né. Mezi ,bez pojmenovani* dostupnyisly jsou mezery a nikdy nebude
dost jmen pro ta pojmenovana.

Ucinime tedy troufaly krok: vypustime znak limitgt budeme uvazovat v gakém dobrém

smyslu malé“ a znakipsné rovnosti nahradime znakem ,rovnaididipné” =.
Obdrzime:

£(0) = f(t+AAtZ—f(t) 27)

Z rovnice (27) oviem jiz izeme vyjadit f (t+At):
f(t+at)=f(t)+f(t) At (28)

Pokud pislusna limita a tedy i derivace existuje, bude plastaténé malé At “ chyba
,2dostat&né¢ mala“.

Pokud je naSe nezavisle preimnacas, mizeme rovnici (28) chapat jakoigdpovidani
budoucnosti“, znalosf (t) a f (t) nam pro zvolendt poskytnepribliznou informacio

hodnot funkcef o At pozcji, tedy pibliznou hodnotuf (t +At).

Problém je, Ze samotna existence kowederivacef (t) nam zajisti jen to, ze zvolime-li si

néjakou hodnotu nepsnosti ve vztahu (28xistujetakové At, Ze pro kazdé mendit bude
negresnost mensi, nez zvolena hodnota. Samotna exastenené derivace nam ale
nefekne, jak maléAt mame volit pro zvolenou miru niggsnosti.

Ukazka, jak nafiklad ieSit Eulerovou metodouipad dvou neznamych funkci je

v MAAPr2RLCdif2.nb. V podstatjakmile dokdZzeme z rovnic ziskat funkci, kteracira
vektor derivaci neznamych praud nagti a jejimiz parametry jsou ona neznamadtiap
¢as, je vyhrano. V prvni liige je syntaxe, jak takovou funkce ziskat z rovimiogrné
obecr, dale je naprogramovan postup jiz jen pré deznamé funkceippis druh&asti na
obecny tvar ponechavame zvidavéttendi coby cvieni.

Metoda vychazejici z uvedeného postupu se jmernulgr@a metodéeSeni ob§ejnych
diferencialnich rovnic. NDSolve pouziva mnoliamych metod, které navic maji nastavitelné
parametry (nepovinnymi parametry funkce NDSolveggiklad prongnlivy krok At, coz
zrychluje vyp@et: tam, kde se hodnotya&mi rychle, voli NDSolve mengit, aby dosahlo
zvolené pesnosti, by za cenu delSiho vypetnihocasu, v oblastech mélo semicich



hodnot vstuft a hledanych valin se krok prodluzujeiimz vypaiet zrychlujeme: v podstat
je to jako chovaniidi¢e v serpentinach a na dalnici.

Metody obsaZzené v NDSolve jsou vSak v podsttgjného principu jako metoda Eulerova,
alespa v tom smyslu, Ze vyuzivaji derivaci k odhadwmmeli¢cin podobr jako ve vztahu
(28), ovSem podstatrsofistikovarjSim zpisobem.

Nyni umime vyesit vSechnyesitelné obvody obsahuijici rezistory, kondenzatoimky a
zdroje proudu a n&gi. Naprosta $tSina takovych obvadje zhola neuzitena, rekteré
jednoduché fipady se ale vyskytufiasto a je dobré zn&Seni&chto jednoduchych gasto
se vyskytujicich fipadi zpantti: ostatre pri pocitani bez pomaoci strojsi pro vysledek
nasobeni malycbisel sahame do pain, teprve pro nasobenétsich pouzijeme algoritmus
prevadijici problém na &tani a vicenasobné sahani do ptam

Zakladni jednoduchéffmady: dlice a spojovani s@astek stejiného typu
RovnicereSeny notebooku MAAJednoduchePripady.nb

Uvazme situaci podle Obr. 21:
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NapiSme rovnice pro uzel 2:
ul(t);luz(t) — UzF\()Zt) = u,(t) - ul(t)gal} _B (29)
Ziskali jsme vztah pro n&p tzv. odporovehodice.
Vyjadieme proud:
o W(t) _ ow(Y)
i, (t) = =u,(t) -~ (R+R)0(Y (30)

R, R+R
Je tedy #ejmé, Ze jde o stejnou rovnici, jako kdyby protékadud il(t) rezistorem o odporu
R + R. Ziskali jsme pravidlo sériovéltazeni rezistar.

Sériov razené dva rezistoryiibeme (pokud se z uzlu, ve kterém se stykaji, nieddeloiny
proud!) nahradit jednim, jehoZ odpor je roven &ouodpotr: téchto dvou rezistar.
Zobecrni pro vice rezistdrje elementarni, podobné jako kigac fazeni zdraj nagti.



Uvazme situaci podle Obr. 22

Il

NapiSme rovnice pro uzel 2:

u (t)-u, (1) == L O(t), u,(t) ==L, (1)
Proud jsme si pojmenovali, rovnici uzlu psat nemgsiv tomto pipac je vyfeSena tim, Ze
j§me pojmenovali shodmproud okma civkami.

ReSeni je
L, .
w() - wOEZ ()~ (L L)) @1

Ziskali jsme pravidlo sériovéhazeni civek:

Sériov razené d¥ civky niZzeme (pokud se z uzlu, ve kterém se stykaji, neéaddloiny
proud!) nahradit jednou, jejiz inddlost je rovna satiu indukinosti echto dvou civek.
Zobecrni pro vice civek je elementarni.

Sériovérazeni kondenzéatbije feSeno v notebooku MAAJednoduchePripady.nb.



NapiSeme rovnici uzlu 2:

G (u(9-w(9) == CE u() = u(} -

c, d

q+ggatq()

() =C. (). 1) =g E )

Je tedy mozno nahradit sériovou kombinaci dvou koadtodé jednim o kapacit

1

¢T, _ G, oG 1

C+C, G+C 1 1,1 42
¢, G G

Sériov razené dva kondenzatoryibeme (pokud se z uzlu, ve kterém se stykaji, neadeb

Zzadny proud!) nahradit jednim, jehoz kapacita jen@C =

1 1°
i Sl
Cl C2

V notebooku MAAJednoduchePripady.nb je také odvozmaralelnitazeni rezistdr a
kondenzatar; podcaiovali bychom inteligenciten&e, kdybychom komentovaleseni
obrazkem a rovnicemi. Ostatmkusit si podle rovnic z notebooku
MAAJednoduchePripady.nb nakreslit schémétko, nkaig vime, Ze mé jit o paralelni
fazeni, je s tim, co uz o elektrickych obvodech vinezké jednoduché @ani.



Paralelre Fazené dva rezistory lze nahradit jednim, jehoZ p@pmven gevracené hodnet

souwtu prevracenych hodnot odpbparalelre spojenych rezistdr tedy R= 1

1 1°
i il
R R

Paralelre razené dva kondenzator Ize nahradit jednim, jehpadita je rovna sadtu kapacit
techto kondenzatdr tedyC =C, +C,.

PovSimriEme si, Ze co do Zsobu vypdtu vysledné hodnoty, jsou rezistor a civka ,na gdn
lodi* a problém je pkné symetricky: co plati o sériovérazeni civek a odpdy plati o
paralelnimiazeni kondenzatdra naopak. Bvod toho je ukryt jiz wazeni zdraj proudu a
napsti a v definénich rovnicich sothAstek a vysledovat jej precignopét ponechavame
zvidavémuiten&i coby cvieni; pamatovat si odvozena pravidla bychom si aledp
us@sSného zakoteni gedmeétu MAA méli vSichni©.

Na par mistech jsme zminili cosi ve smyslu, Ze ksstthéma nemusi nféSeni a vidt to
bylo v pfipack paralelnihdazeni zdraj nestejnych nafti a sériovéhdazeni nestejnych
zdroja proudu, kde jsme okam&ibbdrzeli Falsegili pokud se takové kombinace v obvodu
vyskytne, obvod je nesmysiny, neuZig a nerealizovatelny. Ukazme si jefgden nesmysl
a poukazme na jeden omyl ¥ipadt nagti a sériovéhdazeni kondenzator Jass, Uplrg
dualni problém by nastal w¥ipact proudi a paralelnihdazeni civek. Ideélni rezistor je
souwastka, ktera Zije vzdy jen sgasnosti, popis jejiho chovani neobsahuje derivaama
poZadavek na spojité 2my ani proudu, ani n&g: kolize sodasnosti s minulosti neie
nastat a tak problém, na ktery poukazeme, se itdétazistod i netyka. Realnych ano, ty
vykazuji kapacitu i induknost, ostatérealné civky a kondenzatory vykazuji vzdy i odpor
»tu druhou” vlastnost: ukazany problém bude tedgkete&nosti teoreticky, v firod nastat
nemize.

UvaZme zapojeni podle Obr. 24




V notebooku MAAJednoduchePripady.nb je v posledich tento obvod wgSen.
VyzkousSite-li si stav s nulovymi gatecnimi podminkami, uvidite, Ze lze kapacitni
nezatizeny é&i¢ pouzivat stejtijako cli¢ odporovy, obecghovsem nikoli. Pro peatesni

napsti kondenzatar sphujici podminku, Ze jejich séat je v je roven nagi zdroje
pocateinim ¢ase nizeme sniZzovat hodnotu odporu, pro podminky totpliegci je velikost
pocateEniho proudu se snizovanim odporu st&lsiva pro nulovy odpatesSeni bez zavedeni
(v prirodé se nevyskytujicich) puls(v Mathematice pro analytickéSeni nafiklad funkce
DiracDelta) neexistuje.

VyzkouSejte si zreny hodnot poatesnich podminek a zmenSovani odporu rezistoru k nule.

DalSi jednoduchéifpady — stejnosgmné obvody a harmonicky ustaleny stav

Stejnosndrné obvody

Pokud se v obvodu vyskytuji zdroje proudu agigkteré maji konstantni velikost (a
samozejme nentni v ¢ase orientaci) a v gateenim ¢ase jsou hodnoty nap na kapacitach a
proudi tekoucich induénostmi obecné, budou se nejprve vlivem neshodykestii proud: a
napsti v obvodu ngnit, scasem ovSem méra mer. Odezni tzv. fechodny ¢ (transient
phenomenon) a hodnoty se ustéiiinz myslime, Ze se &ni tak mélo, Ze je v ramci zvolené
presnosti jiz nizeme za konstantni povaZovateq® stanovena hranice, kdy kiin

piechodny dj, tedy neexistuje, zalezi na nasi wolb

Abychom se podivali na ukazkovyipad, nemusime nic dalSiho programovat, v notebooku
MAAJednoduchePripady.nb je v posledniibe. KdyZ si zkusite kroénodpoi a p&atesnich
podminek také gnit tmax, ustalenim obvodu uvidite.

Podivejme se na rovnice jednotlivych &astek za fedpokladu konstantnich hodnot vSech
proudi a nagti:

U (t)==RO(t) - uy==RIO;,

i.(t)==C [—9% ~ i, ==0A (33)
u, (1) == L[—»—d'agt) Ly =0V

Odebranim argumentu ukazujeme, Ze misto konsthmtkée nizeme myslet konstantu.

Je-li na Bjakém prvku (stale) nulové n&p, ma stejnou rovnici jako kus vag nebo zdroj
nulového nagti.

Tece-li néjakym prvkem (stale) nulovy proud (jasrzadny proud nete), nizeme tento
prvek z obvodu vypustit.

Stejnosmirné obvody samdejmé miZzemereSit obect se vSemi satastkami, vyesit
diferencialni rovnice, fiemz si dame pozor, abychamsieSeni zvolili dostata¢ dlouhy,
aby se pib¢hy ustalily a od&ist vysledné hodnoty na kon@Seni.

Casto se jevi jednodusi na zaklagtahi (33) ,kondenzatory rozpoijit a civky a zkratovat®,
tedy kondenzatory zcela kgdit ze schématu a civky nahradit vodi



Rovnice popisujici obvody vSak byly diferencialnimvnicemi z dvodu, Ze vztahy mezi
napitim a proudem obsahuji ¥ipadt civek a kondenzatdrderivace. Nejsou-li v obvodu
civky a kondenzétory, nejsou v jeho popisu derivaegeniklé rovnice jsou algebraické.
Mame-li jiz rovnice napsané v Mathematice, odstnalerivaci provedeme z rovnic snadno
nagriklad takto: rovnice/. ‘[t]:>0.

V piipadech obvailsloZzenych z nami dosud uvazovanych obvodovychtpjod o
zjednoduSeni ziaé, navic vty o feSitelnosti soustav linearnich rovnic jsou vSeobecn
znamé a pokutkeSeni nalezneme,ttbeme se i dosazenings\wdcit, jestli nasSaeSeni
puvodni rovnice spiuje.

V ptipadech obvail obsahujicich tzv. nelinearni prvky (jako jsou tiklad diody,
tranzistory, civky a transformatorky s feromagretini magnetickymi obvody a podo#énje

casto vyhodyySi resSit diferencialni rovnice s vyjéteinymi derivacemi, nez hledat ustalené
stavyieSenim soustav nelineérnich algebraickych rovnic.



5. Harmonicky ustaleny stav

Ukazky pro tutatast textu jsou v notebooku MAARLCNDSolveaHUS.nb

Pro vys¥tleni pouzijeme stejné schéma, jako je na Obr. 15.

Pro lepSi ndzornost jsme si vyfdidderivace a eliminovali zbytaé algebraické rovnice.
Nejprve se podivejme na vysledné grafy, vidimepmatku neni pibéh nagti na
kondenzatoru sinusovy, po odérmntzv. grechodného &e se ovSem stane sinusovym, se
stejnou frekvenci, jako méa zdroj riipa obecnou amplitudou a fazovym posunem.
Patateini prechodny dj je vyvolan p@&ateinimi hodnotami, v ékterych gipadech Ize volit
takové, Ze pechodny dj nenastava, ippadré alespa neni vyrazny, coz sekdy vyuziva

k omezeni zapinacich praud piipac spinani velkych sptgbica.

Harmonickym nazyvame stav proto, Ze vSechriypgitu Ize vyjadit jako linearni kombinace
funkci sinus a kosinus, coZ jsou takzvané harmeénickkce; linearni kombinaci funkci sinus
a kosinus mizeme ovSem vyj&tt pomoci vhodg fazow posunuté harmonické funkce

s vhodnou amplitudou.

Je-li frekvence uvazovanéhaipghu f (Hz) , jednotkou frekvence je hert&ti(,herc”),
perioda jeT =% (s), tikame velting w=20nF = 2Dn13|_11 (s‘l) kruhova frekvence.
Perioda funkci sinus a kosinus3éir, takze funkce

sin(wl) = sin( 207CF @) = sir{ Zjnta_lt_—j ma skuténg perioduT: pro t =T ma argument

hodnotu2 7 '_I'T = 20m.

Je-li napiiklad ¢asovy ptibéh nagti popsan

vztahemu(t) =U,, Bin(wl+¢), U,, 20, ¢0O< 7,72 ,fikdme, Ze ma amplitudd,, a
fazi (fazovy posun) . Perioda, frekvence, kruhova frekvence, amplitad@&ze jsou realna
Cisla, gicemz z podstaty vztahu mezi periodou a frekvendivyklym chapanim
harmonickych funkci fimeme navic pro &ely MAA omezeni:

f >0Hz, f#0oHz, = T>0s Tz sw> 03, w#zo 3.

| kdyZ je nam to jasné, neni Spatné si pohrat sipiate v MAARLCNDSolveaHUS.nb a
oswZit si vliv amplitudy a faze.

Souvislost fazo¥ posunuté funkce sinus s vyfédim pomoci sinu a kosinu s nulovym
fazovym posunem plyne ze znamého vikue

sin(a +B) = sin(a) (togB) + cofr) UsifB) =
= U, sin(wd+ ¢) =U,, [tog @) DsifwH) +U,, Osilf¢) Ocoxw)

Prat nas harmonické funkce tolik zajimaji? Zat@8ime linearni obvody a harmonické
funkce maji vysadni postaveni pégen v gipack linearnich obvodl

Hlavni divod je v tom, Ze derivace harmonické funkce o feglor w je harmonicka funkce o
frekvenci w, obecr’ miZe mit jinou amplitudu a fazovy posuv, ale to jstastre detaily:

tvar jejiho ptibehu se nijak (zasadhneznenil.



Harmonické funkce nas také zajimaji proto, Ze jgofiormacné usporné”: podivate-li se v
MAARLCNDSolveaHUS.nb na FullForm[res], dostanet@odd’ ,vystup je filis

rozsahly”.

Numerickou metodou bylo ziskano péme hodre bodi, tolik, aby nam doie popsalyesSené
prabéhy.

Pokud vime, nebo&ime, Ze vysledkem je harmonicka funkce o zadan&éreci w, stai
nam K jejimu uplnému geni d\& ¢isla: amplitudaJ,, a fazeg .

Podobr hledani harmonickych funkci, které jsim$enim obvodu, bude jednodussi, nez
hledani obecnych fpb¢hi, nagiklad namisto NDSolve budeme pouzivat Solve.

V notebooku MAARLCNDSolveaHUS.nb je ukazka nalezeseni ,hrubou silou” (a bez
znalosti dalSiho teoretického aparatu), kdy do dbvgch rovnic dosadime za hledany proud
a nagti harmonické funkce s neznamou amplitudou a #azdou rovnici nahradime druhou
mocninou rozdilu pravé a levé strany: druha mocnidas oboru realnyctisel minimum

v nule, kdyz tedy vysledné kvadraty roZddkislusnych pravych a levych strartssne a
vycislime pro ¥tSi mnoZstvi hodnot nezavisly¢hsi a najdeme minimum blizké nule, jsme
dostateng blizko cile. Berte tento postup jako ukazku, zebfgmy |zecastoresit vice

zpasoby a koneckoriczalezi na vysledku. Pokud varékdo k4, Ze jen jedna cestad@Seni

je spravna, velmi pravpodobr v pripadc elektrickych obvod nema pravdu.

Reseni ,hrubou silou* oviem vyzaduje dostatemocny nastroj a pro slogjgi obvody také
vyrazre delSi vyp@etnic¢as. Nadime se tedy obvyklym metodamSeni HUS, vyuZivajicich
vlastnosti komplexnicbisel afeSeni soustav linearnich rovnic. Znalost zakladpfekidel
paocitani s komplexnimiisly predpokladame, imaginarni jednotku budeme pro legliSeani
od oznaeni proud znait — na rozdil od matematik— j a plati j* == —1.

Je-liz=a+ jb a b0l F, kdeR je ozn&eni mnoziny realnychisel, pakimaginarni
castkomplexnihasislaz je Im(z) = b arealnacastkomplexnihaislaz je Re(z) = a. Pro
absolutni hodnottéz zvanou modul, velikost) plati

Pbs(2) = \[Re(2° + Im(2* =& + B.

Mnozinu komplexniclisel budeme zri#t C.

Pro komplexntisla plati slavny Eulév vztah, ktery si zaslouzitslovat:
Oy R: e%= cos(yy) O sify) (34)
Poznamenejme, Ze tento vztah plati pouze/prdrané v radianech”. Ostatma p@itani ,ve

stupnich” je dobré na vysoké Skole zapomenout.[$imiatextu vSechny veliny, které
mohou mit v gjakém smyslu vyznam uhlu, budou mit jednotku radian
Ze vztahu (34) vidime, Ze plati

sin(y) == Im(e'?) (35)
Pro funkci ,imaginarntast”, tedy zobrazeni@ doR, ovSem plati:
Od R,z 00z C: IMe==) Oa Im(3 (36)

A tedy polozime-liy->wll+¢ , a->U,,, obdrzime vyjateni obecného harmonického
prabéhu:
u(t) =U,, Sin(wl +¢) == Im(u,, @) (37)

Podle ¥t 0 paitani s mocninami ale plag“™? == “% (8% a mizeme tedy fepsat
rovnost (37) jako:



u(t) =U, Bin(wl+¢) ==Im(U,, @ &) ==im({, &) (38)

Prijali jsme pitom ozn&eni

J, =U,, @7 (39)
Velicing L]M budemeikat ,fazor v néfitku maximalnich hodnot*: jelikoZ jsme se omez#i n
U,, =0, mize funkceu(t) podle (37) nabyvat hodnot jen(t)O¢ U,,,U, ), U, je tedy
maximalni hodnotou funkca(t).

Prae ,fazor*? Omezime-li se na hodnoty,, 20, ¢ 0+ 7,72 , obsahuje komplexrislo
UM =U,, [@" jednoznanou informaci nejen o maximalni hodadd,, , ale i o fazig .

OmezenU,, 20, ¢ U< 77,72 volime z pohodinosti, nebriskavame jednozeray vztah
mezi fazorem (tedy komplexnffslem) a analytickym vyjéenim pribehu podleu(t) podle

(37). Jelikoz ve fyzikadrejistitelnych dsledcich chovani elektrického obvodu nejde o
formalni vyjadenicasovych pibehi proud: a nagti, ale o tyto piibéhy, jsou viaste
pozadavkyJ,, 20, ¢O< 77,72 nadbyténé: zneha ¢ — ¢ +2 K [7r, k celécislo, pribéh

nezngni a znénu U,, — > -U,, Ize kompenzovat zmou ¢ — ¢ +(2 K +1) &, k celécislo.
V dalSim se uvedeného omezeni ovSem budeme drzet

Z ¢asového pibshu tedy ziskame fazor snadno podle (39), vtgme prost U, =U,, [@?
Z fazoru ziskameasovy piibsh opit snadno, vypéteme podle (38)(t) = Im(ljM Eejm),

coZ je pro zadan& a LJM realna funkce realné pramné a v Matematice stiao vypaet
prost pozadat s tim, Ze imaginagfést je funkce a tudiz musime pouzit hranaté zavorky
Fazi ziskame funkci Arg a amplitudu funkci Abs ytefl= Arg [OM } U, = Abs[LjM ] :

Druhy vztah plyne fimo z faktu, zeJz, 21 C:Abs(z z= Abs @ Abg 2 a

Oy R: Abs( e Jeodw)  sify)=

N¢které vlastnosti funkce Arg jsou ukdzany v MAARLCHBIlveaHUS.nb.

Musime-li realizovat vypéet v rgjakém prostedi, ve kterém nejsou v dostaté mfe
implementovany operace s komplexnifisly, pouzijeme v (38) vztah (35) a nasobeni
komplexnichiisel si naprogramujeme.

Pras to vSechno dlame? VSechny proudy a ndpv piipadt HUS budou vyjateny jako

v, (t) = Im(\7i [e‘m) . Uvidime, Ze Ize fevést vztahy dané popisem obvodu diferencialnimi
rovnicemi na vztahy mezi hodnotami odpoezistofi, kapacit kondenzatdy indukénosti
civek, fazot \7I i=1,2,..n avyrazuj . Tyto velkiny neobsahujtas a pislusné rovnice
tedy nemohou byt diferencialni, budou linearnigehraické a tedy snadnesitelné, pi
spravré popsaném realizovatelném obvodu dokafedgtelnévzdyajednoznane. Zpét do
swta casovych pitbéhii se pak dostaneme snadno pogl) = Im (\Z [eim) .

Upozorréme, Ze dale nasledujici odvozovani a dokazovanipretieSeni obvoil potrebné a
nebudeme jejii praktickémieSeni pouZzivat, je uvedeno pro porozoia Uplnost a abychom
odlisili vzdélani vysokoSkolské od Skolyretini.



Poznamenejme je§tZze v odvozovani jsme nikde nepouZili chépél(ﬁ)jako nagti: i nadale
budeme fi odvozovani pouzivat ozteni u, (t), u,(t), jako by Slo o nagi, vysledné vztahy
ovSem plati BUNO pro proudy a ostatoro vSechny harmonicky pramné velginy.

Doké&Zzeme, Ze plati nasledujicia:

Bud'teZ u, (t), u,(t) harmonické funkce definované vztahy
u(t) =U,,Bin(wd+g¢,), u,(t)=U,,BiNwid+g,) .
Pak plati:u, (t) == w,(t) 00 R- Ug= U, ,.

Dukaz:
PrepiSeme vztahy podlgiplusnych definic a obdrzime:

a) Dokazeme, 2¢&J,,, ==U,,, = u,(t) == u,(t) OB R ; diikaz je trivialni,

A A LIPS A

U, ::0M21UM1:UM ,UM1!:UM = ul(t): Im(OM GEjm}m) == L&(t)zlm(qv' Eém) Ho R

b) Dokéazeme, Zey, (t) == u,(t) 00 R=U,,==U,,
Zde bychom mohli pouzit omezeni moznych hodppt ¢, , jelikoz ovSem stran &titelnych
disledki zalezi na rovnosti pbehit u, (t) a u,(t) a nikoli na shod jejich analytickych

vyjadieni, nebylo by to nespravné, ale trochu metodiagm RepiSme pedpoklad tvrzeni
b) podle definice:

Im(U,,, @) ==1m(u,,, ©* [E) ==Im(( g + jr) 0&™) ==
==Im(U,,, @“"*) ==Im(u,,, @* E*) ==Im(( 3 + j) &)
0o R.

Tedy ovSem plati:

Im((a, + j ) &) ==Im((a,+ jb) E“") O F, kde oviem viude
a,h,a,b0R.

Ovsem prow>0s™, w#ws* Of0 R: d“&= 1; pak oviem plati

Im((a, + j b,) @) ==Im((a, + j B,) @) = b==b,

Ovsem rovZ pro w>0s™, wzos' O R: é¥== | pak ovdem plati

Im((a,+ jd,) ) ==Im((a, + | b,) 0) = a,==a,

Ozn&ime-liovSsema=4a ==a, a b= == b, obdrzime po dosazeni pravdivy vyrok
Im((a+ j ) @) ==Im((a+ j®) @) O0OR.

Dv¢ harmonické funkce se tedy rovnajtl R praw tehdy, kdyZ se rovnaji jim odpovidajici
fazory.

Nyni uz bude snadné odvodit jednoduchd pravidlgpprgiti f4zob proieseni elektrickych
obvodi pomoci fazai. Postupy a fedpoklady pouzité vikkazu jsou ovSem limitujicimi




faktory pouziti fazak. Ve skuténosti mizeme ,s rozumnou mirou niggsnosti“ pouZzit fazory
i v jinych piipadech (naifiklad je-li zména parametr pouZzitych sotiastek podstatn
pomalejSi, nez perioda harmonickych funkci); pa&emw jen s péttnou davkou opatrnosti:
mimo linearitu jistota obvykle mizi.

Vztahy mezi f4zory proudu a n#tppro rezistory, civky a kapacitory

a) Rezistor
Pro nagti a proud na rezistoru (prdide zavedené orientace proudu adtgpedy naptova
Sipka ma stejny sén jako Sipka proudovd) plati Ohim zakon, tedy je-li odpor rezistoR)
pak platiu(t) == R0(t). Predpokladejme, Ze nagh a proud jsou harmonické funkeasu a

mazeme tedy psau(t) = Im(LiM Eejm), i(t) = Im(TM @“‘ﬂ) a Ohniiv zakon ma tedy tvar:
Im(L]M Gajm) == REI]m(]M Eé“m). Jelikoz ovsem

platiDd R0z QC:alm{=) IM( a 2, mizeme ,vtdhnoutR do argumentu funkce Im a
tedy Im(LjM @jm) == Im( RO, [ém‘ﬂ), kde rovnost sameejme plati OO R . Ve smyslu
vySe uvedenéhoittazu tedy plati:

J,, ==R0,, (40)

Ohmiv zékon plati tedy forméénshodr pro fazory i pro okamzité hodnoty praud nagti;

je to zpisobeno tim, Ze vztah mezi proudem agtiap na rezistoru neobsahuje derivace.

b) Civka
Pro nagti a proud na rezistoru (prdide zavedené orientace proudu adgtigpedy naptova

. e . .. . . i(t L
Sipka ma stejny sén jako Sipka proudova) plau(t) ==L Gdld(T) , predpokladejme

harmonické pibéhy a postupujme obdobako u rezistoru; obdrzime:

Im(J,, @) == ng—tlm(iM @),

Chépejme déle komplexni funkci jedné realné prmomé, tedy zobrazeni R - C jako
takovou funkci, kterou Ize zapsat pomoci dvou ngédiirfunkcig ah jedné realné proémné,
tedyg:R - R, h:R - R, f(t)=g(t)+ jh(t), tOR.Existuji-li derivace funkcg ah,

vztahf'(t) =g'(t) + j |'(t).
Odtud snadno vidime, Ze plati (polozirhgt) = I, [&'™")
d Ve :
Im(f(t))==h(t), a|m(f(t)) ==h'(t) ==Im( f'(1)).
S pouzitim takéld] R]J0z C:alnd=) IM( a 3 mizeme psat
Im(LjM @jm) == Im( LB;it I, @Wj ::Im( L0, ng[éw) neba’ fazor (kazdy, tedy i ,,)

je nacase nezavisly; koneckoinge to jeden z hlavnichigodi jeho zavedeni. Provedeme
derivaci a konéné ziskame:

Im(L]M Gajm) == Im( LETM 0 Bo@jm) . Zcela analogicky jako vifpack rezistoru obdrzime:



U, ==j [ O, (41)

c) Kondenzator
Podceéovali bychom inteligenatten&e, kdybychom fi odvozovani uvagi vSechny
piredpoklady; postup je zcela obdobny jakarppck civky. Plati:

i(t)==C ml'(t),tedylm(fM @jm) =:C%Im(OM Eém]) a koneng

I, == ] T U,

. . 42

G, == 1 i, (42)
j [IT

Shrnuti vztah, jednotky fazoll, pojem impedance, pouzitfazeni impedanci

V dalsim vynechame dolni indé4, ostat® pozdji, az se budeme zabyvat vykony, uvidime,
Ze fazory nemuseji byt jen ,vdfitku maximalnich hodnot”; zsmu nmetitka ovSem vzdy
budeme uvazovat linearni afitko vSech fazar (a tedy kazdého fazoru proudu i gtp

musi byt stejné. Z#ma n¥titka tedy znamena nasobeni rovnic (40), (41) akdBstantou,

v nami zkoumanychifpadech #ejme nutre realnou a kladnou; nasobeni takovou konstantou
ovSem platnost rovnic nemi. Nechceme za@bdnout do mnoha indéxa chceme odliSit
piipady odporu, civky a kondenzatoru indéx\t. aC. Prehledr tedy:

U,==R0,
U, == Lol 0, (43)
~ 1 ~

c j IT C

Vztahy (43) nam vzdy davaji fazor ridipna [Fislusné sotastce (budeme se opakovat, ale
opct jen vzdy pro orientaci n&p shodnou s orientaci proudu) jako nasobek fapooudu
tekouciho pislusnou sotastkou. Odporistal odporem a jeho jednotkou je tedy stale ohm
(Q); & jiz z jednotek induénosti a kapacity, nebo z faktu, Ze jednotka fagershodna

s jednotkou vediny, jejiz harmonickyasovy piibéh fazor popisuje, majirejmeé vyrazy

L a

1[@ také jednotku ohmQ@ ). Neuskodi tedy chapat vztahy (43) jako Gm

zakon pro harmonicky ustaleny stav.

Poznamka pro zvidawéende: Jednotky a fyzikalni roziry (fyzikalnim roznérem jednotky
rozumime v tomto textu jeji vyjéeni pomoci zakladnich rozmi Sl, rozdil mezi jednotkou
a fyzikalnim rozndrem je jen v tom, Ze si vyraz vyjagici jednotku, ktergasto pouzivame,
kg CmOs” a podob#) jsou — pokud zkoumamesiitelné veltiny z fyzikalniho stta —
dilezité Velmi dilezité Koho by to zajimalo,tasi vyhleda pojmy jako ,dimenzionalni
analyza“ a ,fyzikalni podobnost”. ,Jak veliky jevatr* musi mit jednotku a fyzikalni rozn
nicmére reSeni problému ,vejde séguintt do otvoru“ zalezi na po#nu velikosti otvoru a
piedmétu (& jiz velikosti rozumime cokoli). Fazory jsme zavguidle vztahu

v, (t) = Im(\7i Ee“w). Funkce ImC - RfyzikaIni rozmér menit nemize a imaginarni
jednotce nelze fyzikalni roz¢nsmyslupli piiradit, naopak pagni zvoleného smyslu je



obvykle elementarni, neni ani v metrech, ani v aeq€ kilogramech atd. Vyraglivli je
bezrozngrny (tj. méa stejny rozwr jako ¢islo 1), rozndr kruhové frekvence é&su se vyrusi.
Vyraz e™je také bezrozgrny: ¢islu e nelze fyzikalni rozrér smyslupli pritadit také a
tudiZ jeho mocni& na bezrozrérny vyraz také nikoli. Suma suméarum, fazor &iely ma
shodny fyzikalni rozrér jako vel€ina, kterou popisuje.

V harmonickém ustaleném stavu (a v jinyéfppdech nikoli!) nizeme tedy zavést pojem
impedancgako ,to,¢im musime nasobit fazor proudu, abychom ziskabrfaagti-.
Impedance ma jednotku ohr .

Impedance na rozdil od zvyklosti ngkterych vysokych Skolach a fakultach nebudeme
odliSovat stiSkou, tu si ponechame pro fazory. Impedance jepkexni¢islo s jednotku ohm
(Q): komplexni no a co. Rozdil mezi realngislem a komplexniniislem je mnohem
mensi, nez megiislem a fazorem.

PrepiSme tedy (43) pomoci impedanci:

Uy,==RO.==Z.0, Z.=R

U ==l 0, ==z, 0, Z, =j O (44)
- 1 - - 1

UC == Jmm: D]C ::ZC |:|]C ZC :j

Pouziti fazoi proteSeni elektrickych obvddiazeni impedanci fenos, decibely

Fazory a metoda uzlovych np

Ukazme, Ze platidta:
Bud'tezi,(t) a i,(t)dveé harmonické funkce (ve vy3e zmifiém smyslu) se stejnou

kruhovou frekvenciw, popsané fazory, a I,. Pak veléina i, (t) =i, (t) +i,(t ) je

harmonicka funkce se shodnou frekvencpopsana fazorem, =1,4 ,.

VyuZzijeme toho, Ze plati:

C2,%] C:im(g 2= Im( 2 m( 3

Da,a,,h, ) R: Im(g 0j B) Im(& Oj b= 4 b=
==Im(a + B +a, +j b))

Tedy niZzeme psat:

i, (t) +i, (t) ==Im(I", @) +Im(I", @) ==Im (T, @™ +, &™) ==

== |m((|“l +0) Wﬂ) ==im (I, @)

Pro konény paiet harmonickych funkci jeitkaz zobeceéni ety pron velicin, tedy Ze sotet
n harmonickych funkci o shodné frekvenci je harrokaifunkce popsana fazorem, ktery je
soutem fazot popisujicich tyto harmonické funkce jednoduchypfiidad matematickou
indukci) a ponechame j&jendi coby cviceni.



Rovrez ziejme plati:
Budtez u,(t) a u,(t)dvé harmonické funkce (ve vySe zmifiém smyslu) se stejnou
kruhovou frekvenciw, popsané fazory, a U,. Pak veltina u, (t) = u,(1)-u,(1) je

harmonicka funkce se shodnou frekvencpopsana fazoretd, =U,-U,.

Plati-li tedy, Ze sotet proud: do uzlu vtékajicich je roven s&tu proud: z uzlu vytékajicich,
plati pro uvazované harmonickéipéhy, Ze sotet fazofi proudi do uzlu vtékajicich je
roven sodtu fazok proudi z uzlu vytékajicich.

Plati-li, Ze je-li napti n-tého uzlu i zvolenému vztaznému uziy, (t) a nagti mtého uzlu

viici zvolenému vztaznému uzly, (t), je u, . (t) = u,(t) - u,(1), plati téZ pro fislusné

fazory Un,m =U Z—U

o
Muzeme tedy shrnout pouziti metody uzlovychdtapro harmonicky ustaleny stav:

* Namisto nagti a proud zdroj piSeme fislusné fazory

* Namisto proud v bilancich uzl piSeme fislusné fazory prouqd vztahy pro proudy
zastavaji formals shodné

* Namisto nagti piSeme fazory n&fi, vztahy pro nagti mezi uzly fistvaji formalg
shodné

» Vztahy mezi fazory proudu a n&pna sodastkach pouzivame podle rovnic (44)

* Paiateni podminky nemaji vliv, nezajimaji nas, nepiSeene j

Sériové a paralelifazeni impedanci

Ptfi odvozovani sériového a paralelnitazeni rezistdrjsme nikde nepétbovali fakt, ze
jejich odpory jsou kladna realdsla. VyuZzili jsme metodu uzlovych népa o ni nyni vime,
Ze v ni mizeme v pipadt harmonického ustaleného stavu pouzit misto preudagti jim
odpovidajici fazory formathiplng stejre.

Celé odvozeni by platilo, kdybychom namiBpsaliZ s jakymkoli indexem.

Pro situaci podle Obr. 25 tedy plati:

==}
i = | = |‘§~4L;\H[
lzz | = UL%V [ W) é__Qd
| v L)
U?;M Y‘/
L—

i il Y
Ul) harwo e e uddlone
/

3 ) g i LY i
40 Bocw opads wedalone

0 25

Je-li sério¥ fazenon impedanciZ,, Z,, Z,.....Z_,,Z, , vysledna impedance je



Z,=>.7, (45)

Je-li paralela fazenon impedanciZ,, Z,, Z,.....Z_,, Z, , vysledna impedance je
1

Z = 46
i=1 Zi
Také vztah pro odporovygli¢ plati pro ,,impedaéni® déli¢ podle Obr. 26
Ue¥), u, (¥)
W Aagirnce V\.\‘(—'{)'\b
w,{? U J21 welallen.s
Yy ﬁ_/—o
w (+)
! = 5 e 26
A A 22
U,==U, 32— (47)
Z+7Z,

Jelikoz vztahy mezi fazorem proudu a &a44) jsou formalt shodné nezavisle na tom,
prisluSi-li impedance rezistoru, civce nebo kondaeweaje zcela jedno, jestli ve vztazich
(45), (46) a (47) jde o impedandigluSejici tomw&i onomu prvku.

Pro obecné fibéhy mizeme skladat v jeden prvek jen prvky stejného tygfiwvazovani
harmonického ustaleného stavu j@z@me skladat libovoth

Poznamka: V literatie tykajici se teorie elektrickych obviode miiZete setkat také s pojmem
admitance piicemz ovSem nejde o nic jiného, nezireysacenou hodnotu impedance, tedy

=%, jednotkou admitance je Siemer®s= Q, rekdy téz psany jako ,velké omega vizh

nohama“, gkde téz ,mho", tedy pozpatku psany ohm.

V ptipad rezistoru séika grevracené hodndwodporuvodivost tedy G = R™ se stejnymi
jednotkami jako ma admitance.

Vezmeme-li absolutni hodnotu impedance kondenz&iarivky, ziskame tzv. induktivrii

kapacitnireaktancj tedy X, =wll, X. :%E s jednotkou stejnou jako impedance.
w

Prevracenym hodnotam reaktancitB& susceptance. Tyto pojmy snad usnadji
komunikaci mezi odborniky, nicmémpro dalSi vystabu teorie elektrickych obvadaji
znanouredundanc® Nepotebujeme je a v tomto textu je nebudeme pouZivat.

Nékteré mozné postupigsSeni obvodl si ukaZzeme, schéma obvodu je na Obr. &8ani
v notebooku MAAukazkaHUS.nb



Nejprve je v tomto notebooku ukazafeseni ,vcasove oblasti, tedy normalni metodou
uzlovych napti s uvazovanim obecnychiihi. PrisluSné rovnice jsou:

Rovnice jediného uzlu, kde neni znAmo¢giggedy uzlu 2:
i (1) +i () ==i oo (t) 4 )
Pro proudy plati rovnice soéastek:
i (t) == u, (t) - u, (1)
R
(1)~ (9) == L (1
. u,(t
()=
ic (t) ==C m, (1)
A rovnice p&atetnich podminek:
i (O) ==0A, U, (O) =0

Tento systém umaitije jednozné&néieSeni a totdeSeni je v notebooku ukazano.

V notebooku MAAukazkaHUS.nb je dale provedéeseni metodou HUS tak, Ze mechanicky

provedeme zagmy:

iL(t) - J B‘)[I]Al_’ ulz(t) - J mAz' iRl([) _’lARl’ i RZ( ) _’lARz

alsin(wit+¢) - ad?, y(}->y

Vysledna soustava algebraickych rovnic jéedena a vysledné vystupni sape ziskano
z definiéniho vztahu ,transformace do faatrtedy u, (t) = Im (02 @M) :

Touto ukadzkou chceme&ipomenout, Ze metoda uzlovych gtpgak byla uvedena jeShez se

o fazorech z&alo mluvit, je obecnd a HUS Ize pojmout i jako jako pouzitou transformaci
ji ziskanych rovnic.



Mohli jsme ovSem napsat rovnice pro HUS bez megrgtieSeni ,véasové oblasti;
jednoduse napiSeme bilanci préuduziu s neznamym n&gm s pouzitim vyjateni proud
z 44.

Resenim zjistiJ, acasovy peibsh opst podle u, (t)= Im(lj2 Eejmﬂ) J

Vidime, Ze jsme velmi snadno ziskali shodny fazpeti UZ.

DalSi jednoduchy zisob si ukdZzeme, kdyZz pouzijeme praviidaeni impedanci a
piekreslime obvod podle Obr. 28

Vidime, Ze nizeme ukit fazor nati sz poZzitim vzorce pro ,imped&ni dli¢".

Pro paralelnfazeni plati:

_ 1 _ 1
4= 1 1 2= 1 1
—+— —+
R il R 1

j T
A A 22
U,==U,3—"2—
Z,+27,

Opet jsme dostali fé\zotj2 a snaditend uzna, ze porrné kratkou a jednoduchou cestou.

Prenos, decibely, provlastre HUS




Cten& by mohl z vy3e uvedeného nabyt dojmu, Ze stejipsérobvody jsou snad K&emu,
za malo peée hodrg muziky, zjednodusSeni je z&r@é a neni k &mu treba takovych viastn
negrirozenych abstrakci jako jsou komplexisla, &ty a dikazy.

Reseni HUS bylo sice jednodussi, ale informace déavahovani konkrétniho obvodu
mnohem mé& Redeni ,v¢asové oblasti* pro jakykoli (vifrodé mozny) vstup jako funkci
¢asu poskytne (az na problen¢datst numerickych metod a HW) pémé jistou gredpovd’,
jaky bude vystup jako funkagsu, funkci je ovSem mnohem vic, nez harmonickyokdi (a
je to aspé o alef nula), a tak ne az tak (kdyz mame MATHEMBTUI) velké zjednodusSeni
drasticky zmensi mnozinu funkci, na které je palidé a samo o sélkexplicitré naika ,,po
jakémcase je ¢ ustaleny, kdy uz rivemereSeni ¥fit".

Vypada to jako docela Spatny obchod: z&womér peréz mnohem méhmuziky.

Pokud vime o obvodech jenom z tohoto spisku, jewakiazor oprawny. Jenze neni tomu
tak.

Jde o rozdil mezi vyroky ,kazdy kdo chcdéide pracovat” a ,vSichni kdo akjt mohou
pracovat” (ve smyslu byt v placeném zstmaneckém poénu).

Je-li totiz v hypotetické zendiQ> nezangstnanych d0*volnych pracovnich mist, pakip

e

veskeré snaze nemohou v3ichni pracovat. PrvhithejsnazivjSich zabere volna mista na
trhu prace a pro zbytek jiz misto neni.

Mame ti kuli¢ky a dva otvory. Ve chvili, kdy se jédtozhoduje, mze kazda kutika byt
dana do otvoru. VSechny ovSem nikoli.

Navic v analogii s kutkami nastava problém, Ze kidk a ¢&r je velmi mnoho a moznych
kombinaci jejich umighi jeSg vice.

Dokazeme vypdéitat vystup a ,podivat se n&jhjen velmi malokrat za Zivotloveka,
mnozinu vstup ¢lovék nikdy neprozkoumd, neomezi-li se rngaké Gzkéitidy. Lze to
casté&n¢ obejit serenimcasti prace pétaci, ale pak mu musimegsre fici, co nas na
chovéani obvodu zajima, jak4 jédlova funkce.

HUS nam dava moznost najednou posoudit chovannghdeobvodu ,z hlediska HUS" pro
obecné hodnoty rezistgrkondenzatar a civek v obvodu a pro vSechnyiirpdé mozné
frekvence a faze.

HUS nam poskytne v uzgané algebraické podélyztahy mezi vstupy, vystupy a parametry
obvodu, pochopitethjen mezi vstupy a vystupy povolenymi konceptem HUS

Uvidime, Ze to byl nakonec velmi dobry obckad



Zakladni mysSlenky ukdZzeme v notebooku MAAPrenosvetkterém budeme zkoumat obvod
podle obrazk 27 a 28, ovSem hodnoty,, R, C, Lw, U, a tedy nutéyi U, ponechame typu
Symbol, nedame jim konkrétiselnou hodnotu.

Mimochodem, obecné a konkrétni ve vztahu k typu8yra ostatnim tyfim v Mathematice
zaslouzi zvlastni pozornosti.

V notebooku MAAPrenos.nb je pouzit impedandili¢. Ziskali jsme vystupni (neznamé)
napeti —ovSem jako fazord, jako vyraz upravitelny do tvaru

U,=U,P(R,R L Gw) = %: R R LGy (48)

1

Pomer dvou napti v obvodu jsme vyjédli jako funkci kapacit, indu&nosti a odpar
v obvodu a kruhové frekveneb. P(R, R, L Cw) je racionalni lomena funkce svych

parametit a Ize dokazat, Ze preSitelny smysluplny obvod obetn

Poznamka: &ktefi teoretici uvadji jako parametr namistw vyrazj [dv. Z didaktického
hlediska je to spravné v tom smyslu, Ze jelikozijpodnoty odpdr, kapacit a induénosti
nezaporné, bude koeficientar™* pro celék zaporné. Na druhou stranu z matematického a
Mathematického hlediska je to mnohem vice funkeametru w nezj . Ale
naprogramovat by to tak &

Vyrazu P( R, R, L Ca)) fikdme @enos a fivod je ve smyslu ,jak sefpnese vstup na
vystup®, pochopitelé ve smyslu HUS.

''''''

Je-li stupé jmenovatele vySSi, neZditatele, limita fenosu prow — o je nula, hodé
vysoké kmit@ty se budou fenaset malo.

Ziskali jsme velmi mnoho, fiZzeme nastavovat hodnoty, aligpos ndl zvolené hodnoty (v
jistych mezich) pro zvolené hodnaty Fri pouZzititeSeni ,v¢asoveé oblasti“ bychom museli
postupovat metodou ,pokus omyl“, neb&akou optimaliz&ni metodou...ale to je vlasin
sofistikovana metoda ,pokus omyReSenim soustavy linearnich rovnic (coz je tloha
feSitelnd v kongném pd@tu kroki) jsme ziskali Uplnou informaci a to v kam&m tvaru o
chovani obvodu v ramci HUS.

Pro konkrétni hodnoty v naSerfipact R, R, L, C a obecs vlastnosti prvk obvodu
mazeme v¥islit P(R, R,...L, L...,G,G...w) = Ka). Graficky mizeme vynést zavislost

Ab{%j= Abg Rw)).

Tato zavislost je v MAAPrenos.nb zobrazena a tagedv dvojitém logaritmickém #titku a
jednou v linearnim gtitku.

Podivejme se, jakou ma pro nas vypovidaci hodnotui @ druhy graf.



Grafy jsou velmi odliSné; abychontigli na kloub této odliSnosti, musime si nejprve
uvédomit rozdil mezrozdily aponery.

Informace, Ze &kdo @isel o milién korun, sama o sébhevypovida nic o tom, co ta ztrata pro
n¢j znamena. Pro pokladni v supermarketu pgpedobrg mnohem vice, nez pro stat nebo
Billa Gatese.

Nicmére ztratupolovinysvého majetku budou vnimat jiz podstapodobuiji.

V hudke znamena ,,0 oktavu vyse* to, Ze se fiklad vinylova deska t dvakrat rychleji a
interval (110Hz,220Hz) se zn#ni v interval(220Hz,44Hz2) . Druhy interval je oviem

dvakrat delsi!

Logaritmické ngfitko zohledhuje to, co je pro nas (koho to zajima, googletekihghamiv
teorém) dlezité, tedy podily.

Podle ¥t o logaritmech plati:
log(ab) ==log(a) +log( b)

V logaritmickém ngfitku znamenaji rozdily délek na osach (tedy rozidigaritmi velicin na
oséach) podily hodnot veéin.

Jest jednou, protoZe pochopenildzitosti pongra je dilezité dostane-li maly @m o tunu
uhli mérg, je to WtSi Ujma na tepelné poh&cheZ dostane-li velkyian o tunu uhli méa
Dostane-li jeden byt o 10% uhli m€ne to @i spravedlivém rozélovani tepla stejné, jako
dostane-li vytopna pro 100 kiyo 10% uhli méa

V neposledni nte je v gipack slySitelnych kmitdta pocit posluch& mnohem blizsi
logaritmickému grafu: vySku tonu vnima podle logan frekvence a hlasitostiplizné take.

Pro vyjadeni pongra velicin nam gedkové vynalezldecibely které znaime dB.
Docela gkné je to popsédnade

A . : : A
Pomer B vyjadreny v decibelech JQODog(Ej.
Funkci log rozumime logaritmugigakladu 10, tedy tzv. dekadicky logaritmus.
Priklad: Utlum kabelu je 8B, jaké je nagti na vystupu, je-li na vstupu 50mVv?
Reseni je v notebooku MAAPrenos.nb.
Utlum znamena, Ze je vystupni gt pét dB mensSiJe tedy
200og| -2 |==-5, ZCDIO{ o 3] ==—55u,0) 28V

50010

Udavat Utlum v decibelech je dobré: zapojime-lidkgisério¥ a jeden ma Gtlunp, a druhy
atlum p,, ma jejich sériova kombinace (pokud Bkédnejaké problémy jejich spojeni) utlum
Pt R,

U



u

200og =-p,, 20[!05{&) =-p,=
u

3

7/ N /7
Fhe Fhe

+ ZODIog{ﬁJ =-p-p,=
u

3

u u
200 log —=+ |+ log =2 | |==-p, —
[Eog u2]+ og{ugj] p-p,=

Utlum 5dB znamena vlastn,o pét decibett mensi nez jedna“.

Zkusme vyeSit tlohu: ,pro jakoww je absolutni hodnotarf@nosu uvazovaného obvodu
minus 1%IB*?

Prenos je jiz sam poénem, absolutni hodnota pém je pongr absolutnich hodnot, v naSem
piipack vystupniho a vstupniho n&p tedy musimeéesit rovnici:

2000og(Abs{( A( R, B, L Gw) /{ R>10, R->10, £>10 ,€> 18 J}) ==-1

Reseni je v notebooku MAAPrenos.nb a odbje pro wl 85406.%™
Urovei -15dBje také znazorna v grafech vodorovnatarou: tak ktery se vam zda
srozumitelrjsi, co?©

Uvedli jsme vySe, Zeipnos je racionalni lomena funkce svych paraimetdame-li hodnoty
souwastek a zbude-li jako nezavisle prdma je kruhova frekvencey, bude penos
racionalni lomenou funkai. Zkoumejme chovani absolutni hodnotgmosu fi velkych
hodnotachw.

Budiz absolutni hodnotaignosu vyjadtelna ve tvaru:

Abs( P(a))) = Zgjﬂ . Zkoumejme porér

ZODOQ(%} == 20(0o bLef == 201|o£ o wj ==

o3 2] oo k1) -

fon{ 2oy i3




Je-li tedy% ==10, je pongr absolutnich hodnotipnosi 20dB a podoba.

Mluvime tedy nagiklad o ,poklesu 20 dB na dekadifmz minimen—- m==1a pongr
kmitocta % ==10 a podoba.



6. Diferencialni rovnice aifpdpovidani budoucnosti, co viasuigla NDSolve

Podivame-li se na notebook MAAUzlyUkazka.nb, vidjibe jsme se k cili, tedy k ¥gSeni
ukolu ,kdyz je zadané n&p nebo proud &kde, jaké bude n&g nebo proud jinde®, dostali
piimocare a snadno, tak snadno, ze byla nalada vyhraidiuri s bardikami a vlasts

statilo mechanicky pouzit navod pro metodu uzlovychéatiag znat syntaxi NDSolve.

To, Ze cesta k vysledku byla tak jednoduchd, bptsabeno pravtim, Ze mame NDSolve:
nevadilo nam zavéadi dalSich neznamych a zvySovanégarovnic, nevadilo nam, ze
rovnice jsou diferencialni i algebraické (obsaHhujierivace neznamych funkci i neobsahujici
derivace neznamych funkci).

Velka cast obtiznosti studia teorie elektrickych obirapaiva jinde v obtiznostieSeni
ziskanych rovnic. Ziskali jsme velikou moc velmidna, ale nenechme se mylit, zjistit, ,,co
obvod &l&" jeS& vibec neznamena rozgtrtomu, jak to dl4 a pré. Fakt, Ze umime po par
obrazcich mnoho jeSheznamena, Ze jsméjak lepSi: jen my mame sbéjeu a oni majzlik;
jak rychle dilo doko&ime je dilezité ekonomicky, ale kvalita dila nemusi bytsi.

O NDSolve by Sldici tak asi ,....a vSichni se podivovali, jakou mod 8&phen Wolfram
lidem.”

Funkce NDSolve[rovnice, nezndmé,intefedkeni] hleda numerickou aproximéeseni
diferencialnich rovnic. A co to je a greco mizeme dlat bychom si mili trochu vice

vyswetlit: nikoli podrobre teorii numerickychreSeni diferencialnich rovnic, k tomu jsou
povolargjsi jini (zejménavww.wolframalpha.cona help sw Mathematica u NDSolve). Jde
nam o to, ziskatipdstavu, o co tak asi jde. Ostajak funguje karburator vime také jen tak
mlhaw a detaily miseni ve vice komoracdtzbytidi¢c nezna. Ale i Bznyfidic¢ vi, Ze se tam
néco s benzinem a vzducherjal

Pras vlastré numerické metody? Matematicka analyza pracujedgtavou souvisléiselné
osy pIné realnychkisel z nichz naprost&tsina jsowisla iracionalni. Kdybychom cit
iracionalnicislo vyjadit desetinnyntislem gesrg, potebovali bychom nekoray paiet
desetinnych mist, coZ neni v kdnémc¢ase mozné, navic to neni ani praktidiadyby byla
Mlé¢né draha kruhovakdybychonznali jeji polondr akdybynebyl vesmir zakveny a platil
by vzore&ek pro obvod kruhu, pak vynechame-li vSechna das&tmista zatyficatym

v ¢isle 77, chyba vznikla timto zaokrouhlenim by byla mere pamér protonu.

Z uzivatelského hlediska jsou tedy vSechny dafgy piro feSeni podobnych udloh zbytes.

Dnedni matematika nese v gokelkouc¢ast ddictvi geometrie starycReka, kde byl kladen
duraz na konstrukce ve &¢ geometrickych objektzcela pesné, Uplna spravnost pakim
byt dokazateln4 v kokaém p@tu myslenkovych krok. Navic obrovsky usjch Newtonovy
a Lagrangeovy mechaniky utvrzovaldee v fedsta¥ swta spojitého, nekorde¢ délitelného
v prostoru a&ase a tak byla vypracovana spousta chytrych nefehi matematickych a
inZzenyrskych probléinvychazejicich z fedstavy spojitého sta.

Ani objev kvantové povahy jévacasticové struktury hmotyiflis spojité teorie neoslabil:
¢astic je v Bznych situacich jednoduséls mnoho na to, abychom s nimi mohligd@at
jednotliv a s chytrou obezlkou kontinuélni teorie (neuvazujeme ¥ally lokalni, ale jejich
stredni hodnoty fes objemy, které jsou ,mikroskopicky velké a makogscky malé”) nase
rovnice plati, pokud neuvazujeme jevy mikrétsy

Problém je, Ze s iracionalnir@isly pracujeme jinak, nezssly racionalnimi: jelikoz je
nemiZzeme zapsat v kotieé fornt desetinnym (nebo dvojkovym, to je jedno) rozvojem,
nebyva nam, nez je pojmenovat.



Takovacisla jsou nafiklad 7, e, J5, Sin[5]..Pokud chceme gmito ¢isly pracovat pesre,
pouzivame pravidla pro Upravy, rfédgad (\/5)3 = (\/3)2 /5= 50/5.

v

Pokud nas zajima ,kolik to je, alesppriblizn¢“, mame giblizné vi¢isleni v tabulkéach; jde
casto o vysledek programu, ktery by nam dal vSeclesatthn&isla, kdyby Bzel wéne, ale
my jsme jej zastavili a spokojili se s fepnym vysledkem, zato ziskanym v kémé&mcase.
Z tohoto pohledu jsou &islech 7z, e, J5, Sin[5].. ,do pojmenovani schované vysledky
nekonénych proces* a tlohy se opt feSi v klasickém stylureSeni Glohy vtipnym pouzitim
koneiného pdtu krokii s pouzitim pipravenych hodnatisel typurz, e, J5, Sin[5].. se
povaZuje za cosiganého a ukazuje to jak je matematik chytry, chdiedeSem pouzitim trik
reSit slozi¥jSi ulohy, brzy narazite.

Toto pojeti ma vyhodu (pro technika naprosto zéiyé¢ absolutni f@snosti, nevyhodou je, Ze
krome za staleti vynalezenych a vyzkouSenych pashgmame Zadny navod, jakigiusné
triky vynalézat, naopa&asto umime dokazat, #esit ulohu s pouzitim jiz znamych ,do
pojmenovani schovanych vysleédikekonénych proces* nelze. Pokud chceme pracovat
nadale pesre, nebyva, nez si hledanéegnéreSeni pojmenovat.

Napriklad feSeni rovnice

3 [k+3==0, &K +3glk+ g==0,

a,X+a X+ alx+ a==0, g%+ al%+ alk%+ allx a==0

Ize vyjadit pomoci gitani, nasobeni,&teni a odmotiovani, tedy existuji vzorce, které nam
daji hodnotu neznamych #en x a tyto vzorce jsou kogaé délky zapisu.

Pro rovnici:

a, ¢ +a, X +a X+ gOX+ allw g==

Ize dokézat, Ze vzorec kame délky obechineexistuje (jash pro zvlastni hodnoty
koeficienti existovat nize, €chto zvlastnich fipadi je vSak mnohem mémez obecnych a
pravdpodobnost, Zetjde najit vzorec pro nahodzvolenych 6 koeficiert je nula).
Chceme-li mit vzorec pro reSeni v kéném tvaru, musime si jej pojmenovéasto pak
témto pojmenovaniniikame ,speciélni funkce", pro polynomialni rovnicaegiklad

v Mathematice mame funkci Root. Neni o nic horég, funkce druha odmocnina nebo sinus,
jenom je mladSi a nejsme na ni zvykli.

Postup, kdy mizeme o kazdém vysledku v k@m&m p@tu kroki dojit ekvivalentnimi
Upravami az k axiofim a tak rozhodnout o spravnosti nebo nespravnesiusi existovat
(Godel, Tarski, Banach...).

PoZadavek absolutnfgsnosti a ostrosti pojimkterou jsme fedpokladali po staleti (muz
nebo Zena, Zivy nebo mrtvy, vina neféstice, je a nebo to neni b&a...) je neaplikovatelny
a ostatd na proudu a nai a teplo¥ jsme vidli, Ze pouzivame v Zivétpojmy bez znalosti
piesnych definic a v kogaém disledku bez naprostdagsnych vypowdi a nikterak nam to
nevadi. Koho to zajima vice¢hné o tom pojednava Ludwig Wittgenstein ve svych
Filosofickych zkoumanich.

My v toto chvili gresnéreSeni opustime: ost&thnasSe vstupy jsou paimeé negesné.



Podivejme se na definici derivace funkce f, paraemetéto funkce budéas t.

f'(t)zlimf( )= (1) (26)

Limitni proces dokonalého ,blizeni se” je ve&&gvkone&ného pdtu dostupnyclEisel
nemozny: i v intervaIL(O, 10 17> je ve smyslu realnych (ten nazev ,reétisla je trochu

s

S paitaci trval vé¢né. Mezi ,,bez pojmenovani* dostupnyisly jsou mezery a nikdy nebude
dost jmen pro ta pojmenovana.

Ucinime tedy troufaly krok: vypustime znak limitt budeme uvazovat v gakém dobrém

smyslu malé“ a znakipsné rovnosti nahradime znakem ,rovnaifi@ipné” =.
Obdrzime:

£(t) = f(t+AAtz—f(t) 27)

Z rovnice (27) ovdem jiz fiteme vyjadt f (t+At):
f(t+at)=f(t)+f(t) (28)

Pokud pislusna limita a tedy i derivace existuje, bude plastaténé malé At“ chyba
.2dostaténé mala”.

Pokud je naSe nezdvisle prémécas, niizeme rovnici (28) chapat jakoigdpovidani
budoucnosti*, znalosf (t) a f {(t) nam pro zvolenét poskytnepribliznou informacio

hodnot funkcef o At pozdji, tedy gibliznou hodnotuf (t +At).

Metody typu Runge-Kutta

MysSlenku Eulerovy metody jsme ziskali z definiaaity. Podivame-li se na vysledek,
vidime, Ze jde vlastho prvni dvatleny Taylorova rozvoje. U mnoha funkci plati, Zeevi
¢lent Taylorova rozvoje poskytne lepSieggnost nahrady funkce. Ukazkaegiovani
nahrady je v notebooku RungeKutta.nb.
Primo se tedy nabizi mySlenka vyuZzit v jenom krokmarické metody vicéleni Taylorova
rozvoje, tedy

At At)? At)?
y(t+At) = y(t)+—( 11) y'(1) +—( 21) y'( 1) +—( SI) y' () +...
Jelikoz uvazujeme diferencialni rovnigi(t) == (t, y(t)), tak mame-li funkcf zadanou

analytickym gedpisem, mizeme pomoci &ty o derivovani sloZzené funkce vice promych
potrebné vysSi derivace ziskat:



()= y() = dﬂf(t,y(t)) Sy ) -

= SIS B0 =50+ 5 3 () =5 + 3 ()

S pouzitim SW Mathematica ani tutéty znat nemusime, pokud zapiSeme korektn
poZadavek, ziskame spravny vystup a snadno napnoggene Eulerovu metodu, jejiz jeden
iteratni krok vyuZziva v podstatkolik chcemezlena Taylorova rozvoje.

Pokud vSak $tu nezname, nepozname, jestli je vystup sprawelmi pravdpodobré

spravre nebude:-)... a riskneme si chybu v zakdzce zavathize?

Pokud programujeme &jakém prostedi, které neméa symbolicky diferencialnicpbv sol,
musime bd’ swfit derivovani velmi omylné lidské mysli, nebo shdyoliku doprogramovat.
Reseni by bylo oviem pomalé a pro w§iyadrahy kamene vrzeného beén po ufounovi

v gamese (jasnrealita je v lepSich gamesach, a htavrsimulatorech, zaloZzena na rychlém
numerickénreseni soustav diferencialnich rovnic) by zabrale tasu.

Ve Skolskych pikladech pi feSeni podobnych Uloh zpravidla bojujeme s vlasnommmem,

v praxi ale hlava s pomalosti Wisleni hodnoty funkcef (t, y) pro konkrétni hodnoty

parameti t ay.
Funkce f (t, y) muze byt vysledkentieSeni statisicrovnic, optimalizanich dloh, interpolaci

v rozsahlych mnohorozémych datech a podobnAnalyticky zapis derivovace je zpravidla
delsi, nez pvodni funkce a tedy jeji Wsleni vyZaduje dél&asu a vicenasobnédiglovani

funkce f (t,y), protoze vy3si derivace se na ni vzdy odkazujmbiické derivovani
vyzaduje oviem vicenasobn&isgfovani funkcef (t, y) také.
Takze tudy ne.

V notebooku RungeKautta.nb je ukazan postup, jaloddvterani krok Eulerovy metody
vyuzivajici prvniti ¢leny Taylorova rozvoje. Pouzijeme ale trik: budemedat vyjadeni

tohoto rozvoje tak, abychom nemuseltigjovat vy3si derivace ney'(t) = f (t, y( t)) .

Hledejme nahradu ve tvaru:

y(t0+At) = y(t0) + vi* pl+ \2* 2

Kdevlav2jsou vahy piristki plap2:

pL=AtLF (t0,y(t0) a

p2 = AtCF (t0+alAt, y( t0) + bOpi)
Vyc¢islujeme tedy derivacy'(t0) = f (tO,y(tO)) a vyrazf (t0+ a[At, y(t0) + pr:l) , tedy
hodnotu, jakou by a derivace spiujici diferencialni rovniciy'(t) == f (t, y(t)) kdyby jeji
teSeni prochézelo bode(n: to+alit,y = y(t0) + b[p]) .
V ¢ase jsme se tedy posunuladAt a ve funkni hodnot y o b[jal, tedy o nasobekifristku

pl
Budeme hledat hodnotysel v1,v2, pl, p2takové, aby jeden krok iterace

{0, y(O)} {0 +Af y(0)+\1* p+2* g}
daval shodné vysledky jako krok iterace



{10, y(10)} -{ 0 +Af y(0)+

vliAt £[1t0, y[tO0]] +v2At £[t0 +aAt,
bAt £[t0, yv[t0]] +y[t0]] +vy[t0]

ma rovnat vyrazu (dosadili jsme za derivace podtrehcialni rovnicey'(t) == (t, y(t)))

At £[t0, y[t0]] + y[tO] +
%Atz (£rto, y[to]) £ Y [to, y[to]] +

£9 [to, y[to]l)
To samosebou neni ob&mozné, nizeme ale poZadovat, aby se tyto vyrazy shodovaly pr
»,malé hodnoty“At .
Dosahneme toho tak, zZe vytime Taylofiv rozvoj prvniho vyrazu a budeme pozadovat, aby
se jeho prvniit ¢leny pro vhodné hodnotiselvl, v2, pl, p2shodovaly s vyrazem druhym.

Koeficienty u vyraa (At)°,(At)",(At)"tedy musi byt ve vyslednych vyrazech shodné, coz

vede Kk rovnicim:
{(-1+vl+v2) £[t0, y[t0]] =0,

(-1+2bv2) £[t0, y[t0]]
£ 1t0, y[to]] +
(-1+2av2) £ [to, y[t0]] = 0]

Vidime, Ze pro nulovost sount nezavisle na chovani funkégkroms existence a korgaosti
hodnoty jeji i derivaci vyskytujicich se ve vyralagstai splinit:

-1+vl+v2==0,-1+ 20 W 2==0,- 1+ 2@ ¥ 2==

Mame tedyit rovnice proctyii neznameé. Ve shads obvyklym postupem volima=1
atreSenim pak ziskame=1, vi= 0.5,v2= 0..

Poddilo se nam realizovat krok numerické metodggmy jako s pouzitim Taylorova rozvoje
se temicleny. Nemuseli jsme symbolicky derivovat a funkjsme vyislovali jen dvakrat.
Takhle se to &a!

V notebooku RungeKutta.nb je ukazan numericky pgostiesSeni rovnosti koeficietit Za
hodnoty funkcd a jejich derivaci jsou dosazovana nahotigka, vytvaeny rozdily pravych a
levych stran a steny ges vSechny rovnice a hledano minimum vyslednéhaagrJe-li
blizké nule, jsou rovnice vgSeny dote. Je jedno, jak k vysledku d@me, tohle se
autorim zdalo rychlejsi naprogramovat.

V predposlednéasti notebooku RungeKutta.nb je ukdzano porovngsiedki odvozené
metody s NDSolve. Dopotujeme pohréat si siznymi hodnotami pétu kroki, pripadré
menit zadanou funkd (v notebooku se jmenuje myf).

VSimnéte si zejména jak ,zlobi“ skok v derivaci (protonjg/f zadana pomoci If). Tam, kde
hrozi nespojitost, hrozi nespolehlivost numericky¢dSeni diferencialnich rovnic. Nejen
tam:-). Naststi v oblasti elektrickych obvdicham giroda takové funkcé v nami zvoleném
Spojitém popisu sita zakazuje.



V posledni¢ésti je ukdzano pouziti oblibené metody Runge-Kitttaehoiadu (shodovalo
by se gt ¢lena Taylorova rozvoje, tedy az dtvrté mocninyAt véetrg).

Kdybychom ngli diferencialnich rovnic prvnihéadu s vyjadenymi derivacemi vice, budeme
prost uvazovaf jako vektorovou funkci a vSechno bude fungovat.

Nicmére pro naSe &ely budeme pouzivat NDSolvejldZité je ale zakladni principy znat,
veédet, ze nespojitost derivacetre Skodit a podolin

AZ si bude ®kdo z vas pdebovat napsat vlastni solver diferencialnich rovnatezne p
hledani nafiklad vytazu ,Runge Kutta“ odkamegeberr.



7.Elektricky vykon, elektrickd energie

Zdroje napti a proudu jsme chéapali také jako ,hranici naSebwodu, kde ono idealizované
zaizeni ,zajisti na@ti na svych svorkachfaiz je proud jakykoli, jen pokud ma kameu
velikost* v giipadt zdroje napti a totéZ/.nagti->proud v gipads zdroje proudu.

NasSe sotastky ,nepatebovaly Zadny pohon®, zdroje n#pa proudu zajistily naji a proudy
na prvcich obvodu.

Proudy a nafti zdroji byly davodem vSech napi a proud v obvodu.

OvSem nagti a proudy v obvodech se vyskytujici mohou &agto ¥tSi, nez proudy
piislusnych zdraj, veliciny podle Obr. 32 jsou vygitany a zobrazeny v notebooku
MAAVykony.nb.

Pripojime k obvodu zdroj nai L]l =1V, nagti v obvodu niZe byt 1% a @i pripojeni
zdroje proudu mohou v obvodu téci proudysv, nez z onoho zdroje.

Zivotni zkuSenost nas) Zze ,néco za nic, mnoho z mala“ je statisticky neprgpatiobné:
néco je celko¥ spiSe zaéco a z mala je statisticldastji ,malo +dmalo“, kde dmalo rize
byt i zaporne.

Napiti je ve smyce nulové, ale v jiném dobrém smyslu se ,nezach@yaeni teba prace a
snahy pro ,zvySeni ngf“. Bilance vSech proudv uzlu je nulova, proud se ovSem ve
stejném smyslu ,nezachovava“, ke zvyseni prouduuséimyt teba prace a snahy.

Z fyziky vime, Ze v BZné mechanice jeitezité zachovani energie, hybnosti a momentu
hybnosti.

Obvody ze sotastek L, R, C nemaji snahu sedetéani ulétat, zachovani momentu hybnosti
a hybnosti je pro nami pojednavané elektrické ogno@levantni, nepiSeme pojednani o
elektrickych strojich, kde je podstatné; zachow@rgie vSak museji naSe obvodyjakém
dobrém smyslu spbvat: kdybychom ri elektricky obvod, kterynespliuje zakon

zachovani celkové energie soustavy, tak se nezaig/MAA, protoze mame Nobelovu cenu
a jsme ¥deckou celebritou, nebo, pokud mame zdravy rozemejnejbohatsi na Zemi a
prodavame energii ziskanou pomoci takovych obwadiarmo za drahé penize: navic by Slo
0 obnovitelny zdroj energie adhbychom Sanci ziskat dotace.

To se vSak nefje a energie se tedy v obvodech podletasného ¥déni zachovava.

Elektro-mechanické analogie nemame sice radi iz tlokazat, Ze univerz&mlatné
neexistuji, dobra analogie préjakou situaci selZe v situaci jiné; Lord Kelvins@alezeni
univerzalni analogie snazil a nedka to to byl jin&i kabmak, nez my), nicménjedna
takova analogie je &évhodna.

Mame firmu, ktera zajidije dopravu uhli do vysSich pater budov v&bbz vytal.
Objedname-li si dopravu uhli, logicky nam buddtotrat za sotin ,kolik uhli“ a ,jak
vysoko“. Zkusme si tofiedstavit v ,digitalni forni“: Platime @&Inikim zacas. Jedendhik
unese po dobu pracovni dejme tomu 10kg uhli najediedno patro trva s touto &t
délnikovi 20s. Kolik ,,&Inikohodin“ musime zaplatit, mame-Ili odnést 3t wdipatého patra?



Mo v @

Snadno Ize pomoci matematickych metéiblgné Sestéiidy zakladni Skoly ukazat, ze
potrebné ,&Inikohodiny* jsou andrné sodinu pattu pater a mnoZzstvi uhli.
,D élnikohodinam* odpovidaji penize a gefim v nasi analogii energie.

Podobny piklad jecerpani gjakého objemového ptoku pes rjaky tlakovy spad; saiinem
je vykon a analogii je séin proudu a nagii.

Platime-li ,za proud”, platime za to, Ze dodavateisel jednorazavkopit takové draty, které
nejvysSi mozny proud vydrzi: viastneplatime ,za proud®, ale za moznost mit proudtgk?
veliky", za opakovatelnou maximalni hodnotu.

Platime-li za to, Ze po dratech k nam do zasuvkiydg objednané nai“, neplatime za
~napeti, jaké je“, ale za izolaci, kterd maximalni moZveggti vydrzi a také za to, Zekdo
udrzuje hodnotu nai na objednané vysi.

Ale za sodin proudu a nafii se plati, protoZze spetbovavame uran a hazime uhli do kotl

PresrgjSi vyswtleni pojmu ,elektricky vykon* neni bez roz8ni gredmétu predmeétu MAA
mozné a ani&elné: koneckong prijali jsme k wieni vztahy mezi proudem a réimn na
civce, odporu a kondenzatoru a k pagep nasi viry v tyto vztahy siiga divéra v nase
tvrzeni, Ze ,tak to je".
Uvérme tady vztahu meziykonemna energit

dE(t)

p(t) = [W ==is, J g, (57)

kde p(t) [W] je vykon ve wattechE(t) energie v joulech teas v sekundach. Diky vaib
jednotek Sl (jak je psano vy§ednotky jsou dlezité plati:

p(t) ==u(t) 0(t) [W,V, A (58)

Explicitae piS§eme argument vykonu, tegft) [W] chapeme jakokamzitou hodnotu
v konkrétnintase t[s].

Kdybychom ngli jiné jednotky nez watty, ampéry a sekundy, mimplztah (58) mit tvar
nagriklad p(t)=42mw(t)G(t) [jineW, jineV, jineA.

Prijmeme-Ili analogii s vodou, tlak iie byt \&tSi ,vlevo nebo vpravo“, voda e proudit
»Zprava doleva nebo zleva doprava“. To prozatimgobme stranou a podivejme se na
vykon a energii na civce:

p(t)==u(t)0(t), wu(t)== Lﬁ%, p(t) == LS% t) (59a)
Ovsem platl’:%(i (t)z) ==20t) E-(I:]% =i (t)gdldg ::% E%t(l (t )2) ::%{@J

Interpretujme (57) nasledo¥n

p(1)==2EL)  p() o= oy, (590)



t=tkonec £ tkonec

E(t=koned- K t= pocatek== j dE) == j (p) © d:t=¢j‘konec I%@ [ ) O dt=

dt

t=tpocatek £ tpocatek % tpocatek

t=tkonec ( 2 F ikonec H 2
==L0 I diu%J [t ==L 0 j d[%} ==—; [@ikoneé - ipoc&tkz)

t=tpoatek F ipocatek

(60)
Je ovSem docela disomozném fedpokladat, Ze se mila civka narodila ve fabricegreudu
a jednou bez proudu ski&ima skrném dvde. Plati tedy podle (60):

E(t=koned- § t= pocate)k::% [(202 —02) == [ ] (70)

Celkovy energetickyifinos civky je tady nulovy.

Podcaovali bychom inteligenciten&e, kdybychom cela postup opakovali pandenzéatorn
napeti. Dosgli bychom k analogickému zéru, Ze pokud kondenzator s nulovym &im
zatal a s nulovym nagtim skorgi, jeho celkovy pispivek k energii s$ta je nulovy rovisz.

Pokud tedy je mozn& nenulova bilance ¥ypmenergie obvodu mezi jeho vznikem
s nulovymi proudy a nagimi pii jeho vzniku a zaniku, musi se realizovat na terech.

Civka a kondenzatorkdy energii pijimaji, jindy vydavaji, ale neztraci se v nichlkaveé co
dostanou, vrati.

Rezistor nevrati nic: vSechna elektricka energéelatricky vykon na &m se néni v tepelnou
energii a tepelny vykon.

Uvazme elektricky obvod podle Obr. 33:

—51(¥) 1(+)
—P
(4 L 9. 33 (T Qu Wp
@ | 0 [

Ze zkuSenosti
vime, Ze pokud proudy a n#pjsou v uvedenych sgrech kladné, proudi vykon od zdroje
k rezistoru: rezistor ,serhje” a realny zdroj napi vyZaduje gjaky pohon, nafiklad kliku
nebo vodni turbinu.

Podivejme se natkolik ptikladi vykonu, jsou uvedeny v MAAVykony.nb.

Nejprve zkoumejme stejnosmmy ustaleny stav: proud je konstantni, gt konstantni a
souin konstant je konstanta:trheme tedy v dobrém smydiici, Ze ,vykon je 7.2W*.



Zde neni nic slozitého.

Podivejme se dale na HUS: négsou napti i proudy harmonické funkce, nathagti a
proud jsou:

u(t)=U,, Bin(wld+4¢,)=U, Binﬂ 2@% +¢bj (71)
it)=1, Bin(wb+¢)=1, Binﬁ 2DTE:II_—+¢?) (71)

Priklad ¢asového pibehu sowinu i (t) @ (t) je v notebooku MAAVykony.nb.

Vidime, Ze ve dvou hodnotach prénmeéhog, je graféasového prbéhu vykonu zcela nad

osouc¢asu nebo pod osaasu, tedy stale kladny, nebo zaporny, v obecniépagk nabyva
ovSem hodnot obou znamének.

UvaZme obvod podle Obr. 34

Sl Lk

uﬁ){ @ e [21 () 0& BL/
|
NOING

Jde o odporovydli¢, kde odpory rezistérjsouc¢asow promenné: véaset =0s odpor Rl(t)
prudce klesa a odpd®, (t) prudce stoupa vase posunutém o prémmouposun Vztah pro
odporovy @li¢ plati i pro¢aso¢ promenné odpory rezistdr pro vystupni nafii plati tedy:

_ R(Y)
u, (t) ==u,(1) ERW (72)
Pro proud ze zdroje plati:
i ::—ul(t) 73
{=R+R0 "
A pro vykon tekouci ze zdroje plati:
(w (1)

t)==u (1) G (t) ==——2L—— 74

P ==u (08 =2 5 R (7 (74)

Pozorny ndvéwvnik prednaSek MAA si povSimne, Ze jde vlastmsimulaci pepinéni P-
MOSu a N-MOSu, kdeiepnuti probiha v mignrozdilnychéasech.

Vidime, Ze vykon se v tomtaipact (neni-li posun nulovy) #ni a jednomu takovému
piepnuti nelze firadit jeden vykon, fide mu gifadit energie.



Vid&li jsme, Ze v obecnémipad nelze piradit vykonu p(t) jednogislo.

Vzdy ovSem mizeme vyjatit energii proSlou ve zvoleném gm (sner podle Obr. 33) mezi
casyt==t, at==

4
Er ::j p(t) Ceit (74)

[
Vztah (74) je vlastthjinym vyjadtenim (59b).

Properiodicképrabéhy s periodoU je ¢asto vyhodné vyjétd takzvanoustedni hodnotu

vykonu:
t=t,+T

P==0] p(t)cet (75)

T t=t;
Kdyby byl vykon konstantni a ghvelikostP podle (75), pak z&as rovny celgiselnému
nasobku periody znamena stejnou proslou energii, jako proji€asow promEnnem
vykonu p(t) . Pro zvolenyas rovny period@ T je to Zejmé:

1 t=t +T t=t +T t=t +T t=t +T
P_—Dj t) t= P j H ) Odt— j FOdt== j b YOd (76)

t=t, t=t t=t t=t;

A pro nasobky se pouziji vlastnosti periodickychKai, coz jiz nechavame laskavégtandi
coby cvieni.

Stredni hodnota vykonu v stejnodmém ustaleném stavu je pro jakékoli nenuldvévna
okamzité hodna@tvykonu.

Urceme jest sttedni hodnotu vykonu pro harmonickéipthy proudu a nafti:
p= %Djl @|n|2mgﬂ+¢j@ E‘sn(ijBt—+@j Yullu mogg -g)  (77)

Posledni vyraz v (77) tdeme pepsat:

P==2t i tod, -9, ) == B Ceodg, 4, ) =y Ty ko, $,) (79
Hodnotam

Yy oo
Ueff - \/E ' Ieff \/E (79)

Rikameefektivni hodnotyagti a proudu.
Uvazime-li harmonicky stav na rezistoru, pak==4¢,, , tedy cos(¢, —¢, ) ==

Pak ovSem platP =:% ==U,, O, tedy efektivni hodnoty harmonického gt

proudu jsou takové, aby byl vzorec priesini hodnotu vykonu na rezistoru v harmonickém
ustaleném stavu formairshodny se vzorcem pro okamzitou hodnotu vykontoasgedni
hodnotu vykonu v fipact stejnosmirného ustaleného stavu.



Tato hodnota se obvykle udava, 230V v zésuvceZedmenéZBOEl/_ZV maximalni hodnoty
harmonického nafpi.

Fazory s&asto uvadji v neritku efektivnich hodnppiepaiet je ot pie odmocninu za dvou.

Praé nas zajima gdni hodnota vykonu (a &l ni zavedené efektivni hodnoty proudu a
napsti)?

Uvedli jsme vyse, Ze ,rezistor sédie”, tedy elektricky vykon v obvodu se realizugpélre.
Civky a kondenzatory si energii s obvodem jen &&uji, nula od nuly pojde.

Tepelné dje jsou vSak i pro obvyklé nizké frekvence elelkyith harmonickych vetin ve
srovnani s elektrickynpomalé

UkaZme si to naifkladu:

Rezistor je tvéen tepeld zaizolovanym radénym ,dratem” o piirezulmnt a délce in.
Teplota, proud a n&fi jsou vyeSeny v notebooku MAAVykony.nb

Vidime, Ze uvazovani konstantnihéesiniho vykonu namisto skdtehocasového prbéhu
vykonu sice vnasi do vypti chybu, ale technicky zpravidla naprosto akcep&inat.

Se stedni hodnotou se z hlediska tepelnych profiléaysou dos dlezité i pro HW) pgita
mnohem snadiji a obvykle je chyba nepatrna.

U obecnych neperiodickychiiéhi mizeme definovat efektivni hodnotu prougdunapsti
pies zvolenyasovy intervalt D(tl,t2> jako takovou konstantni hodnotu prougumapsti,

ktera by na rezistoru vyvolala stejnou energ@menénou v teplo.
Na rezistoru plati

o9 =u(yat) =0 —r(y i) o)

Kde jsme bd’ proud nebo nafpi vyjadiili z Ohmova zakona.
Definici efektivni hodnoty obecnéhoiiighu pres obecny interval((t,,t,) Ize tedy pepsat:

t=tyy 12 t=t, 2 2t t=t,
jU—e“mt == j—(u(t)) mt:U—EﬁDj 1tt==—< (u(9) =
t=t, R t=ty R R = =,

(81)

2

U4 _1F v N A
=(L-t) Bt ==o (u(t))” ™t= U, “\/E—D (u(1)” ot

t=t,
Obdobr¢ ovSem i vyjadieni pomoci proudu plati:

It == \/ Lo ) e (82)




Cinny (active), jalovy (reactive), zdanlivy (apparewwkon (power) a &inik (power/active
factor) harmonického signalu

Stran chapani pojinuvedenych v podnadpisu panuje mezi elektrotechpdagrné mnoho
omyhi a to navzdory tomu, Zz&tsina inZenylt dokaze naiklad jalovy vykon vypéitat a pro
Cisté sinusové (harmonické) fschy proudi a nagti o jedné kruhové frekvenaew je
matematicka definice zmdnych veltin jasna a bezrozporna. Omyly panuji zwas&
fyzikalnich divodech plateb za jalovy vykon, kde jstasto nafiklad ¢inné ztraty
akcentovany neuann¢ oproti velikosti Ubytk naggti v prevazré induktivnich grenosovych
sitich. Pokusime se poddtmpéient nespravna aipnérere pochopitelna vysitleni:
vyswtleni exaktni je powrné zbytené, neni-li pochopeno. Nesuplujeme tedy vyklad dinle
ktefi jsou opravdovymi odborniky na danou problematgngzime se jertiplizit piredstavu
ekonomického a fyzikalniho vyznamtchto veltin i ¢ten&im mérg erudovanym.

Jelikoz jsme se omezili na HUS, s vyhodou budemedypieSit pomoci fazdir.
Predpokladame, Ze jgend jiz natolik v HUS zishly, Ze nebudeme opakovat vztahy mezi
¢asovymi ptibéhy a @islusnymi fazory, nafii zdroji nagti tedy budeme také zadavat jako
fazory a to v mititku efektivnich hodnot.

UvaZme zapojeni podle obrazku Obr. 34-V-1
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Vypocitat nagti a proudy v takovém obvodu umime. Odvodime shajeive vyjadeni

stredni hodnoty vykonu podle vztahu (78) pomoci fazawvidime, Ze i v fipact vykoni nam
fazory -za cenu nutnosti pouzivani komplexniigel- usnadni praci.

Ziejme plati:

P=Ug, U E:OS(¢, _¢u) ==U o My me@jw ) ]===Rel,; M g ==

==Re[l,; @' WL, @) == Re[l [@* [(]Ueff % ) == Re[AIeff [goeﬁ)* 1== Re[Al eff 0] el ==
::Ueff |:I]eff |EOS(¢U _¢I) == Rd[jeff lﬁ;f]

(82-V-1)



Kde horni index ,h¥zdicka“ znamen& komplexni sdruzeni, v Mathematice

v = Conjugatg j.

Toto komplexni sdruzeni jeitkzZité, protoze toto komplexni sdruzeni vytivmzdil Uhla.
Rozdilahli znamend& Uhehezifazory.Souwet vySek dvou kluk ve teti tidé neznamena

v podstat nic, rozhodi ne, kdo dosahne vySRozdilaleano.

UvaZzme vykon na ,saiéstce se dima vyvody", jako je rezistor, civka... S¢et fazovych
uhli nema zadny fyzikalni vztah k dané &astce: budu-li vas harmonickytahat s gjakym
souwtem fazovych dhil za ruku a nohu, fize to znamenat, Ze tahdm ,ve fazi“, tedy zafiove
dopedu nohou i rukou, nebo ,v protifazi“, tedy ,rukdop‘edu a nohou dozadu*“ v jedné
perioct a v druhé naopak.

Souty fazovych uhk pohybu nohou stweni rozlénych se nezabyvame, ale rozdilewhto
ahhi ano: médme mimochodniky a ty ostatni.

Rozdily jsou dlezité.

VytreSme tedy obvod podle Obr. 34-V-1 a vygde i vykony (ve smysluigidnich hodnot
vykont) na svorkéach zdroje a na vSech obvodovych prvcich.

Reseni jsme provedlipra= 06 lk=wH, vypcitalijsme viechny proudy a nspa
urcili vykony na svorkach zdroje, rezistoR, reprezentujiciho odpofffjvodniho vedeni a ,
rezistoruR, reprezentujiciho odpor zde, spatebice a pro Uplnost ¢déli jsme, Ze vyjde
nula a pomohli jsme tomu pomoci Chop) i vykon ¢sté smyslu seédni hodnoty fes
periodu) na civcd., .

Spotebitel méelektroner, zaizeni, které r&i spotebovanou (v nasSentipact jedirg jako
teplo na rezistorect®nergiia p‘redstavme si, Ze sgebitel plati cenuiimo ungrnou
spotebované energii, tedy

tp
penize= cenh JouIEJ' P dt ceha JoWe(R -t,)

t=tl
neba’ pro jednoduchost uvazujeme namou situaci, tedy konstantni hodnoty ofpor
indukénosti a nagti zdroje.

Pokud odbratel @ipoji civku (tedy civku o korimé hodnat indukénosti, pro konéna nagti
tece pro kladnou kruhovou frekvenci civkou nekém&induknosti nulovy proud... a nulovy
proud, to jako kdybyste z hlediska obvodu neexatipjste nula na stran,vtéka“, nebo
,VYtékd“ v rovnicich uzlovych nafi ©) , pii konstantnim odporu z&te jeho odebrany
vykon a energie malinko —v naSeifigact o 0.02W - klesnou a on &mé malinko zaplati
mere.

Je ,na nule“: ménhodebral, métzaplatil, OK.

Ale dodavatel? fpojeni civky ho stalo atSeni ztrat v rozvodech o 2.08W. M& mensi trzbu a
musel vice hazet uhli do kotle.

Pokud spatbitel @ipoji civku, t&e pivodnim vedenim proud asi 2.7A, be#ppjené civky
(pfipomaime, nekonéna, jako zadn@) proud asi 2.28A.

Aby se dréaty nefehrdly, musime je chladit, nebo&sit jejich piifez a tim snizit odpor a
zVetsit teplosmdnné plochy. Stalo by to vic pé&n



Vidime tedy, Ze naprosto neni v zajmu dodavatelktigty, aby si spdebitel gipojoval
n¢jakeé civky, které mu odi neztSi a dodavateli 24Si investéni naklady na fivodni
vedeni a provozni néklady wisledku zvySeni ztrat na vedeni, které dodavatehiddol
vedeni musi, ale spebitel mu je nikterak nezaplati.

Pochopitel®, kdybyste aplikovali nahrazeni {civka->kondenzator. 0}, zjistite, ze
pripojeninenulovékapacity vede k Upthshodnym vysledkm a take naprosto neni v zajmu
dodavatele elektrické energie.

Explikujme déle: Pokud je jedinou informaci o tgestli si odiratel @ipojuje jen rezistory
(ty jsou OK, spatkebuje vic, zaplati vic), nebo i civky Udaj elektsommeticiho stedni
hodnotu vykonu podle vySe uvedenych vatatikdy se dodavatel afipojenych civkach a
kondenzatorech nedozvi.

Je tedyiteba ngfit jeS€ “néco jiného”. Ukazeme si pozj, Ze onou dalsi velinou , ktera se
meii a za kterou se plati, je tzalovy vykon

Uvazme situaci podle Obr. 34-V-2

0be. 34—-\-2

Dodavatel elektny privadi tuto gres vedeni, které ma odpor a indnést a je v tzv.
“néhradnim schématu” reprezentovano sériovou koaubicivky a rezistoru.

Predstavme si situaci na Jegii boud na Brendach, té#n na vrcholku malého pofiige
turisticka ubytovna, jeden transformator 35/0.4k\d pkupinu asi deseti oditateli. Vedeni

je vzdusné, 35kV (co to znamenaipad trojfazové soustavy se dozvite pdgd jinych
predmétech), ma i gjakou réjakou kapacitu, nicménse ze zkuSenosti vi, Ze tuto kapacitu Ize
zanedbat a chyba tim ve vyjtech vznikla nestoji zc.

VSichni odigratelé jsou slugci a civky nefipojuji. Jak se projevi, kdyZ souseiipoji civku

a odpor? Ostatni odtatelé “vidi"nagti U ,, nagti mezi d¥ma draty, nic jiného.

Vypocet ukazuje, Ze udrzuje-li dodavatel 8230V, pokud se civka n#&poji, pripojeni
civky zpisobi pokles nafti na cca 220V. A Zarovky pohasnou.

Pripojeni civky neuskodilo jen dodavateli (kdybysitemaitali ztraty naRv, vidéli byste, Ze
stouply, zatimco odiv a obrat pipojenim civky mirg klesl), ale —poklesem nétp- i ostatnim
slu§iackym odigratelim.



| z hlediska odérateli je dobré ,pipojovani civekéi kondenzatal“ nepodporovat.

UvaZme situaci podle Obr. 34-V-3
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Pokud modelujeme systém zdroj+vedeni+transformaday civku (a pokud nejde o
kabelové rozvody, dost dbto sedi), vidime, Zeipojeni takového rezistoru (kamna), Ze
odebira 1A proudu, vyvola ubytek rgip(rozdil idaje voltmetru na svorkach zdroje a na
svorkach zatze) asi 0.3V, fipojeni civky, ktera odebira (ve smyslu Gdaje amatru v sérii
s ni) proud 1A, vyvola ve stejném smyslu Ubytek 8taV.

Z fazorovych diagratinje divod Zejmy: fazory nagti na civkach jsou navzajem ve fazi,
rovnokEzné, kdezto na rezistoru a civce fazoryatigviraji pravy thel a rozdil mezi délkou
piepony a delSi odnou je mensi.

Zjistili jsme, Ze pipojovat civky je ntemné a té& najcEme veltinu, ktera jsouc zgiena
civky odhali a zpoplatni.

Investice (nagti-izolace, proud-piiez), promdnné néklady: uhli a hlidani n&p
Hlidani nati je pronénny néklad a tak je jej moZzno ohodnotit vykonem.

Podivejme se nagkolik vztahi:



P=U,, O, ©os(¢, -9 ) == ReU , Ty 1== ¥ ,, 0, R/l‘ sifi(¢, ¢ )=
P?==(U,, Oy) f-sir? (¢, —¢,)) ==(U o D)’ U o D.)° 8N (¢ , 9 )
S= Ueff Deff

Q=Ug Uy Ein(¢u _¢|)

== |m[0eff jeff]
S= P+ jm==U0, [,
SZ - P2+Q2

(82-V-2)

Velicing Q tikdme jalovy vykon, rozgr maV [Aa jednotkuVAr, ¢ti ,voltampér
reaktagni“. Z fyzikalniho hlediska je vyjaéniV A, W a VAr shodné, odliSujeme ovSem
watt pro vykon, ktery ma nenulovoudetini hodnotu a ,voltampér reaktani”, ocaiujici miru
Skodlivych vlivii pfipojenych civek a kondenzaftor

Ve vztahu prainny vykon P=U_, O E:OS(¢U —¢,) vysledek nezalezi na znaménku
rozdilu ¢, —¢, , ve vztahu pro jalovy vyko®@ =U , O Bin(¢U —¢,) na znaménku zalezi

(kosinus je sudé a sinus licha funkce). Vztahyjalavy vykon v (82-V-2) jsme v souladu

s mistnimi zvyky zvolili takové, aby jalovy vykompisobeny indu&nostmi vychézel kladny a
jalovy vykon zmisobeny kondenzéatory zaporny.

JelikoZz znaménka jalového vykonu civek a kondem#dsou opé&nd, je mozno vliv jed¥th
eliminovat,kompenzovapiipojenim druhych, hovdme pak dkompenzagalového vykonu,
piipadrée kompenzaciciniku.

Vyrazu P=U_ O Etos(q)u —¢|) fikdmecinny vykon, resp. aktive power, vyrazu
Q=U,, 0., Bin(¢, -¢,) tikdme jalovy vykon, resp. reaktive power, vyrazu

S=U,, O tikame zdanlivy vykon, resp. apparent power a vylms(¢u -9, ) , kterycéasto
ozn&ujeme cosg fikame @inik, resp. active factor nebo power factor.

StiiSkou nads, tedyé vyjadiujeme, Ze jde o komplexuislo, v Zadnémippad nejde o
fazor!

Cinny a jalovy vykon na odporu, kondenzatoru a civce

Vztahy (82-V-2) nizeme upravit, kdyz vyjdthme proud, resp. n&p pomoci pislusnych
impedanci.
Rezistor:
. S 01
P= Re[Ueff Deﬁ]:: Re[J eff ? ]::T? ERe[J eff effl ==
(82-V-3)

2

1 A u: Ao -
== [Abg U,]? ::—R“ ==Re[ R[l, O] ==ROAWs |]* == RO,



Vykon na rezistoru jéinny, nezaporny a plati pra&jrnvztahy jako v pipad stejnosmirného
stavu, kdy za proudy a n&pdosazujeme efektivni hodnoty proutiunapsti, velikosti
(absolutni hodnoty) fazémproud ¢i napsti v meritku efektivnich hodnot.

Civka:
Q=Im[U,, O] ==Im[U i Y * =1 [th[ 1 * 0] ==
eff eff eff % J BUD]_ C{)D]. J eff e
1 P 1 ~ uz
==—— [m[-j O ==—— [@AbgU_J? == == 82-V-4
C()DL [ J eff eff C()DL SE efa x ( )

L

==Im[j @ @, 0] == w0 Bbqi,J* ==X I,

Jalovy vykon civky je kladny a pagame ho jaka&inny vykon, gi¢emz misto odporu
dosazujemeeaktancicivky X, = wlL.

Odvozeni vztahu pro jalovy vykon kondenzéatoru pbdsémestendi coby cviceni; jalovy
vykon kondenzatoru je zaporny agi@ame jej jakaiinny vykon, gicemz g oznaeni
2

1 , Uff
X.=—— plati Q=— == -X_ 0> .
C JBU[(I: p Q x C eff

C

Pouziti prodnné kapacity pro requlaci n&pv uzlu

UvaZujme zapojeni podle Obr. 64-V-4

Reseni obvodu pomoci HUS je v notebooku MAAflicker.n



Ze zdroje nagti L]l je pres civkul,, ktera nam respektuje induktivni vedeni a tramsédory
»pO cest".

V uzlu 2 (nagti U,) uvazujeme dva odby: jeden v uvazovanégasovém intervalu

konstantni, induktivni (n&fklad p'es transformator zapojené rodinné domky s \Wiép a
svicenim elekinou) a druhy prornny (nagiklad ptaimyslovy podnik s obloukovou peci
s vlastnim transforméatorem).

Kolisani velikosti nagti o frekvencich kolem 5Hz #gobi kolisani sstelného toku
swtelnych zdroj (Zarovek vice, kompaktnichipéek mér), které je obzvlastnegijemné

,,,,,,,

Na Obr. 34-V-3 jsou dva krajntipadycisté induktivni acisté realné zatze, induktivni

s velkym a realné s malym ubytkem t&mpii stejné velikosti odebiraného proudu.
Ziejme je namist otekavat, Zze Ubytek na zat ,trochu civka, trochu rezistor” by ¢h
velikost - [¥i stejné velikosti odebiraného prouduékae mezi induktivnim &isté ¢cinnym
(takétikdmeredlnymve smyslu Ze impedance je reatido) piipadem.

Do uzlu s uvedenymi o@by zapojime je&tkondenzator C.

kdeU .= @O\/ je jmenovite

3

nominalni(lat. nomen = jméno) n&p, je tedy pditano s Ubytky a nai je o 6% zvysSeno.
V uzlu 2 bychom cldi mit stalé napti U, nezavisle na velikosti prainného odbru,
ktery modelujeme proémnym odporem rezistoida Uvidime, Ze prornlivou hodnotou
kapacityC toho Ize v jistych mezich dosahnout.

Zdroj nagti U, ma nastavené n&p U, =1.06[U

nom?

V notebooku MAAflicker.nb je obvod wgSen pomoci skladani impedanci a impéddro
déli¢e; uzlova nagti samozejme funguiji, ale pokud to jde, je obvykle zvolena eestazsi.

V notebooku je zobrazena zavislost velikost fazwapeti UZ pro fi hodnotyRona kapacit

kondenzatoru C. Vidime, Ze Ize gnou kapacity kompenzovat kolisani sy uzlu
zpasobené prornlivosti Ra

Zavislosti napti v uzlu pro zvolené hodnoty vypadafimpkow, tak se ovSem tva
dostateén¢ maly kousek jakékoli spojité hladké&wky: okomentujete-li zakomentovany
piikaz Plot, kde je &Si rozsah hodnot kapaci€; vidite, Ze jde vlastho kouséek ,néceho
jako je rezonaini kiivka“, coz také skut@¢ je, jen je frekvence brana konstantni a
promenliva je kapacita a nikoli naopak, jak byva obvyklé

Dale je v notebooku vytiena zavislost hodnoty kapacity petiné pro udrZzeni hodnoty,

nom
v uzlu jako funkce velikosti proudu pr@mou z&tzi.
Jak je to udlano ponechavam#endi coby cvieni.



Nelineérni rezistor v obvodecieSeni pomoci uzlovych n&pv Mathematice

UvaZujme zapojeni podle Obr. 34-V-Se&eni je v notebooku MAAharmoniky.nb
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(82-V-5)

Neplati tedy poZzadavky linearity a rezistorem figtmucastku“ nazyvame proto, Ze rovnice ji
popisujici neobsahuje Zadné derivace, svazujejtedgkamzité hodnoty, podobjako u
obycejného rezistoru.

V notebooku uvazujeme zavislost proudu adtiage tvaru:

iNelin(u) = 0.0l[éu+% w +g lf] (82-V-6)
A ¢ast jejiho pitbéhu, nebo jakikame ,charakteristiky” je zobrazena graficky.

Obvody s nelinearnimi s¢astkami nerdzemetesSit pomoci HUS, nesflji totiz podminku
jedné frekvence v obvoduiiPedeme-li na svorky s@astky s charakteristikou podle

(82-V-6) nagti u =sin(w(), tedy harmonicky fibsh, bude mit vysledny prougsovou
zavislost:

iNelin(sin(w)) = 0.0][é sir{ wii) +%( sirf cu[ﬂ))5 +g( sif aﬂ]))sj ==

__ 275in(w) + sin( 5wi)
3200
Pripojeni zdroje nagti u = sin(a)[ﬂ) vyvolalo v proudu i sloZzku s frekvencétrat wtsi.

(82-V-7)




Pokud byste provozovali sggebic, ktery @i piipojeni na rozvodnou $sbdebira proud nejen o
sitové frekvenciiikame ,zakladni harmonické®), ale i nezanedbatg@roud o frekvenci
vysSi (v naSemifpact proud ,paté harmonické®) a vas distributor elaiité energie by na to
piiSel, dostali bychom se do problénTo se prostnesmi, v siti byl brzygkny nepdadek.
Nekteré spatebice vSak takovy proud odebiraji a ukazeme si jedstucgk se probléfim
vyhnout.

Obvod nenizemereSit pomoci HUS, ale Uvahy plynouci z HUS nam nikdonize vzit.

Zkusime tedy proud paté harmonické ,vyzkratovadt'spseériovou kombinadi,, R a C.

Ve skuté&nosti bychom tam rezistor neéhtvibec mit, vZdy na rezistoru se elektricka
energie mini v teplo, nicmé&rezistor zde simuluje nedokonalost z tohot&taya
koneckond i kondenzatal, nicmér v silnoproudé elektrotechnice mame k dispozici
kvalitngjSi kondenzétory, nez civky a tak je tady reziggjména ,za civku®).

V piipadt HUS a uvazeni kruhové frekvenegje impedance této seriové kombinace

Ly = R+= +jlay O, == R"'—l_.wg 1,C (82-V-8)
1y [C 1 [C

Minimum velikosti této impedance je rovri®a nastava pro

1-af L, [T == (82-V-9)

Zvolime-li tedy «p, =5, umoznime proudu paté harmonicke t&einas filtr tvéeny
L,, R aC a zmenSime velikost proudu paté harmonické prgicika do zbytku sé&

VysS8i harmonické, vzniklé vidledku nelinearity si ,viidime doma“ a nevystavujeme se
riziku postihu za jejich gni do sit.

V notebooku vidime, Ze proudy #at a filtrem jsou opravdu hodmesinusove, proud
odebirany ze zdroje je pa@mmé kvalitni sinusovka.

Doporuwujeme laskavémitendi vyzkouSet zminit parametr rozladeni a velikost odpdra
sledovat, jak se pbéhy meni.

Filtrace vySSich harmonickych, kompenzace jalowgh®nu a ladni rezonatniho obvodu
predstavuji z hlediska elektrickych obvogdnu a tu samowe: nazyvame jetzné podle
acelu, pra to dlame.



8.Tvorba jednoduchych programna SW Matlab

Matlab je vysoce vykonny jazyk pro technické v§tyo Integruje vypéty, vizualizaci programovani
do jednoduse pouZitelného pri@sti. Zakladnim datovym typem je dvourazme pole, které vyuziva
pocitdni pomoci matic. ¥Sinou technicky problémipvedeme na vektorovou nebo maticovou
formulaci, kterou pouZzijeme pro vkladani dat do SM\tlab. Tyto problémy obvykle zahrnuiji:

* InZzenyrské vypéty
* Vyvoj algoritmi
* Modelovani, simulace a vyvoj prototyp
* Vyvoj aplikaci, &etrg tvorby GUI
Nevyhodou Matlabu je, Ze standardni&msii neni podpora symbolickych vyibib.

Zakladni usptadani v SW Matlab je na obr. 35:

pracovni adresar

< Path Cackie, Type "help Toolbox_path_cacke” £or Bore 1n

stacted, select “MATLAB Help” fros the Belp men.
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obr.35 Zakladni okno v Matlabu

V SW Matlab je implementovana zakladni matemafli@ulka zakladnich matematickych operaci je
na nasledujicim obrazku:

Operace Symbol Priklad
s &itani, a+b + 322
od citani, a-b - 9054
nasobeni, a-b * 3]14*0.85
d&leni, a+b / nebo \ 56/8+8\56
mocné&ni, a n 2"8

Tyto operace piSeme rovnou do okiigka@zi. DalSi zadkladni operace jsou v nasledujici tabulce



Specialni proméné

Popis

ans proménna k uloZeni vysledku

pi pomér obvodu a poloméru

eps nejmensi pouzitelné cislo

flops pocet operaci

inf oznaceni pro nekone¢no (napfr. 1/0)
Nan (nebo) nan oznaceni nedefinované hodnoty (napr. 0/0)
i(a)] komplexni jednotka

nargin pocet vstupnich parametrt funkce
nargout pocet vystupnich parametrd funkce
realmin nejmensi pouzitelné kladné realné Cislo
realmax nejvétsi pouzitelné kladné realné Cislo

Dal3im dilezitym parametrem je formdisel. Zakladni formaty ukazuje nasledujici tabulka:

Matlab prikaz

format short

31416

format long

3{14159265358979

format short e

3.1416e+000

format long e

3.141592653589793e+000

format short g 3.1416

format long g 3.L4159265358979
format hex 400921fb54442d18
format bank 3.14

format + t+

format rat 3b5/113

Nejvétsi vyhodou SW Matlab jsou funkce. Diky nim volasheZitéjSi ¢innost, ktera jeden nebo vice
parametit zpracuje do jednoho nebo vice vystupnich pardnpetdle daného algoritmu. Funkce se
roz&luji nasledujicim zfisobem:

* built-in funkce - funkce, které jsou s@asti jadra Matlabu
* m.funkce- funkce, které jsou uloZzeny v externichkswech-tzv. m.filech (vice
pozckji)
U kazdé funkce péebujeme ¥dét, jaké ma jméno, @et a vyznam vstupnich a vystupnich paratnetr
V ptipact, Ze nevime &které z &chto i, mizeme pouzit HELP. Zakladni syntaxe volani funkce je
nésledujici:

[promlvyst,prom2vyst,...|=nazev_funkce(promlvstomp2vstup,...)

Pro elektrotechnické vygty je vyhodou, Ze Matlab umi pracovat i s komplexirfunkcemi.
Z&kladni pikazy ukazuje nasledujici tabulka:



Komplexni funkce Popis
abs absolutni hodnota nebo velikost
angle fazovy uhel v radianech
conj komplexne sdruzeny
imag imaginarni ¢ast kompexniho ¢isla
real realna ¢ast kompexniho Cisla
unwrap konverze na stejny fazovy uhel (p+27n)
isreal je true pro realna pole
cplxpair setridi vektor podle velikosti realnych casti

Komplexni Cislo zapisujeme: a+j*b nebo a+i*b

Exponencialni funkce Popis

exp exponencialni fce

log logaritmicka fce se zakladem e (e=2.7183)
logl0 logaritmicka fce se zakladem 10

log2 logaritmicka fce se zakladem 2

pow?2 mocnina na druhou o zakladé 2

sqrt druha odmocnina

nextpow? nejbliz&i vySsi druha mocnina

Jak jiz bylo na z&atku uvedeno Matlab pouZziva ve svych wtech matice. V nasleduji¢asti bude
uvedeno zékladni operace s maticemi a vektory \W&Wab.
Moznosti definovani vektoru:

e x=1:10:1000, vytvéi vektor od 1 do 1000 s krokem 10

* linspace(1:1000:100), vytvbvektor od 1 do 1000, tak abyehi00¢lent a krok byl
stejny
* lenght(x), zjis&ni délky vektoru x

MozZnosti definovani matice:

* , odclujeme sloupce matice

* ; odctluje radky matice

» A'transpozice matice A
Ukazka definovani matice je zde:
A=[1234;4567;7 89 10]
Jinou moznosti je:

A=[1:4;4:7;7:10]
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V Matlabu jsou implementovany nasledujici operanetcemi:

det

mv

2

Kl

sqrtm
expm
logm
poly
size
roots
max
diag

- determinant matice
- Inverze matice
- operator transpozice (apostrof)

- transpozice prvek po prvku (sdruZena transpozice,
rozdilna od transpozice v komplexnich ¢islech)

- maticova odmocnina

- maticova exponenciala

- logaritmus matice

- charakteristicky polynom

- rozmeéry matice

- vlastni ¢isla charakteristického polynomu
- maximalni prvek matice

- diagonala matice

Pro vSechny operace musi byt splo, Ze ji Ize definovat, jinak Matlab vypiSe chybu.

DalSimi dileZitymi operacemi v Matlabu je zpracovani polyrioainterpolace. Ty budou ukazany v
nésledujicich bodech:

Pro tec
funkce:

DalSim

Vektorova reprezentace polyném

—  p(X) =4x"3 + 5x + 1, interpretace Matlabu p=[4 Q]5
polyval (p,x) ... v¢isleni polynomu pro vSechny x
conv(p,q) ... nasobeni polynomu
roots(p) ... nalezeni keni polynomu
polyfit(x,y,r) ... proloZzeni hodnot y polynomeiadu r

hnicky vysledek jsou geba grafy a vystupy. Pro tytéely slouzi v Matlabu nasledujici

plot(x,y) - vykresli dvourozrrny graf v zavislosti y na x

subplot(m,n,i) - rozdli obrazovku pro vykresleni grafn krat n poli, umidije
nasledujici graf do pole i

xlabel('text"),ylabel('text’) - popis 0s

grid on - zapne iizku v grafu

axis - rozsah os

plot3(x,y,z) - vykresleni 3D graf

dilezitymi operacemi jsou manipulace se soubory. &dkimi typy soubdrv Matlabu jsou

*.m -skripty (m-file)



o *mdl - modely v Simulinku
e *mat - soubory kde jsou uloZzeny hodnoty promych

S €mito soubory se manipuluje dle nésleduijici tabulky:

Manipulace se soubory Popis
cd (nebo) pwd zobrazi aktualni cestu
p=cd aktudlni cesta v fetezci p
delete soubor.m vymaze soubor.m
dir (nebo) Is zobrazi soubory v aktualnim adresafi
d = dir soubory v aktualni cesté ve strukture d
exist(‘cow','file") kontroluje existenci souboru cow.m
exist('dname’,'dir") kontroluje existenci adresafe dname
p = matlabroot aktualni cesta k programu Matlab v fetezci p
type cow vypiSe soubor cow.m
what vypiSe soubory *.m
which cow zobrazi cestu k souboru cow.m

9. Vyuziti potencialu knihoven v Matlabu

Pokud si pedstavime zékladni tvar funkce, jak jsme si ho ak&zpredchozi kapitole, tak jeho tvar v
ptipac, Ze je v souboru (n&gstji v m.filu), vypada takto:

function [outl1,out2,...] = jmeno_funkce(inpl,inp3,.

Vyhodou je, Ze pro#nné uvnit této funkce jsou lokalni, tudiz nemusiiesit, zdali nam nekoliduje
nazev prorinnych v naSem programu s pr&imymi v souboru, kde je uloZena funkce. Pokud
bychom chéli zjistit, kolik je vstupnich (vystupnich) prafmnych rgjaké funkce, tak pouzijeme

funkce nargin (nargout). Jestlize obsahuje soulmkterém je uloZzena funkce, dalSi funkci nazyvame
tuto funkci subfunkci.

DalSimi dilezitymi prvky v Matlabu jsou cykly a podminé Fikazy. NejpouzivagjSi typy jsou
uvedeny zde:

* while - Cyklus s podminkou na&eku ("pokud podminka plati tak praizéod™)
» for - Cyklus s pevnym pitem opakovani (“prove pevny péet opakovani®)

» switch - Repin& (pro mtizné hodnoty prow® rizné ikazy)

* if - Podmirgny piikaz (podminka)



Pro zde uvedeneé typy je uveddfkiad na nasledujicim obrazku (36):

while vyrers for index=start krok konec
paitkers pfikaz
end and
switch vyraz if fogicky vyraz
case hodnota 7 prikaz
piikaz 1 end
case hodnota 2
pfikaz 2
otherwise
prikaz 3
end if fogicky vyraz
Efikaz 1
alse
prikaz 2

end

obr.36 Cykly a podmimé gikazy v Matlabu

Pro rekteré gripady se hodi, aby funkce byla funkci vice funktikteré tyto funkce jsou
implementovany fimo v Matlabu. Mezi tyto funkce panagiklad hledani pichodu nulou z &aké
funkce, nalezeni minima funkce, hodnota velikostitého integralu z &aké funkce, nebdé¢ba
feSeni soustavy diferencialnich rovnic. Ukazky syataySe popsanych funkci je na nasledujicim
obrazku:

+ Nalezeni nulové hodnoty funkce jedné proménné

hodnota_korene =fzero (‘nazev_funkce’,poc_hodnota)

*  Nalezeni minima funkce

min_x = fminsearch (‘nazev_funkce’,x0}

¢ Nalezeni hodnoty urcitého integrdlu

hodnota_integralu = quad (‘nazev_funkce’,dolni_mez,horni_mez)

e Reseni soustavy diferencidlnich rovnic
[t,y]=odedS(‘nazev_funkce’,casovy_interval,pocatecni_podminky)

obr.37 Ukazky syntaxe zakladnich funkci v Matlabu

VétSina €chto problému je vhodna preSeni technickych problému v technice .&destuvedeme
priklad teSeni soustavy diferenciélnich rovnic pro sériolRbvod. Rovnice pro sériovy RLC
obvod vypada nasledo¥n

ult) = R-i(t) + Li'(t) + u(t)
i(t) = Cru ()

i(0)=0 us(0)=0



Pro model v Matlabu si zvolime: i=yls & y2. Po dosazeni vypada program v samotném Matlab
nasledova:

2} C:\Brett\Matlab\wyukalwyuka?\RLC_stpr.m EJEIE| %) C:\Brett\Matlablwyukalvyuka\resdifRLC.m Q@] E|

File Edit W“iew Text Debug Ereakpoints ‘Web ‘Window Help File Edit ‘iew Text Debug Breskpoints ‘Web ‘Window Help
0O = ® < S| #Ff, | B8 =N O = i S #f | 88
1 function dy=RLC{t,¥) 1= [t,¥]=0deds | 'RLC_stpr',[0,1],[0:07);
2|-| L=0.02: 2|-| plot ir,v)
3 - C=0.000505;
4= R=0.5:
g = w=1:
6|~ dy=[-R/L*y (1) -1/L¥y(2)+0/L:1/C*v(11]:
¥ Untitled RLCobvodm.m flc.m RLC_stpr.m redl ¢ RLCobvodm.m flc.m RLC_stpr.m resdifRLC.m
RLC Ln & Col 38 script Ln2 col 11

obr.38 Ukazky syntaxe RLC obvodu v Matlabu

Vysledny pfibéh proudu a nafii vypada takto:

File Edit Wiew Insert Tools WWindow Help
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obr.39 Vysledny prbéh proudu

DalSi dilezitym problémem v elektrotechnice j&eni renosové, frekvemi a fazové charakteristiky.
Na to existuji v Matlabu nasledujici funkce:

» pienos = tf(polynongitatele, polynom jmenovatele) fgnosova funkce

» koreny=roots(polynom) - nalezneflemy zadaného polynomu

» step(fenos,odkud:krok:dokud) - Vykreslenigghodové charakteristiky

» prenosova funkce=zpk(nuly,poly,zesileni) €<#p¢ ukeni genosové funkce ze
znalosti pal, nul a zesileni.

* bode(genosova funkce) - Frekvemi a fazoveé charakteristiky dangeposové funkce

Ukazku tchto funkci si ukdZeme naguichozim fikladke. Nejprve je pdeba ukit prenosovou funkci
pomoci Laplaceovi transformace:

Ucls) 1
U(s) L-C-s24+R-C-s5+1

P(s) =

Na nasledujicim obrazku je ukazan kéd na ukazkwstygpechodovych, frekvamich a fazovych
charakteristik:
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File Edit Yiew Text Debug Breakpoints ‘web Window Help
File Edt View Insert Tools Window Help -
D& oo Gk eR B st &
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D (= E é k A ﬂ / @ @ 1 clear; ]
2=| cle:
3 % parawetry obvodu
4(—| w=2%pi®50;
step Response 8= L=0.0Z:
2 T T T T B{—| C=0.000505;
: : : | 7|=| Re0.5;
L T RS O RRRRREEREEEEEEEEY 8
o ' ' ' ! g % prenos Ug/T
E . nﬂ . ' ' ‘ 10|-| citarer=[1]
T w i | | ! 11)=| Jjumenovatel=[C*L R*C 1]
5 | | | | 12 % prenosova funkce
05 Bt A S 13|=| rlclUc_U=tf(citatel,jmenovatel);
! i ! ! 14 % poly - koreny juenovatels
1] L L L - 15/=| poly=roots|jmenovatel)
I 02 04 0g 08 1 16[—| nuly=roots(citatel);
Time (sec) 17 % prechodova chrakteristika
18|=| subplot(2,1,l)
. 19| - 1cUc_U,0:0.001:1);
Bode Diagram St?p(r eret !
& 100 20/=| grid on
E Lo R o il % frekvencni a fazova charakteristika
% 0 o s o ||-|-|| i _Ju_ :.:“JIJI 22(-| subplot(2,1,2):
2 TR CoTw 23|-| bode(zlele U}
§1 R R oo 24=| qrid on
E -100 ! 25 % overeni rezonancniho kmitoctu
s 0 T 20|-| trekrez=1/(sgrr(Loc))
o) , P oo 27
2 Dol R 2 —
Vo Vo 79
£ -8l ; = .
10 10 10 < fHe_bm  RLC_stprm  resdiRLC.m
Freguency (racizec) seript 7 Coll

obr.40 Ukazky kédu aipchodovych a frekveénich charakteristik v Matlabu

10. Simulink a moznosti jeho vyuziti

Vzhledem k tomu, Ze Matlab je program, do kteréhmsisi zadavat prografadkos, vytvorila se
nadstavba Matlabu s ndzvem Simulink. Simulink fyagua principu spojovani blékkteré jsou
implementovany v knihovnach Simulinku, nebo, ktgré €chto bloki vytvorim. Jelikoz je uten
hlavre pro technické vypity, vétSina simulaci, které zde vyttime, je zavisla ndase. DalSi &ci je,
Ze je nutné znattpsny popis matematického popisu.

Reseni simulace znamen&®yeni numerickéhi@Seni soustavy nelinearnich diferencilnich rovnic.
Pro tyto &ely je teba ged simulaci zadat jakou metothgeni wutit, volbu kroku, pgatesni ¢as
simulace.

Pri praci v Simulinku postupujeme nasledévn

» Vytvotreni matematického modelu

* Vybér bloku s implementovanych knihoven

» Pospojovani vstupa vystug odpovidajicich signal
e Zadani parameirbloki

* Vytvoreni subsystéin

Kazda simulace ptebuje vstupni a vystupni signély. Vstupni signali?eme do simulace zadat
nékolika zpisoby. Prvni zfisob je pouZzit knihovnu blakgenerujici zakladni typy sigriéknihovna
Sources viz nize), zde jsou implementovanynsignaly rampa, jednotkovy skok, sinusovka... DalSi
moznosti je implementace signaluipppaveného souboru, naplata, kterd jsmeskde naniily,

nebo od Bkoho dostaly. Teti moznost je z matic, které jsme gqitim gipravily v Matlabu, nap
n¢jaké vysledky, které nefiemeresSit v Simulinku. A posledni gob je z nifeni v redlnéntase,



kde potebujeme ririci kartu a real time Thx. SW na zpracovani sigfnto zfisob samazjme
pouzivame v fipadt, Ze mame &iici zaizeni nap. osciloskop, atd.)

Vystupni signaly ze simulacetfeme ziskat takéholika zpisoby. Prvni zfisob je pouZzit knihovnu
bloka vystupnich signdl (Sinks viz niZze). Zde jsou implementovany hapaf X(t), graf XY, atd.
DalSi moznosti je ukladani do prostoru Matlabuindp Workspace. Toto je vyhodné kdyZ dale
budeme pokrégovat s vysledky v Matlabu. Posledni moZnostiijena realizace signéina externi
zaizeni.

Nastaveni paramétisimulace

Pred zahgjenim simulace musime nastavit nasled@feinpetry. Do fisluSného menu se dostaneme
zalozkou Simulation-Configuration parameters

* Solver

— Cas simulace

— Volbu metodyreSeni ODE

— Volba velikosti kroku
» Workspace I/O

— MozZnost napojeni na pracovni prostor Matlabu
» Diagnostic

— Nastaveni,které z kontrolovanych dauthyb¢i udalosti maji vyvolat hladeni a na
jaké urovni

* Advanced
— Volby k optimalizaci vypétu
* Spus¢ni simulace: Simulation-Start

Pro sestavovani modelu je peita nalézt v knihovnach vhodné bloky. Seznam zaktadloki je
ukazan v nasledujicim seznamu:

» Zakladni knihovna — Simulink
— Continuous
» Bloky pro vytvaeni spojitych dynamickych modet diferencialnich rovnic
— Discrete
» Bloky pro vytvaeni diskrétnich dynamickych model
— Function and Tables
* Nabizi nap. interpolaci mezi hodnotami tabulkového zadavéhipght

* Prepcitéa vstupni signal pomoci zadaného polynomu



— Math
» Bloky pro realizaci algebraick&sti modelu
— Nonlinear
» Bloky typickych nelinearit (Saturace, Switch, Relémelinearita)
— Signal and Systems
» Bloky ke spojovani a zém¢ struktury signél
— Sinks
» Bloky ke zpracovani vysledk
— Sources
» Bloky jako zdroje signél

» Zbylé knihovny — souvisi s nainstalovanymi toolboxy

Nyni si ukaZzeme vytieni modelu v Simulinku pro sériovy RLC obvod. Sché&whoto obvodu
je na nésledujicim obrazku:

=0 L R
3$NVY\1—1

u(t)l@ ¢ ::l u ()

obr.41 RLC sériovy obvod a popis i

Pro tento obvod uz zname obvodové rovnice s vghidmodelu v Matlabu
u(t)=R [(t)+L @(t)+u, (t) i(0)=0
i(t)=C [W_'(t) u, (0)=0

Pro vytv&eni modelu v Simulinku je nejlepsi si vyfédejvysSi derivaci. V naSentipact i'(t) a
uc'(t).

.\ 1 R 1 , 1

()= W(0)- 7 00~ [ (1) U () == 1KY
Ty poté vyjadime pomoci blok a vysledek poSleme na blok integrator. Vyslednglehge vidst
na nasledujicim obrazku:
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obr.42 Schéma RLC seriového obvodu v Simulinku

Pro gehlednost je mozné v Simulinku vyied subsystémy. Ty v sélmaji pivodni bloky, ale my
vidime jen vstupy a vystupyiglusného subsystému. Subsystém wiitae oznadenimcasti

bloka, které chceme schovat do subsystému a poté vcehdadit-create subsystem. Ukazka
modelu RLC v simulinku po pouZiti subsystému jendaledujicim obrazku:

[T]RLCobvod_subsystem * =1al=|

File Edit Wiew Simulation Format Tools Help
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obr.43 Schéma RLC seriového obvodu v Simulinku @azjgi subsystému




DalSim dilezitym prvkem je scope. Pomoci scop&eme zobrazovat fibéhy signal vypctitané
pomoci simulace. Pokud dvakréat klikneme natknascope izeme nénit parametry scopu.
Z&kladnimi mozZnostmi jsou vzorkovani,qed vstupi, casovy rozsah atd. Zakladni ukdzky jsou na
nasledujicim obrazku:

% F s Limitovany pocet bodu
Poletvstupll  &a50vy rozsah yP \ Ulozeni do Workspacu

=101 ]

) 'Scope’ parameters

=101 x|

) "Scope’ parameters

General | Data history | clicking on axes General | Data history Tip: try'right clicking on axes
Axes
.-, B [V Limit data poirts to last:
[EEl=EEY [ Save data to workspace
Tick labels: Iboﬂom axis only = | risk'e name I:I... neDiata
Sampling it [structure with time =
[Decimation -] fi

S
&\\l Cmcell H*Ml OK|Cmce|| Hdpl-“wh‘l

Vzorkovani Vlastnosti
zobrazeni okna

obr.44 Popis oken na Upravu plotu v simulinku

11. Model energetického modelu v Simulinku

Vyuzitim knihovny SimPowerSystemsiideme vySe vyobrazeny RLC obvod namodelovat jak je
uvdeno na obrazku 45:
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obr. 45: RLC obvod s vyuzitim SimPowerSystems

Poté pro definici paramétiobvodu, které jsou na obrazku 46 ndm vychazi dysenodnoty
prabéhu proudu a gibéhu nagti na C a L.



Initial conditions:

beolute tolerance:

obr. 46: Definice paraméiia stavovy model

Pro hodnoty: Wa=100V, ®=2*pi*50, R=0.1, L=0.025 H, C=5.05*1F jsou vysledky vetiin:
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obr. 47: Vysledny ptbéh proudu
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