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Označení a definice veličin. 
opt mini/maximalizace 
w,T  Žádaná hodnota,transpozice, 
® relace typu ≤ nebo  ≥ 
% Index  diagonální formy vektoru. 

( )
( ) ( )0, ®0

x

x x

∗

∗ ∗

Γ

=Є  

Obecná omezovací podmínka 
 
podmínky typu rovnosti, nerovnosti 

 

Sloupcový jednotkový vektor 

%  

Jednotková matice 

∂  

Parciální derivace/ řád, rozměr 

x∂ℜ  

x∂ rozměrný prostor reálných čísel 

,x y
 

Vektor veličin nezávislých/závislých 

% % % %, , ,x µ ν λ  

 

Diagonální forma  , , ,x µ ν λ  

#,x x∗
 

Optimální x , analytické centrum    

, , ,x x N N′ ′′ ′ ′′
 

nezáporné přídatné proměnné  ,x N , 

,L Ux x x≤ ≤  Interval  hodnot  vektoru x  
( )L Ux≤ ≤  Interval přípustných hodnot 

T
x∇ =  

Gradient skalární funkce 
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( )
( )

: 0,

0
x

x x

x

 = =  
  

Є
 

přípustný prostor  
proměnných x  

,νλ  

 

Lagrangeovy-multiplikátory 
podmínek rovnosti a nerovnosti.   

( ),x µΦ  Rozšířená cílová funkce 

( ) ( )θ θ  Funkce  q pro ext. a inter.  penalizaci  

, ,µ µ  vektory externích a interních 
penalizačních  koeficientů  

, ,
T T TTxξ νλ =    složený vektor proměnných 

 
( )

1

,...,x
x

f x f f
f

x x x∂

∂  ∂ ∂
∇ = =  ∂ ∂ ∂   

derivace funkce podle x  

( ) ( )
T

f xT G x
x x

f
∂ 

= = ∂ 
∇  

Gradient    skalární  
 funkce 
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Jakobiova matice 

[ ] ( )T
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∂
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Hessova matice 
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Ekvivalence  omezujících podmínek a operací. 
 

operace původní tvar nový tvar 

( ) 0x ≤  
( ) 0, 0x ′′ ′′+ = ≥  Transformace   

nerovnosti 
 na rovnost ( ) 0x ≥  ( ) 0, 0x ′ ′− = ≥

( ) 0x ≤  ( ) 0x− ≥  transformace  typů
nerovností ( ) 0x ≥  ( ) 0x− ≤  
Transf. rovnosti  
na dvě nerovnosti 

( ) 0x =Є  ( ) 0, ( ) 0x x≤ − ≤Є Є  
 

transformace   
 max→ min 

max( ( ))x  min( ( ))x− −  

Náhrada volné 
proměnné 

x  
 

1 2 1 2, , 0x x x x− ≥

zanedbání ofsetu 
a multiplikativní  
konstanty 

{ }arg . ( ) ,opt x Cλ λ+ { }arg ( )opt x  

 

Operace s maticemi 

[ ]( ) [ ] [ ]( )

[ ]( ) [ ] [ ]

[ ][ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]( ) [ ] [ ]1 1 1

2

T T T T T

T T T T T

n TT n

T T T

y A x y A x A y y A
x x

x A x x A x A x A
x

A A

A B B A A B B A
− − −

∂ ∂  = =  ∂ ∂
∂  = + = ∂

   =   

= =
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ε
x2

x1
x

( )O xε

Charakteristiky bodu 
 
 

 

 

 

Bod x je vnitřním bodem 
množiny X, existuje-li 

takové ( )O x Xε ⊂  

  

Bod x je hraničním 
bodem množiny, obsahuje-li 
jeho libovolné okolí alespoň 
jeden bod z X a alespoň jeden 
bod nepatřící do X 

Množina všech hraničních bodů množiny X tvoří 
hranici množiny X   ) 

otevřená množina, má pouze vnitřní body .   
uzavřená množina, obsahuje všechny své hraniční 
body . 

x2

x1
x

X

x2

x1

x X

{ }1: , XO x x x xε ε= − ≤ ⊆
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ohraničená (omezená)množina, je-jestli 
euklidovská vzdálenost mezi dvěma libovolnými 
body z X  je konečná,  jinak množina je 
neohraničená (neomezená), 
 

 

kompaktní množina  je uzavřená a ohraničená 
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Konvexní množiny 

Průnik konvexních množin je také 
konvexní .  

 

  

 

Konvexní množina obsahuje spolu se svými dvěma 
libovolnými body i úsečku, která tyto body spojuje . 

Konvexní kombinace bodů vytvoří konvexní 
množinu.  
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Reálná funkce ( )f x se nazývá konvexní na množině 
X, když pro libovolné dva navzájem různé body  

1x a 2x  z X platí:  

 
Přípustný směr: 

0, 0
x

x

D je přípustný směr v bodě x jestliže existuje

že x D X proε α α ε> + ∈ ≤ ≤  

 
 
 
 
 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 21 1 0 1f x x f x f xβ β β β+ − ≤ + − < <
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Derivace ve směru. 

( )0f x
tg

D
α

∂
=
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( )f x

( )0f x

( )f x
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f x
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∂
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∂
∂
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1
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∂
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∂
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 Formulace optimalizační úlohy:    

{ }

®
:

=

arg ( )opt
x

x
optimalizace bez omezení

optimalizace s omezením typu nerovnostix
x

optimalizace s omezením typu rovnosti

x f x∗
∈

∂∈

 0 ∂ = Γ ⊂ 
0  

=

ℜ

ℜ
 

věta o existenci optima. 
Každá spojitá funkce definovaná na kompaktní 
množině (ohraničená, uzavřená)  
 má  maximální i minimální hodnotu. 
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Aproximace funkce.  
       

2( ) ( ) . ( ) . 0.5 . . ( ).

kvadratická
Tf x D f x f x D zbytekH x DD

lineární

α α α+ = + ∇ + +
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Podmínky pro optimum: 
 
 
 
 

Je-li x ∗
 bodem lokálního optima  ,pak  

pro libovolný přípustný směr  xd  platí 
 
 Hraniční bod Vnitřní bod 
1. řád ( ) ®0xf x D∗∇

 
( ) 0f x ∗∇ =  

2. řád ( )
[ ]

2 ®0T
x x

H

d f x D∗∇
 

( ) ® 0H x ∗  

 
 
 
 
 
 
 
 

...pro minimum
®

...pro maximum

≥ 
∈ ≤ 
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Vázané extrémy 
( )R x bΓ =

 
Aktivní omezení    aΓ  

aktivně zúčastňuje▬►(má relaci =)!! 

▬►= jsou aktivní  vždy 

▬►® je aktivní v hraničních bodech 

Neaktivní omezení:         neplatí = v®  
aktivně se nezúčastňuje▬►ignoruje se 
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Regulární bod. Rx x∗ ∗=  je regulární,  

když ( )J x∗
Γ

    má plnou řádkovou hodnost 
(=nezávislé gradienty) 
 

1 1

1 1

1

a a
T

x

a

T
a a

x

x x g

J
x

g

x x

∂

Γ

∂Γ ∂Γ ∂Γ

∂

∂Γ ∂Γ •   ∂ ∂ ∂Γ  = =  • • •  = • ∂    ∂Γ ∂Γ   •
 ∂ ∂ 

 

Tečná nadrovina 
 
 
 

V extrému platí: 
 

Gradient účelové funkce je lineární kombinací 
gradientů aktivních omezení. 

( ){ }: . 0a Rxτ τ∗∇Γ =

( ) ( )
( ) ( )

0

0

a R R

T
R a R

x f x

f x x

τ τ

λ

∗ ∗

∗ ∗

∇Γ = ∇ = ⇔

∇ + ∇Γ = ⇒
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Situace v optimálním bodě: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )t f x ∗∇

( )1 0x∇ =

( ) ( )
( ) 0

x x

x

τ τ

τ

∗ ∗

∗

 ∇ = ∇ = 
 
= ∇ =  

x ∗

( )1
t x ∗∇( )vrstevnice x const=

( )2
t x ∗∇

( )2 0x∇ =
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KKT podmínky optima. 

věta:je-li x ∗
regulárním bodem lokálního  

optima, pak existují ,λ ν  tak, že platí: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )%

. 0

0, ®0 0

T T

T
neaktivního

f x x x

x

λ ν

ν ν ν

∗ ∗ ∗

∗

∇ + ∇ + ∇ =

= =

€
 

Lagrangeova funkce: 
 
 
 

je zkonstruována tak, aby ve stacionárním bodě  
(podmínky 1.řádu) byly splněny KKT omezovací podmínky. 
 

 

řád Podmínky optimality: 
1. ( ) ( )

( ) ( )

( )( )
, , 0 , , , 0

, , ®0 , , , . 0

T T
x

T
T

x x

x

x L x

λ

ν ν

λ ν λ ν

ν

λ ν λ ν ν
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∇ = ∇ =

∇ ∇ =
 

  

2. Ověření maximum/minimum 

[ ] ( ) ( )
( )

[ ]

2 2 2

2

.

.

pozitivně (minimum)

negativně (maximum)

T
x

T

H L x x

x

H je semidefinitní

λ

ν

∗ ∗

∗

= ∇ = ∇ + ∇

+ ∇

Є

 

( ) ( )( )( ) T Tx xx λ νξ = + +Є
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Interpretaceλ =  stínové (marginální) ceny    
  
==cciittlliivvoosstt  nnaa  zzmměěnnuu      oommeezzoovvaaccíícchh  ppooddmmíínneekk  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }
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∗

∗
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∗

=

=

= = + ⇒ = −

= + −

 ∂  ∂ ∂
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= ∂ ∂
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IInntteerrpprreettaaccee  KKKKTT  ppooddmmíínneekk..  
( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ){ }

2

min
, : 0, 0

. .

0

: 0, , 0

T

f x
x x x

x

L f x x x x

zdůvodnění

X x x x b b

λ ν

ν

∆

= = ≤
⊂

′= + + +

≥

= = ≤ ≥
  

MMiinniimmuumm  nnaa  vvěěttššíí  mmnnoožžiinněě  XX∆∆ nneemmůůžžee  bbýýtt  vvěěttššíí  nneežž  nnaa  
ppooddmmnnoožžiinněě  XX..  

( ) ( ) { }min min
0

f x f x

x x∆

− ≤
⊂ ⊂   

( ) ( )

( ) { }

.

0 0 0

T T

T

f x
f x b

b

pro b je f x viz

ν ν

ν

∂
= − ⇒ ∆ = −

∂
≥ ∆ ≤ ⇒ ≥   

  

%

2

%

0

2 0 0

0 0

k k k k
k

k

zdůvodnění

L
x x

ν

ν ν
ν

ν ν

=

∂ ′ ′= = ⇒ = ⇒
∂

⇒ = ⇒ =
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Varianty relaxovaných funkcí. 
 
 

, ,
T T TTxξ νλ =     vektor proměnných 

,µ µ externě řízené penalizační koeficienty 

( )ϑ externí penelizace 

( )ϑ  interní penalizace 
 
Lagrangeova funkce: 
 

( ) ( ) ( ) ( ). .T Tx xxξ νλ= + +Є  

Rozšířená  cílová  funkce: 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, , . .x xµ µ µ ϑ µ ϑ−Φ = + +
 
Rozšířená Lagrangeova  funkce: 
 

( ) ( ) ( )( ) , , . .T Tx x xξ µ µ νλ= Φ + +Є  
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{ }1 2

1 2

2 2
1 2

1 2

min .

: 20. 15. 30 0

: 0.25 1 0

0 3,0 3

úloha x x

x x

x x

x x

−

+ − =

+ − ≤
≤ ≤ ≤ ≤

€
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Dualita a sedlový problém. 

Lagrangeova funkce má  sedlový bod   ,x λ∗ ∗
 

který je řešením optimalizace. 
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , ...bod minimaxu

, , , ...bod maxminima

L x L x L x

L x L x L x

λ λ λ

λ λ λ

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗

≤ ≤

≥ ≥  
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,x λ

,x λ∗ ∗

∗dualitní

mezeraδ

( ) ( )

( ) ( )

min
platí : , ,

,

nerovnost se neporuší maximalizací

max min max
, ,

L x L x
x pro x

L x L x pro x
x

λ λ
λ

λ λ
λ λ

≤
∈ ∈ ∈Λ

≤ ∈
∈Λ ∈ ∈Λ

 

( ) ( )max min min max
, ,L x L x

x x
λ λ

λ λ
≤

∈Λ ∈ ∈ ∈Λ  

mmaaxxiimmuumm  zz  mmiinniimm  ≤≤mmiinniimmuumm  zz  mmaaxxiimm      
rroovvnnoosstt  ppllaattíí  ppoouuzzee    pprroo  ooppttiimmáállnníí  řřeeššeenníí..    
RRoozzddííll  ffuunnkkččnníícchh  hhooddnnoott  ppřřii  ssppoolleeččnnéémm  řřeeššeenníí  oobboouu  
úúlloohh  ==  dduuaalliittnníí  mmeezzeerraa  nneessee  iinnffoorrmmaaccii  oo  vvzzddáálleennoossttii  
aakkttuuáállnnííhhoo  řřeeššeenníí  oodd  ooppttiimmaa..    
Dualitní mezera (gap) 
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 primární duální 

funkce ( ) ( ){ }max

, 0
L x LP ξ

λ ν
=

≥  ( ) ( ){ }min
,L LD x

λ ν ξ=
 

úloha { }min
( )L xPx  

{ }max
( , )

, 0
LD λ ν

λ ν ≥  

  
ÚÚlloohhaa::  
  

( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

min : 0

min
, .

max /
, .

0 /

min min max
.

, 0

T
P

T
D

T
x

f x x

L x f x x
x

f x x
L x f x x

x X

f x f x x
x x

ν ν

ν ν
ν

ν
ν∂

≤

= +

• ∈
= +

≥ •∞ ∉

= +
∈ ∈ℜ >

  

PPrriimmáárrnníí  úúlloohhaa  jjee  ttoottoožžnnáá  ss  vvýýcchhoozzíí  úúlloohhoouu,,    
dduuáállnníí  úúlloohhaa  hhlleeddáá  hhooddnnoottyy  dduuáállnníícchh  pprroomměěnnnnýýcchh  
((λλ)),,  kktteerréé  mmaaxxiimmaalliizzuujjíí    dduuáállnníí  ffuunnkkccii..    
DDuuáállnníí  úúlloohhaa  kk  dduuáállnníí  úúlloozzee  jjee  pprriimmáárrnníí  úúlloohhaa  !!  
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ppoollaarriittaa  oommeezzoovvaaccíícchh  
mmuullttiipplliikkááttoorrůů    λλNN               

 
 

 

Relace primární-duální. 
 

 Primarní duální  
 min

max
Tc x  

max

min
T bλ   

[ ]A x b≥  0ν ≥  
[ ]A x b≤  0ν ≤  

 
omezení 

[ ]A x b=  volnéλ  

 
proměnné 

0x ≥  [ ]T TA cν ≤  

0x ≤  [ ]T TA cν ≥  
 
proměnné 

volnéx  [ ]T TA cλ =  

 
omezení 

primární duální 
maximalizace minimalizace 
vektor Transponovaný vektor 
Vektor omezení Vektor cílové funkce 
Vektor cílové funkce Vektor omezení 

®/opt min max 
≤0 ν <<00 ν >>00 
≥0 ν <<00 ν >>00 
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Interní  a externí penalizace 
Optimalizaci s omezením se nahrazuje optimalizací bez 
omezení. 
              Výchozí úloha: 
 
 
 
                          penalizovaná  úloha 
 
 
 
 
 
 
 podmínky Realizace ψ 
Vnější 
penalizace 

ψp 
( )

( )

®
0, 0

=

®
0, 0

p

p

ψ ϑ ϑ

ψ ϑ ϑ

=

/
>

≠
 

( ){ }

( )

2

1

2

1

max 0, k
k

k
k

x

x

∂

=

∂

=

+

+

∑

∑  

   
Vnitřní 
penalizace 

ψb 
( )

( )

0, 0

lim

0

p

p

ψ ϑ ϑ

ψ ϑ
ϑ

<
≥

>

= ∞
→ ∓

 

vyžaduje vnitřní 
body→ГN 

( )

( )( )

1

1

1
)

) ln

k k

k

a
x

b x

∂

=

∂

=

−

− −

∑

∑
 
 

( ) ( ) ( ){ }/ : x ®0, 0
opt

f x x
x

=
⊂

( )

( ) ( )( ) ( )( ){ }1

1

, ,

min

max

0 , 0, 0,

p b

p p b bx

p b b

x

opt
f x

x

volí autor výpočtu

π µ µ

µ ψ ϑ µ ψ ϑ

µ µ µ

−
∂

−

=

± ±
⊂ℜ

> →∞ > →
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Příklad formulace: 

( )

( ) ( ) ( )( )1

1 1

, ,

min ln

....

p b

pi bi k
k k

x

f x x x

i číslo iterace

π µ µ

µ µ
∂ ∂

−

= =

=

 
+ − − 

 
∑ ∑ 

 

 

Algoritmus řešení. 
1. i=0 

volba  µbi>0,   µpi>0, 
           ε>0, εb>0    
            ωbi>1, ωpi>1 
stanovení přípustného ix ⊂   

2. i=i+1 

( ){ }arg
, ,i p b

opt
x x

x X
π µ µ∗ =

∈  

3. kontrola konvergence 

je-li 1i ix x ε− − ≤ pak stop jinak 4. 
4. korekce  µ 

µbi= µbi. ωbi 

µpi= µpi. ωpi 
jdi na 2. 
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Metody vnitřního bodu (Interior point) 

( ) #x xµ µ= =

( )x µ∗ ∞

( )k kx µ

 
Předp: ( )x  jsou konvexní a  hladké 
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( )( )
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1 1

1

: : 0,
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arg min arg max
ln ln
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..

k
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případ x x ohraničená

x if x
x

if x

x x x
x x

x
x analytický střed nerovností

x

ψ

∂
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∂Γ∂

= =
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− − ∈
= 〈

∞ ∉
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Paradigma IP 
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Paradigma IP  kvadratického programování. 
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Systém ( )2 x b∂ + ∂ rovnic  pro ( )2 x b∂ + ∂ proměnných   


