3. Jednoduché nahodné proménné
Ptimym vysledkem experimentu obecné (generally) nemusi byt ¢islo. Pokud tomuto vy-
sledku néjakym zpiisobem (in some way) Cislo ptitadime (assign), definovali jsme ndhodnou
veli¢inu (ndhodnou proménnou). Lze tedy fici, Ze ndhodna veli¢ina (ndhodna proménnd) X je
funkce ktera pfifazuje redlné c¢islo jakémukoli prvku z mnoziny (sef) 2. Je ziejmé (obvious),
ze v souladu s tim, zda je mnozina (2 konecna ¢i nekonecnd, mize byt tato funkce diskrétni ¢i
spojita (discrete or continuous).
Def. 03.01: Nahodna velicina je zobrazeni (mapping) X: €2 — R takové, Ze pro libovol-
né te R plati
“((—oo,t))z{a)e_QU((a))St}65.

Zavedeni (introduction) ndhodné proménné sjednocuje (unifies) studium pravdépodobnosti,
ponévadi pravdépodobnost je nyni deﬁnovéna VZdy na podmnoiinéch (subsets) zZR.
tion function).

Def. 03.02: Necht' X je nahodna velicina. Realnou funkci F(t) definovanou pro kazdé
te R vztahem F(t) = P[X <t] nazveme distribucni funkci nahodné veliciny X.

Tato funkce mé kumulativni (cumulative) charakter a z jeji definice plynou nésledujici
vlastnosti:

0< F(1)<1,
tlir}oloF(t) =0, }LrEF(t) =1,

L <t,=F(4)<F(1,),
F(t)je zprava spojita = limF(t) = F(a)pro aceR,

t—>a+

F (1) ma nejvyse spocetn& mnoho bodii nespojitosti,

P(t, <X <t,)=F(t,)-F(t,).

Piiklad 3.1

Systém sestava ze Ctyt nezavisle pracujicich prvka. Pravdépodobnost poruchy kazdého
prvku je 0.1. Ukolem je nalézt distribu¢ni funkci nahodné veli¢iny, ktera popisuje pocet po-
Skozenych prvki.

Néhodna veli¢ina popisujici pocet poSkozenych prvkia ma 5 hodnot: X=0, 1, 2, 3 a 4.
P [X = 0] (2adn4 porucha)  P(0)=0.9*=0.6561,
= 1] (jedna porucha) ~ P(1)=4-0.1-0.9° = 0.2916,

PlX

P[X=2] (dv& poruchy)  P(2)=60.1%0.9" = 0.0486,

P [X 3] (tii poruchy) P(3)=4-0.1-0.9 = 0.0036,

P [X = 4] (¢tyti poruchy) P(4)=1-0.1*=0.0001.

Pak

F(t)=0 pro ¢ <0,
F(t)=0.6561pro 0<t <1,
F(t)=0.9477 pro 1<t <2,
F(1)=0.9963 pro 2 <t <3,
F(1)=0.9999 pro 3<t<4,
F(t)—l pro 4 <t.



Priklad 3.2

V elektrarn€ jsou instalovany tfi bloky o 100 MW (pravdépodobnost poruchy 0.05) a
jeden 200 MW (pravdépodobnost poruchy 0.1). Zakreslete (depict) ndhodnou veli¢inu, odpo-
vidajici pravdépodobnosti a ptfisluSnou distribuéni funkei.

Za nédhodnou veli¢inu bereme vSechny dosazitelné (available) vykony:
X =0 MW (vie poskozeno): p=0.05>0.1=0.0000125,
X=100 MW (1x100 MW v provozu): p = 3-0.95-0.05>0.1 = 0.0007125,
X =200 MW (2x100 MW nebo 1x200 MW v provozu): p = 3-0.95%0.05-0.1 + 0.9:0.05° =
0.01365,
X=300 MW (3x100 MW nebo 200 + 100 MW v provozu): p = 0.95%-0.1 + 3-0.95-0.05>0.9
=0.09215,
X =400 MW (2x100+200 MW v provozu): p = 3-0.95%0.05-0.9 = 0.1218375,
X =500 MW (3x100+200 MW v provozu): p = 0.95%0.9 =0.7716375.
Odtud

F(t)=0 pro ¢ <0,
F(¢)=0.0000125 pro 0 <7 <100,
F(¢)=0.000725 pro 100 < ¢ < 200,
F()=0.014375 pro 200 <¢ <300,
F()=0.106525 pro 300 < < 400,
F(t)=0.2283625 pro 400 < < 500,
(7)
n

F(t)=1pro 500<zt.
Vysledky jsou zndzornény na obr. 3.1 a 3.2.
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Obr. 3.1: RozloZeni pravdépodobnosti Obr. 3.2: Distribu¢ni funkce

Véta 03.01: Necht X\, X,,...,Xn jsou nahodné veliciny definované na stejné mnoziné
Q elementarnich jevii a F, F,...,F, jsou jejich distribucni funkce. Necht cy, cy,...,cn jsou ne-
zdporna realna cisla (non-negative real numbers) takova, Ze jejich soucet (sum) je roven 1
(jedna se tedy o vahy (weights)). Pak funkce G definovand jako

G(t) = Zn:cl.Fl. (t) pro VteR
i=1

je rovnéz distribucni funkce nahodné veliciny definované na €2.



Def. 03.03: Rozdeleni nahodné veliciny X se nazyva diskrétni, existuje-li konecna (fini-
te) nebo spocetna (countable) mnozina realnych cisel {t,, t,,...ty} takovych, Ze pro kazdé t; z
této mnoziny je P[X = ti] = p, >0 a distribucni funkce F nahodné veliciny X je dana vztahem
F (t) = Z D;-
i<t
Funkce P(t) pro t € R se nazyva pravdeépodobnostni funkci nahodné veliciny X.
Z definice plyne, ze

Dale ziejmé plati:

P[X =a]=P(a),

P[X <a]=F(a)-P(a),
P[X <a]=F(a),

P[X >a]=1-F(a),

Def. 03.04: Necht pro distribucni funkci F(t) nahodné veliciny X existuje nezaporna re-
alna funkce f(t) takova, zZe pro kazdé x € R plati

F(x)=[" f(r)de.
Pak X se nazyva absolutne spojitou (absolutely continuous) nahodnou velicinou a f(t) jeji

hustotou.
Z definice okamzité plyne

-4
a dale
Plxed]=] f(r)dt

Krom¢ toho plati:
P[X =a]=0pro VaeR,
P[X <a]=P[X <a]=F(a),
P[X >a]=P[X 2a]=1-F(a),
Pla<X <b]=Pla< X <b]|=Pla< X <b|=F(b)-F(a).

Def. 03.05: Jestlize Ize distribucni funkci F nahodné veliciny X vyjadrit jako smés (com-
bination) distribucni funkce F diskrétni nahodné veliciny X, a distribucni funkce F, absolut-
né spojité nahodné veliciny X,, pak nazveme X nahodnou velicinou se smiSenym rozdélenim
(mixed distribution).

V takovém ptipad¢ zpravidla pouzivame vétu 3.1 pro n = 2:

X=aX +(1-a)X,,

F(t)=F(t)+(1-a)F ().
Priklad 3.3

Ma se urcit rozlozeni pravdépodobnosti nejvyssi rocni rychlosti vétru. Tato rychlost
muze byt na zdkladé mnoha méteni popsana funkei:



F(1)=0 pro ¢ <0,
F (t) e pro ¢ > 0.

Ptitom veli¢iny « a u jsou kladné a jejich velikost zavisi na misté, kde se rychlost vétru méfi.
Je tfeba si vSimnout (notice), ze F(t) v bod¢€ ¢t = 0 nezacina od nuly (does not start from zero),
ale od néjakého velmi malého Cisla (ndhrada fyzikalni reality (physical reality) aproximujici
funkci). Ve sledované oblasti je @ = 0.11 hod/km, u = 74.5 km/hod. Stanovme pravdépodob-
nost, ze rychlost vétru presahne 80 km/hod a stanovme hustotu pravdépodobnosti f{¢).

Pozadovana pravdépodobnost je 1 - F(80) =1 - 0.5792 = 0.4208. Hustota pravdépodob-
nosti

f(t)=0prot<0,

f(t)= —d};Et) — e g pro ¢ >0.

Rozlozeni f{¢) je zndzornéno na obr. 3.3.

)
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Obr. 3.3: Hustota pravdépodobnosti rychlosti vétru

Priklad 3.4

Vyrobce dodava relé (relays), z nichZ 5% je od po¢atku vadnych. Zivotnost (lifetime)
zbyvajicich ma rozdé€leni, jez je dano hustotou (jedna se o logaritmicko-normalni rozdéleni
(logarithmic-normal distribution), ¢isla u a o jsou parametry)

f(¢)=0pro <0,

7(lnt—y)2
= e 2 prot>0.

VeétSinou se zvlast popisuje rozdéleni na dobra a Spatna relé a pro dobra se pak popisuje zi-
votnost. VSechna relé se vS8ak mohou uvazovat dohromady, pfi€emZz Zivotnost Spatnych se
polozi rovna nule. Tak obdrzime typické smiSené rozdéleni, jehoz distribu¢ni funkce plyne z
obrazku 3.4.
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Obr. 3.4: Distribu¢ni funkce Zivotnosti relé

Ciselné charakteristiky nahodnych veli¢in

Pti feSeni mnoha praktickych problémi Casto staci, kdyz nahodna veli¢ina neni popsana
kompletnim rozloZenim pravdépodobnosti ¢i jeji hustoty, ale pouze urcitymi klicovymi hod-
notami (characteristic measures, key descriptors). Nejdilezitéjsi je stiedni hodnota (mean
value) nahodné veliCiny a jeji rozptyl (variance), které i laikovi daji dobrou ptredstavu (good
idea) o rozlozeni ndhodné veliCiny.

Median
Median (median) Xy, je takovéa hodnota ndhodné veliCiny, ze pod ni a nad ni jsou vy-
sledky stejné pravdépodobné (50% vysledkli odpovida niz$im hodnotam nez X, a 50% vys-
$im). Jedna se tedy o hodnotu, pro niz
F(X,)=05. (03.01)

Modus

Modus (mode) X je takova hodnota, kterou ndhodna veli¢ina nabyva s nejvyssi pravdé-
podobnosti.

Stiedni hodnota nahodné veli¢iny
Jedna se o vazeny primér (weighted average) hodnot ndhodné veli¢iny, pficemz vahami
jsou prislusné pravdépodobnosti. V pripad¢ diskrétniho rozdéleni se jedna o hodnotu

E(X)=YpX,. (03.02)
i=1
zatimco u spojitého rozd¢leni
E(X)=["xf(x)dx. (03.03)

E(X) je vlastné hodnota, ktera naznacuje (indicates), jaky by mél byt statisticky primér mno-
ha pozorovéni (observation) ndhodné velic¢iny X. Pfitom u diskrétniho rozdéleni E(X) nemusi
byt totozny (identical) s zddnou hodnotou X;. V literatuie se stfedni hodnota oznacuje jako

E(X), ux nebo X . Z definice stiedni hodnoty plynou nasledujici jednoduché zavéry (conclu-
sions) (X, Y ndhodné proménné, a, b konstanty):
E (a) =a,

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y). (0309



Véta 03.02: Necht' X je nahodna velicina, h: R — R realna funkce. Je-li X diskrétni, pak
E(h(X)) = Zpi -h(Xl. ), Jje-li spojita, E(h(X)) = f:f(x)h(x)dx.
i=1
Rozptyl ndhodné veli¢iny a smérodatna odchylka

Rozptyl (variance) ndhodné velic¢iny X je definovan jako
var(X) = E[(X —E(X))ZJ = E(X*)-E*(X)

a hodnota oy =,/var(X)se nazyva smérodatnd odchylka (standard deviation). Zatimco

sttedni hodnota E je zobecnénim (generalisation) aritmetického pruméru, rozptyl je zobecné-
nim pramérné ctvercové odchylky (square deviation) od sttedni hodnoty (a je vzdy nezapor-
ny). Z definice rozptylu okamzité plyne, Ze (a je konstanta)
var(a) =0,
var(X +a) = var(X), (03.05)
var(aX +b)=a’var(X).
Konecné se zavadi Cinitel dx jakozto variacni koeficient (coefficient of variation) na-
hodné proménné X viici jeji stiedni hodnote:

S, = . (03.06)

Priklad 3.5

Ptedpokladejme, Ze dobu ¢ (v letech) mezi dvéma poruchami na venkovnim vedeni lze
popsat hustotou pravdépodobnosti (exponencialni rozd€leni (exponential distribution), A je
konstanta)

f(t)=2e"* prot>0.
Distribu¢ni funkce ma v tomto piipad¢ tvar
F(o)=] f(x)dx=[-e*] =1-¢".

Ob¢ tyto funkce jsou nacrtnuty v obr. 3.5.

1o
\distribuéni funkce F(7)
A
hustota pravdépodobnosti  f{?)
0 t

Obr. 3.5: Hustota pravdépodobnosti a distribu¢ni funkce k ptikladu 3.5

Je tfeba urcit stiedni hodnotu, modus, median, rozptyl, smérodatnou odchylku ndhodné veli-
¢iny a odpovidajici varia¢ni koeficient.



Stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X ma velikost
o 1
_ —At _
E(X)_Iotﬂe dt_/’t’
modus X =0 (v tomto bod¢ je hustota pravdépodobnosti rovna A,

median X, se uréi ze vztahu
In0.5 0.693

F(X,)=l-e""=05= X, =- 2 =0.693-E(X),
rozptyl je dan vztahem
of 1Y, 1
var(X) = J-O (t_ZJ AeMdt = PER
smérodatna odchylka o =/var(X) = % = E(X) avaria¢ni koeficient &y = E(Z-}) =1.

Rozdéleni podminéné pravdépodobnosti

Véta 03.03: Necht' X, Y, E(X,Y) a var(X,Y) jsou nahodné proménné. Pak

E(X)=E(E(X|Y)), var(X)=var(E(X|Y))+E(var(X|Y)).

Piiklad 3.6

Pfi mnoha analyzéch je tfeba vySettit U€inky (investigate effects) poruch vzniklych na
jednotlivych prvcich systému. Cim blize (the closer) je napt. misto zkratu u piipojnic, tim
vaznéj$i (the more serious) disledky zde mohou nastat. Misto zkratu je ndhodnd proménna.
Spoctéme jeji charakteristiky pti nasledujicim zadani:

Dvé vedeni o délce L a L, (L1> L) spojuji dvé rozvodny A a B (obr. 3.6).

X
L %
Ll
A B

Obr. 3.6: Nakres uspofadani

Predpokladejme, Ze porucha mize vzniknout na kazdém vedeni, a to s pravdépodob-
nosti umérné (proportional) délce vedeni. Oznacime X ndhodnou veli¢inu, kterd udava vzda-
lenost poruchy na ptislusném vedeni od mista A. Oznaéme Y ndhodnou veli¢inu, kterd udava
¢islo vedeni (1 a 2). Pak hustota pravdépodobnosti poruchy na kazdém vedeni je

1 1
lel(x):fpro 0<x<L, lez(x):L—pro 0<x<L,.
1 2
Pravdépodobnost, Zze porucha nastane na prvnim a druhém vedeni je

_ Ll _ L2
pl_L1+L2’ pz_L1+L2°
Dale
L 1 L L 1 L
E(X|Y=1)= —dx=-, E(X|Y=2)= —dx=-2,
(X1 )LXLI o E(X1Y=2) IOXLZ :



2 2 2 2
var(X|Y=1)=jf(x—£j lm:f—é, var(X|Y=2)=joLz(x—%J Lidx:f_;.
2

A nyni jiz Ize psat

E(X):E(E(X|Y))=pE(X|Y)+pE(X|Y)=M,
‘ Vo Y2(L+L)
var(X)=var(E(X|Y))+E(var(X|Y)),
kde
- L LY
var(E(X|Y))=E(E2(X|Y))—EQ(E(XlY)):ij+72p2—(31p1+72pzj =
LL,(L~L) L L ’
=—21 =) E(var(X|Y))=Lp +-2p,.
ML +L,) (var(XIV) = P3P

Vysledkem je jiz dosti slozity (complex) vyraz.

Nékteré dalsi charakteristiky nahodnych veli¢in

Casto pouzivanymi charakteristikami nahodnych veli¢in jsou momenty (moments).

Def. 03.06: Necht X je nihodnd velicina. Cislo my = EX* nazveme k-1y obecny moment
(general moment) a cislo w = E(X - EX)* k-ty centrdini moment (central moment) ndhodné
veliciny X.

Stfedni hodnota je tedy my, rozptyl 16 = mj - m;%. Obecné lze jakykoli centralni moment
vyjadiit (express) pomoci ur¢ité kombinace obecnych momenti a samoziejmé naopak (vice
versa).

Def. 03.07: Cislo

e

m

se nazyva variacni koeficient nahodné veliciny X, cislo

_ M
Hh=—3
I
se nazyva Sikmost (skewness) a cislo
_H
Vo=
Hy

Spicatost (kurtosis).

Variacni koeficient udava podil smérodatné odchylky a stiedni hodnoty ndhodné velici-
ny. Smérodatnd odchylka je vyhodné pfedevsim v piipadé, Ze jeji velikost zlistava konstantni
(mé&fime s konstantni absolutni chybou). Varia¢ni koeficient je zase vhodny tam, kde métime
s konstantni relativni chybou.

Sikmost udava miru asymetrie (asymmetry measure) kiivky hustoty pravdépodobnosti,
tedy jeji naklonéni na jednu stranu. Spi¢atost udava, je-li hustota pravdépodobnosti §pi¢atéjsi
&i plodsi, neZ je tomu u normalniho rozdéleni (pro normélni rozd&leni s parametry =0 a o
=1 je pfitom » =0a y» =3).

Def. 03.08: Nahodna velicina X ma spojité symetrické rozdeleni, jestlize pro jeji hustotu
fx) plati

flE(X)-t]=f[E(X)+t] pro Vt>0

a nazyva se normovand (standardised), jestlize E (X ) =0 a Var(X ) =1.

-8-



Véta 03.04: Necht' X je nahodna velicina. Pak nahodna velicina definovana jako
X-E(X
L_X-E(X)
Var(X )

je normovand.

Teoreticka rozlozeni pravdépodobnosti

V problémech, kde se setkdvame s diskrétni ndhodnou veli¢inou, ziské se vétSinou roz-
lozeni pravdépodobnosti z ptedpokladl (assumptions) a fyzikalniho popisu (physical descrip-
tion) problému. V piipadé spojité proménné se rozlozeni hustoty pravdépodobnosti piedpo-
klada ve tvaru urcité funkce. Ta reflektuje (reflects) znama fakta a zpravidla se neodvozuje z
z4ddného fyzikalniho modelu. Pokud se jedna o problémy z oblasti energetickych systémd,
vétsinou se uplatituje jen nékolik malo typickych diskrétnich a spojitych rozdéleni.

Diskrétni rozdéleni
Diskrétni rozdé€leni se generuji testovanim pravdépodobnosti spojené s vyskytem ¢i ne-

vyskytem urcitych jevl nebo jejich posloupnosti. V téchto piipadech se ptijimaji urcité pied-
poklady, jez vedou k jednoduchym rozdélenim. Tyto pfedpoklady nésledu;ji:

- jev se bud’ vyskytne, nebo nevyskytne (jind moznost neni),

- pravdépodobnost kazdého vysledku je stejna,

- razné jevy daného typu jsou statisticky nezavislé.
Jevy, které vyhovuji témto predpokladiim (events satisfying these assumptions), se nazyvaji
(are called) Bernoulliho jevy (Bernoulli trials).

Binomické rozdéleni (binomial distribution)
Je-1i pravdépodobnost vyskytu jevu v jednom pokusu p (a nevyskytu 1 - p), pak pravdé-
podobnost, ze se béhem n nezavislych pokusti jev vyskytne k-krat, je

P(X =k)= (Zj PH(1=p)™" ) k=0,1mn, (03.07)

Dulezité hodnoty:
E(X)=np, Var(X)=np(1—p). (03.08)

Piiklad 3.7

Ridici mechanismus (control mechanism) obsahuje n&kolik relé, z nichz kazdé spina s
pravdépodobnosti p = 0.9. Kolik téchto relé¢ musi byt zapojeno paralelné, aby doslo k sepnuti
s minimalni pravdépodobnosti P = 0.9999?

Musi platit
P(X = n) = [Zj(l—p)n <0.0001= 0.1" £0.0001 = n > 4.

Binomické rozlozeni lze Casto vyuzit i v pfipad€ spojitého rozloZeni prostfednictvim vhodné
diskretizace.

Priklad 3.8

Pfi nadvrhu venkovnich vedeni (overhead lines) hraje zna¢nou roli rychlost vétru. Pred-
pokladejme, ze pravdépodobnost, Ze rychlost vétru piesahne urcitou hodnotu, je 0.05 za rok.
Jaka je pravdépodobnost, Ze tato rychlost nebude prekrocena vice neZ jednou za pfistich 5 let



(next five years)?

Rychlost nebude prekrocena viibec, nebo jen jednou, takze

P(X=0)+P(X=1)=0.95 +Gj -0.95*-0.05=0.9774.

Geometrické rozdéleni (geometric distribution)

V tomto ptipadé¢ se pokusy opakuji, dokud se poprvé nevyskytne urcity jev (until a spe-
cific event occur for the first time). Realizuje-li se jev v j-tém pokusu, nesmi se vyskytnout v
ptedchozich j-1 pokusech. Oznaéime-li p pravdépodobnost, Ze poZzadovany jev nastane, a ¢ =
1 - p pravdépodobnost, Ze nenastane, pak pravdépodobnost, Ze jev nastane pfi prvnim pokusu
P(X=1) = p, pfi druhém P(X = 2) = pq, pii j-tém P(X =) = pg"".

Pak
. S o1
E(X)=3 %P, =Y jpg" =L,
J=1 Jj=1 p
o 2 - 1 2
war(X) =34, -E(0) =3 5L =L
J=1 J=1 P p

Piiklad 3.9

Stozér vedeni vvn (a high-voltage transmission tower) je navrzen na 50-lety vitr, tedy na
nejvyssi rychlost vétru za 50 let. Jaka je pravdépodobnost, Ze tato rychlost nebude prekrocena
do 5 let po vystavbe vedeni (after completion of the line)? Jaka je pravdépodobnost, ze k pte-
kro€eni rychlosti v prvnich péti letech dojde praveé jednou?

Pravdépodobnost jevu, Ze rychlost vétru bude piekrocena uz v prvnim roce, je p = 1/50
= 0.02 a odpovidajici g = 0.98. Pravdépodobnost, Ze nebude ptekrocena v 5 nejblizsich letech

J€
5
P(X>5)=1-P(X <5)=1-) pg’" =0.904.

j=1
Také lze vyjit z ptredpokladu Ze v prvnich péti letech nebude rychlost vétru prekrocena s prav-
dépodobnosti

P=g"=0.98 =0.904.

Pravdépodobnost, ze k piekroceni rychlosti vétru v prvnich péti letech dojde prave jed-
nou, ¢ini

5
P= (J0.02 -0.98* =0.092.

Pascalské rozdéleni (Pascal distribution)

Necht’ X} je pocet pokust, které se musi provést (that have to be done), aby jev nastal k-
krat. Predpokladejme, Ze k-ty jev nastal pii j-tém pokusu. Je-li pravdépodobnost toho, ze jev
nastane, p a zZe nenastane ¢, je tato pravdépodobnost

P=p'q""
(k uspésnych (successful) a j neuspésnych (unsuccessful) vysledki). Ponévadz je jedno, v ja-

. TR s g . s ‘ (|
kém potradi tspésné a neuspésné jevy nastavaly, je téchto moznosti

J (nebot’ v piedcho-
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zich (preceding) j - 1 pokusech jich muselo bez ohledu na potadi byt & - 1 ispésnych). Tedy

-1 A
P(Xk :j):(]]c_ljpkqjka J2k.

Priklad 3.10

Béhem vypadku vedeni vyvolaném bleskem (caused by a lightning) pracuje vypinac
(ktery ma poruchu vypnout) korektné s pravdépodobnosti 0.85. Provozovatel vypina¢ vyméni
pokud selze (if it fails to operate) 5-krat po sobé. Jaka je pravdépodobnost, ze vypinac¢ zlistane
v provozu (in service) po nésledujicich 7 vypadcich?

Vypina¢ se nevymeéni tehdy, pokud selze po paté az béhem osmé a vyssi poruchy. Tedy

4 5 5 5 6 5 2
P(X;28)=1-P(X,<8)=1-| |0.15°—| ]0.15°-0.85—| |0.15°-0.85> =0.9988.
: : 4 4 4

Hypergeometrické rozdéleni (hypergeometric distribution)
Predpokladejme, ze se zajimame o pocet defektl (defects) ve vzorku o n exemplatich
(samples) vybraném z celkového poctu N exemplail, z nichz m je Spatnych. Pravdépodob-

nost, ze prvni exemplar je vadny, je % Pravdépodobnost, ze druhy exemplaf je vadny, je

m—1

bud’ nebo

podle toho, zda se pii piredchozim vybéru (previous selection) vybral
vadny ¢i dobry exemplaf. Jevy tedy nejsou nezavislé a nelze zde pouzit binomického rozdéle-
. : ;e [N mi(N-m) .
ni. Vybereme-li n exemplait s x Spatnymi, je celkovy pocet n-tic a je po-
n x )\ n—x

et n-tic s X Spatnymi exemplafi. Pravdépodobnost, ze v n exemplatich je x vadnych, tedy je

m\(N—m
P(Xx){x]((]\’;jxj, x=0,1,.,m.

m-—Xx n—x

Snadno lze odvodit, ze

P(X=x+1)=

P(X =x).
x+1 N-n-m+x+1

Piiklad 3.11

Testy dielektrické pevnosti (dielectric strength) izolace alternatorti téhoz typu prokéaza-
ly, Ze z celkového poctu 25 jich 10 mélo nizs$i hodnoty a 15 vyssi. Tti generatory maji byt
vyuzity k pokryti Spickového zatizeni. Je tfeba urcit pravdépodobnost, Ze néktery z nich bude
mit niz8$i hodnotu dielektrické pevnosti.

Jetedy N =25, m=10,n=3, x=0,1,2,3. Pak
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(10](15} (10}(15}
0)3 1)\ 2
P(X=0)=-—~42%~02, P(X=1)="—"A~%=046,

25 25

3 3

[mj(wj {10}(15}
2 )\ 1 3)00
P(X =2)=-"22~029, P(X=3)=-"F+22~0.05.

25 25

3 3
Poissonovské rozdéleni (Poisson distribution)

Nékteré jevy se vyskytuji v ur€itém misté a/nebo ¢ase. Tak napiiklad k poruse muize
dojit na kterémkoli misté¢ vedeni, nebo vypadek generdtoru mize nastat v kterékoli dobé.
Predpokladejme, Ze pocet jevl je v jednotkovém intervalu (Casovém ¢i prostorovém) kon-
stantni a Ze jevy jsou na sobé& nezavislé. V takovém ptipadé¢ miZe byt vyskyt jevli modelovan
(modelled) Poissonovym rozdélenim. Oznacime-li A stiedni rychlost vyskyti (mean occur-

rence rate) coz je stiedni pocet jeva za jednotku Casu (events/unit interval) a X; ndhodnou
proménnou reprezentujici pocet vyskytl za interval délky ¢, pak

P(X, =x)= (ﬂt') e,
x!

Piiklad 3.12

V dané elektrarné dojde v priméru béhem roku k poruSe dvou generatorii. Piedpokla-
dame-li, ze vyskyt vypadk se fidi Poissonovskym rozdélenim, uré¢ime

- pravdépodobnost 3 vypadki v jednom roce,

- pravdépodobnost, Ze behem dvou let nedojde k vypadku (no outage will occur),

- pravdépodobnost, Ze béhem roku dojde ptesné (exactly) ke dvéma vypadktim.

Parametr A je roven dvéma (dve poruchy za rok). Pak

21y
P(X,:1 = 3) :ue_z'1 :§e_2 =0.1804,
3! 6
22) L, 01,
P@&ﬂ=o)=((n)e22=1e22=001&
2
P0&4=n=(zn e =22 Z 071,
2! 2

Piiklad 3.13

Rozvodny podnik (electric utility) planuje polozit kabel (lay a cable) vn v méstské za-
stavbé (urban area). Byl naplanovan vykop (kyneta) o hloubce 1 m (I m deep trench). Pred
tim, nez bylo vydano stavebni povoleni (construction permission), byly vyzadany zaruky (re-
quired assurances), ze nedojde k poskozeni vodovodniho ¢i kanaliza¢niho potrubi (water or
sewage pipes). Tato potrubi byla instalovana jiz ddvno (a long time ago) a neexistuji zadné
solidni planky (reliable plans) o jejich umisténi (location). Je také znamo, ze hloubka jejich
ulozeni je mezi 0.5 a 2 m. Usoudilo se (it was assumed), ze vyskyt téchto potrubi bude mo-
delovan Poissonovskym procesem, a to tak, ze ve vykopu se narazi kazdych 100 m na pri-
mérné jedno potrubi, které bude vykop kiizovat (that will cross the trench). Predpokladejme
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dale, ze stiedni hodnota priiméru potrubi je 0.5 m. Jaka je pravdépodobnost, Ze se narazi na
né&jaké potrubi pii vykopu 1 km kynety?

Ponévadz vyskyt potrubi je modelovan Poissonovym procesem, pravdépodobnost, ze

kyneta délky L (km) bude ktizovat n potrubi ¢ini (4 = 10/km)
(AL)" 0 _10" Ly
P(XL=1:n):Te :We .

Ovsem nékterd potrubi budou lezet ve vétsi hloubce (greater depth), nez je dno (bottom)
kynety. Pravdépodobnost, Zze budou do kynety zasahovat (encounter), je 0.5 (stfed potrubi v
hloubce 0.75 - 1.25 m, je-li stfed v hloubce 1.25 - 1.75 m, je potrubi hloubé&ji). Pravdépodob-
nost, Ze v8ech n potrubi bude leZet pode dnem kynety, je P’ = 0.5". Pravdépodobnosti P a P’
jsou nezavislé, proto vysledna pravdépodobnost, ze se nenarazi na zadné z n moznych potrubi
je

p.pr=2¢,
n!
Tuto pravdépodobnost ov§em musime secist pro vSechna n, takze
P=)"—e""=¢"=¢"=0.0067.

‘ n=0 1 !
Pravdépodobnost, Ze se nenarazi na zadné potrubi, je tedy 0.0067, a Ze se narazi alespoii na
jedno (that at least one pipe will be crossed), je 0.9933 (je vysoka).

Spojita rozdéleni
Vyskytuji se rovnéz v mnoha aplikacich. Zakladem je zde vzdy rozloZeni hustoty prav-
dépodobnosti a pravdépodobnost se urcuje vzdy na néjakém intervalu (in some interval).

Normalni rozdéleni
Néhodna proménnd X ma normalni (Gaussovské) rozdeleni (normal distribution), jestli-
ze je hustota pravdépodobnosti dana funkci
[
fx(X)=N(u,0,X)= e ¥, xe(-w,»), c>0.
270

Normalni rozdéleni ma dva parametry, u a o. Tyto parametry piedstavuji primér a standardni
odchylku ndhodné proménné X.

f®)
N (4,6))

Y7 X

Obr. 3.7: Nacrtek normalniho rozdéleni
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Ponévadz funkci f (X ) nelze integrovat v uzaviené formé, ziskdvaji se pravdépodob-
nosti v intervalu <a,b> zpravidla pomoci specialnich tabulek, ale pfi 4 =0, o =1. Oznacime-

li (denoting)

a

o (X)= [ N(0,1,X)dx,

(je tabelovana (tabled)) pak

Rovnéz plati: @, (-X)=1-@, (X).

Priklad 3.14

Primarni ochranna relé (primary protection relays) na vedeni vvn jsou nastavena na
jmenovity provozni ¢as (nominal operation time) 6 cykli. Méfeni nastaveni ochran (the
measurements of the relay settings) ukéazala, Ze provozni doba je ddna normalnim rozdélenim

N (6,0.2,X ) Jaké je pravdépodobnost, ze relé budou pracovat v intervalu 5.9 - 6.3 cyklu?
Predpokladejme dale, Ze 5% relé, jejichZ provozni doba je nejvzdalendjsi (the farthest) od
sttedni hodnoty 6 cykll, bude piestaveno. V jakém intervalu bude provozni doba zbyvajicich
relé?

Pravdépodobnost, Ze doba bude v intervalu 5.9 - 6.3 cyklt je (z tabulek)

6.3
[ N(6,0.2,x)dx = o, (@j_@x (ﬂ] = 0.625.
I 0.2 0.2

Co se ty¢e druh¢ otazky, musi platit, ze (it must hold that)

6+a a —a
[ N(6,02,X)dx =0.95 =, (Ej ~®, (Ej =20, (5a)-1=

@y (5a)=0.975=5a=1.96 = a = 0.492.
95% relé pracuje v intervalu 5.508 - 6.492.

Logaritmicko-normalni rozdéleni
Dalsi rozdé¢leni, které mé blizko k normalnimu, je logaritmicko-normélni rozdéleni
(logarithmic-normal distribution). Nahodna proménnd X ma logaritmicko-normalni rozd¢leni,
pokud pfirozeny logaritmus (natural logarithm) z této hodnoty ma normalni rozdéleni. Jinymi
slovy fe¢eno (in other words), ma-li ndhodna proménna X normalni rozd€leni, ma ndhodna
proménnd Y = In X mé logaritmicko-normalni rozdéleni. Tedy
(nx—2)°

% s XG(0,00),

fx(X)= e
<) NEYID'¢
pficemz A = E(InX) a &= Jvar(lnX ) jsou po fad¢ sttedni hodnota a smérodatna odchylka

rozdéleni InX a ptedstavuji parametry tohoto rozdéleni. Toto rozdéleni (ndhodna proménna je
vzdy kladna (positive)) se uziva pti urCovani doby oprav (duration of repairs), doby Zivot-
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nosti materidlu, intenzity destovych srazek (the intensity of rainfall) a doby potfebné pro
kompletaci projektu (project completion). Snadno lze ukazat, ze
! (Inx-2)’
b - 2
P(a<XSb)=I e * dX,

« 2mEX

a po substituci dostavame

P(a<XSb)chx(lnb—ﬂJ_@X(lna—l],
g g

kde @, je funkce z ptedchoziho (normalniho) rozdéleni.
Vztahy mezi parametry normalniho o logaritmicko-normélniho rozdéleni jsou:

2
o
&= |In (H ] \/7
Koneéné median X, se urc¢i ze vztahu

X =e.

m

Priklad 3.15

Doba opravy vedeni (v hodinach), jehoz vypadek byl zavinén poruchou koncového za-
tizeni (terminal equipment), je dana logaritmicko-normalnim rozdélenim o parametrech u =
0.7 a o= 0.2. Urcete pravdépodobnost, Ze doba opravy bude mensi, nez 2 hodiny.

Nejprve se ur¢i parametry A a & Z predchozich Vztahﬁ spoéteme

2
A=l—H = 03959, ¢& —0.2801.
/’uz A

Pravdépodobnost P(X < 2) se urci jako

P(X <2)=a | 274 |_p (12039591 _ 5 (3 8881)=0.99995.
£ 0.2801

Rozdéleni gamma (gamma distribution)
Distribu¢ni funkce ma tvar
a

X =
MO
kde I” (a) je gamma funkce argumentu o definovana vztahem (defined by relation)
F(a) = J-: x* e dx.
Jednoduse Ize metodou per partes odvodit rekurentni vzorec
I'(a)=(a-1)I(a-1),

takze k vypoctu funkce 7/ obecného argumentu (argument) staci znat tabulku funkce
r (oc) , O E <1,2> , (v literatufe). RozloZeni gamma pro A =1 je zndzornéno na obr. 3.8.

Xl ™, X,a,4€(0,0),
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S

a=1
0.5 -
a=2
0.3 -
a=3
a=4

0.1

| | | X

0 1 2 3 4 5 6 7

Obr. 3.8: Rozd¢leni gamma pro A =1

Stfedni hodnota a smérodatna odchylka jsou dany vztahy

a Ja

=—, o=—.
“=7 p)

Pro o = 1 dostavame exponencidlni rozdéleni probrané jiz diive f (X ) =de . Uvedené
rozdéleni se vyskytuje naptiklad pii ur€ovani doby mezi dvéma poruchami (between two fail-
ures). Existuje celd fada dalSich mutaci tohoto rozlozeni, s Sirokym vyuzitim v fadé problému.

Priklad 3.16

Predpokladejme, Ze se Ctyfi identické (identical) transformatory v trafostanici vyuzivaji
pro transformaci napéti z 230 kV na 115 kV. Piedpokladejme, ze k pokryti zatiZzeni jsou nutné
alespont dva z nich. Doba 7" do poruchy libovolného transformatoru méa exponencialni rozd¢-
leni se stfedni hodnotou £ = 10 let. Je tieba stanovit spolehlivost rozvodny v pétiletém obdobi
(tedy pravdépodobnost, ze alesponl dva transformatory budou v provozu neptetrzité po dobu 5
let).

V exponencialnim rozdéleni 1/4= E = 10 let a odtud A =0.1. Pak
(T -2, 05
P(T>5)= Aedi=[-e ] =™ =0.607.

Pravdépodobnost, Ze se kterykoli z transformatorti neporouchd v 5-letém obdobi, je 0.607 a Ze
selze 0.393. Transformatory jsou ovSem 4. Nyni hleddme pravdépodobnost, kdy selzou za 5
let tfi nebo Ctyfi transformatory.

4 3 4 .
P= ; 0.393"-0.607 + 4 0.393" =0.171.
Naopak, pravdépodobnost, ze neselzou, je 1 - P = 0.829.

Piiklad 3.17

Denni pozadavek na energii (daily demand for power) dodavanou do urcité oblasti ma
rozdéleni gamma. Je-li stfedni zatizeni 24 kW a nejpravdépodobné;jsi zatizeni 22 kW, jaky je
rozptyl a smérodatna odchylka?
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Podle ptislusnych vztahti je ¢ = % = 24. Nejpravdépodobnéjsi zatizeni se ziska z rovni-

ce
d A a1 x| =1
— (X )=——X ——A1]=0 pro X =22
dfo( ) r (a) ¢ (X j P
a odtud
azl_sy
A
Jednoduchy vypocet dava (provides, yields) o= 12, A = 0.5. Rozptyl je

02:%=48:a:m.

Weibullovo rozdéleni (Weibull distribution)
Ma velmi blizko k (is closely related to) exponenciadlnimu rozdéleni. Distribu¢ni funkce
je dana vztahem

fi(X)=apx" e | X,a,p e(0,%),

FX(X):J’_);fX (t)dr=1-e"".

Je vidét, Ze ndhodna veli¢ina ¥ = X¥ ma exponencialni rozlozeni. Pribéhy funkce fx(X) pro o
= 1 jsou znazornény (depicted) na obr. 3.9.

S )

B>2

Obr. 3.9: Weibullovo rozdé€leni pro a =1

Stfedni hodnota a rozptyl jsou zde dany vztahy

P =a_ﬂ1"(l+lj, o> =a_ﬂ1“{1+2]—1”2(1+ij.
B p p

Weibullovo rozdéleni nachazi aplikace v modelovani dob oprav (repair times) elektrickych
zatizeni (vyrobni 1 pfenosova zatizeni (generating and transmission equipment)), v modelo-
vani dob do prirazu (times to breakdown) pevné izolace (solid insulation), naméhani pteno-
sovych struktur (transmission structures) atd.
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Spolehlivost a riziko
V teorii spolehlivosti se doplnék (complement) ke kumulativni distribu¢ni funkei Fx(X)

oznacuje jako Rx(X) (tedy Ry (X )=1—-Fy (X)) a nazyva se spolehlivostni funkei (reliability
function). Pomér
_A(X)

"=k (x)

se nazyva rizikovou funkci (hazard function).
Tak napftiklad rizikové funkce u exponencidlniho rozdéleni

—AX
h(X) = le_” = A = const,
e
zatimco u Weibullova rozdéleni
h(X)=aBX"".
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