Elektrické obvody
Poznámka úvodem
Tento spisek nemá za cíl nahrazovat obvyklé učební texty týkající se teorie a řešení elektrických obvodů, jde spíše o ukázání jedné z cest, jak lze k obvodům přistupovat. 

Cílem je dokázat pro korektně zadané schéma napsat program, který vypočte hodnoty hledaných veličin. Omezíme se tedy na analýzu obvodů (zadané schéma, hledáme „co to dělá“, úloha „najdi schéma a hodnoty součástek aby to „dělalo co chci“ je podstatně složitější problém a koho to zajímá, může si zapsat příslušnou látku u odborníků například z FEL).
Veškeré výpočty, které můžeme svěřit strojům, strojům svěříme. Půjde zejména o řešení rovnic různých typů, derivování, integrování a grafické znázornění výsledků. Cílem je získat elementární představu o fungování některých obvyklých zapojení, nikoli vychovat odborníky na elektrické obvody.  
Co nás zajímá je elektrický proud a elektrické napětí
Jelikož omyl není možný, v dalším textu budeme slovo „elektrický“ často vynechávat, tedy dále jen proud a napětí.
S proudem a napětím se v běžném životě setkáváme: „Pozor, vysoké napětí!“ Nebezpečné ovšem není napětí, ale proud, který námi teče… ale aby tekl, potřebuje napětí. Napětí přivádíme do reproduktoru, aby proud tekoucí cívkou vyvolal sílu, která pohne membránou a my můžeme poslouchat hudbu. Napětí a proudy budou vstupy i výstupy našich úloh: budeme vědět, že někde nějaké napětí je, nebo někde nějaký proud teče a bude nás zajímat, jaké je napětí jinde a jaký proud teče tam a tam.
Napětí v naší nejbližší zásuvce závisí na mnoha faktorech (jestli je na ní něco připojeno, ostatně obecně na všem, co je připojeno v celé soustavě UCPTE, na tom, jak dobře hoří uhlí v Elektrárně Poříčí, na tření v ložiscích turbín….), na některých ovšem více a na některých méně (poblíž sepne elektrokotel, v Portugalsku si dá ředitel železnic nabíjet mobil). 
Někde ovšem řešení problému musí začít a to, kde začneme, záleží na požadované přesnosti: pečeme-li kuře, doba, za kterou se upeče hodně závisí na nastevené teplotě trouby a málo na teplotě v kuchyni, pro účely pečení kuřete obvykle nastavení teploty trouby v závislosti na teplotě v kuchyni nekorigujeme. „Pečeme“-li ovšem například křemíkové destičky a máme pro správný průběh rozličných difuzí udržovat teplotu s přesností 1/20°C, už nastavení teploty pece na teplotě okolí záležet bude, okolní teplota by nám by nám mohla proces pokazit.
Jelikož našimi vstupy budou proudy a napětí, omezíme naše úlohy zavedením zdrojů proudu a napětí; do těchto zdrojů schováme velmi široký zajímavý svět, napětí a proudy mohou být vyvolány elektrochemicky, přeměnou mechanické energie rotačního pohybu, „šoustáním ebonitové tyče liščím ohonem“ (jak se psalo pře dvěma sty lety); nebo jsou napětí a proudy výsledkem činnosti nějakého obvodu, jehož činnost neřešíme –například výstup zvukové karty počítače, kde je opravdu mnoho analogově realizovaných číslicových obvodů.  Celou problematiku elektroenergetiky rovněž schováme do zavedení zdrojů proudů a napětí.  Pro proudy bude platit totéž, co pro ideální zdroje proudů a pro napětí totéž, co pro ideální zdroje napětí: je-li někde napětí, v naší teorii vždy existuje někdo, či něco, co dotyčné napětí může zajistit a s proudy je to zcela stejné. Ideální zdroje ovšem existují jen v naší teorii, neideální ovšem do teorie začleňujeme jako ideální obklopené větším či menším počtem rezistorů, kondenzátorů, cívek a dalších obvodových prvků: modely reálných (pochopitelně je lepší říci „reálnějších“, „reálnost zdroje“ záleží na zvolené přesnosti rozlišování, co ještě je a co není ideální) zdrojů vždy obsahují ideální zdroje.  
Proud a napětí

Obě tyto veličiny jsou abstrakce, zájemcům o větší porozumění těmto veličinám doporučujeme například skvělé Feynmanovy  přednášky z fyziky.
Proud  budeme značit 
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 tedy budeme pro něj mít vyhrazeno písmeno i s tím, že připsáním argumentu t budeme například upozorňovat, že jde o časově proměnnou veličinu a podobně.

Jednotkou proudu je ampér, označovaný velkým A, jednotky veličin budeme také  někdy psát do kulatých závorek, tedy (A). Tato jednotka je základní a z ostatních základních jednotek ji nevytvoříte. 
Proud měříme ampérmetry rozličných konstrukcí.

Napětí   budeme značit 
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 tedy budeme pro něj mít vyhrazeno písmeno u  s tím, že připsáním argumentu t budeme například upozorňovat, že jde o časově proměnnou veličinu a podobně. Jednotkou napětí je volt, značkou V, volt není základní jednotkou systému SI a jej možno vyjádřit pomocí ampéru a ostatních základních jednotek.

Napětí měříme voltmetry rozličných konstrukcí.

Obvyklé definice proudu se odkazují na veličinu elektrický náboj (např. česká Wikipedie uvádí: „Elektrický proud je uspořádaný pohyb nositelů elektrického náboje. Stejnojmenná fyzikální veličina, obvykle značená I, vyjadřuje množství náboje prošlého za jednotku času.“) a v některých  speciálních případech si můžeme představit mechanickou analogii: Teče-li nestlačitelná tekutina potrubím, odpovídá to stejnosměrnému proudu.  

Mají-li ovšem podobné definice mít univerzální platnost, budeme pro proudy tekoucí vakuem potřebovat virtuální částice, kontinuální teorii a také by bylo slušné říci, co je to ten elektrický náboj o kterém na Wikipedii zjistíme („Základní elektrickou vlastností těles je elektrický náboj. Těleso s elektrickým nábojem se nazývá elektricky nabité a je schopno působit elektrickou silou na jiné elektricky nabité těleso.“), že je vázán na pojem tělesa a síly... alev kvantové mechanice sílu smysluplně definovat nelze atd. atd.
Zájemcům doporučujeme navštěvovat přednášky prof. Petra Kulhánka a číst knihy Terry Pratchetta.

Co je elektrické napětí? Definice se odkazují buď na práci, nebo na potenciál, což kdybychom chtěli podrobněji zkoumat, potřebovali bychom rozsáhlý matematický aparát a nakonec bychom v došli k tomu, že napětí  někdy ani smysluplně a jednoznačně zavést nelze. 

Napětí měříme voltmetry rozličných konstrukcí.

Podobně ovšem máme docela dobrou představu, co znamená, že je venku teplota vzduchu 27°C, ačkoliv  je definice teploty svou značnou abstrakcí nepřístupná většině lidí; bez přesné definice proudu (a jak uvidíme dále, s napětím to bude stejné) se dobře obejdeme. V našich řečových hrách se naučíme, jak při použití slova „proud“ v našem úzce vymezeném kontextu teorie obvodů nechybovat a k tomu definici nepotřebujeme.
Podstatné je, že proud TEČE. Pokud říkáme, že proud neteče, myslíme tím, že teče proud velikosti nula ampér. 

U proudů vždy budeme volit jejich orientaci a budeme ji označovat šipkou; abychom co nejlépe odlišili šipku označující zvolenou orientaci proudu od zvolených orientací napětí, budeme používat „proudovou šipku“ a „napěťovou šipku“.
Obdobně jako v případě proudu a teploty, ani v případě napětí nám absence pochopitelné a jednoznačné definice nebude činit žádné obtíže; v úzce vymezené oblasti našeho zájmu k nejednoznačnostem nedojde.

Podobně jako v případě proudů, budeme zvolené orientace, tedy kladné smysly napětí, značit šipkami a budeme pro lepší rozlišení používat „napěťové šipky“.

Pro proudy a napětí platí určitá pravidla; shrneme je formou vět a rovnic.

Věta 0:

Proud v obvodech nevzniká ani nezaniká, ve výsledku vždy „teče dokola“.

Věta 1:

Platí, že pokud teče z bodu A do bodu B proud 
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, je to to samé, jako když teče z bodu B do bodu A proud 
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Odtud i názvy odkazující k této skutečnosti „obvody“ „circuits“ , kde v anglickém „circ“ máme odkaz na kruhové arény starých Římanů a kruhové půdorysy cirkusových stanů.
Možná více než polovina zákonů a pravidel, které budeme při řešení obvodů používat, je přesnější formulací faktu, že „proud je něco, co nevzniká a nezaniká a tudíž to teče dokola“.
Věta 2:
Je-li mezi bodem A a bodem B napětí 
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, je mezi bodem B a bodem A napětí 
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Zvykněme si na vyjádření odlišující napětí a proud: proud teče, napětí je.

Vodiče, svorky, zdroje proudu a zdroje napětí, společný vodič
Zdroji proudu a napětí budeme v dalším textu rozumět tzv. ideální zdroje proudu a napětí a vodiči budeme rozumět ideální vodiče. Slovo  ideální  budeme v dalším textu někdy vynechávat, zdroji a vodiči budeme vždy rozumět ideální zdroje a vodiče, budeme-li naopak hovořit o reálných zdrojích a vodičích, explicitae to uvedeme. 
Ideální vodiče a svorky, společný vodič

Vodič ( „ideální“ budeme vynechávat) je takovým prvkem obvodu, který „nic nemění“. Mezi začátkem vodiče a nějakým jakýmkoli jiným bodem je stejné napětí, jako mezi koncem vodiče a oním bodem. Vstupuje-li do vodiče proud, vystupuje z něj stejný (samozřejmě se může větvit do více vodičů, uvidíme, že pak se zachovává součet proudů). Pro dva vodiče to ukazuje Obr. 1, spolu s pravidlem, že mezi začátkem a koncem vodiče je napětí nulové.
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Na Obr. 1 vidíme dva vodiče se svorkami A, B a C, D. Mezi svorkami A a C je napětí stejné, jako mezi svorkami B a D a jako mezi kterýmkoli bodem horního vodiče a kterýmkoli bodem spodního vodiče. Napětí mezi svorkami A a B je nulové nezávisle na tom, jaká je velikost proudu 
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 a napětí mezi svorkami C a D je nulové nezávisle na velikosti proudu 
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 Proudy se zachovávají, do svorky A vtéká proud stejné velikosti, jako vytéká ze svorky B a zcela shodně je tomu se svorkami C a D.
Svorkami nerozumíme skutečné svorky, ale místa, kde „je nebo může být něco připojeno“. 

Je-li 
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, tak na svorky A a B „něco“ být připojeno musí, proud nemůže vznikat ani zanikat.
Pokud je více svorek spojeno vodiči, můžeme ve schématu s výhodou použít symbol [image: image11.jpg]


.
Napětí každé svorky je stejné vůči kterémukoli symbolu [image: image12.jpg]


.
Zdroje proudu a napětí
Jak jsme uvedli výše, příčiny proudů a napětí „schováme“ do ideálních zdrojů proudu a napětí.
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Zdroje napětí budeme značit podle Obr. 2, kde nahoře je zdroj napětí 
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zapojen  mezi svorky A a B a ve spodní části je zdroj napětí 
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zapojen mezi společný vodič a svorku A a svorka B je spojena se společným vodičem. 
V matematickém popisu odpovídá těmto schémátkům rovnice 
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(1)
Proud tekoucí zdrojem napětí se v rovnici (1) nevyskytuje, napětí ideálního zdroje napětí na protékaném proudu nezávisí.

Ideální zdroj napětí 0V má rovnici stejnou, jako ideální vodič mezi dvěma svorkami, jsou tedy z hlediska řešení obvodů ekvivalentní.

Podobně jako v sw Mathematica budeme pro zvýraznění, že jde o rovnici, používat zdvojených znaků rovnosti.

Zdroje proudu budeme ve schématech značit podle Obr. 3. Vyjádření rovnicemi situace v horní části obrázku je
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(2)
Napětí na svorkách zdroje proudu se v rovnici (2) nevyskytuje, proud protékaný ideálním zdrojem proudu nezávisí na napětí na jeho svorkách.
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V dolní části Obr. 3 je naznačena situace se společným vodičem, rovnice jsou shodné, čárkovaná čára naznačuje, že se proud vytékající ze svorky A musí „nějakým způsobem“ uzavřít do svorky B, tedy do společného vodiče.

Pravidla řazení zdrojů napětí
Sériové řazení dvou zdrojů napětí
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Obr. 4 ukazuje tzv. sériové řazení dvou zdrojů napětí, někdy také nazývané řazení za sebou. 
Pro napětí mezi svorkami A a C platí rovnice
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(3)
Sériová kombinace zdrojů napětí může být nahrazena jedním zdrojem napětí, jehož napětí je rovno součtu napětí obou zdrojů.
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Součet podle rovnice (3) platí pro orientaci šipek podle Obr. 4, v případě, že šipky označující orientace napětí nesměřují stejným směrem, použijeme podle Obr. 5, použijeme  větu 2 a nahradíme (ekvivalentně) zdroj napětí 
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zdrojem 
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 s opačnou orientací a použijeme pravidlo podle rovnice 3:
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(4)

Sériové spojení dvou zdrojů napětí s libovolnými orientacemi napětí zdrojů a napětí výsledného můžeme vždy pomocí věty 2, tedy 
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, tedy přehozením orientace zdroje a změnou znaménka jeho napětí převést na situaci podle Obr. 4 a nahradit toto spojení jedním zdrojem napětí výsledné velikosti.
Poznamenejme, že v našem nástinu teorie elektrických obvodů je toto pravidlo řazení zdrojů postulované a nelze jej z jiné části teorie odvodit. Ty, kteří jsou již s teorií obvodů obeznámeni, si možná všimnou, že zde postulujeme pravidla řazení zdrojů a z nich později obdržíme Kirchhoffovy zákony, přičemž se jinde volí i postup opačný: postulují se Kirchhoffovy zákony (nebo vyvodí z teorie elektromagneticého pole) a pravidla řazení zdrojů jsou pak jejich důsledkem. Případně je pravidlo o řazení zdrojů napětí spolu s větou 2 speciálním případem pravidla platícího pro veličinu napětí obecně. Rozdíly těchto přístupů se při konkrétním vyšetřování chování obvodů podle zadaného schématu neprojeví.
Sériové řazení více zdrojů napětí
Řešení sériového řazení více zdrojů napětí je jednoduché: např. v případě tří zdrojů napětí nejprve nahradíme dva z nich, které mají společnou svorku, jedním zdroje výsledného napětí, obdržíme schéma  se dvěma zdroji sériově řazenými a ty opět nahradíme zdrojem jedním, např. podle Obr. 6, případ 4 zdrojů lze převést náhradou dvou zdrojů zdrojem jedním na případ tří zdrojů atd.
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Při praktickém řešení úloh ovšem takto krkolomně nepostupujeme, uvedený postup je jen důkazem, že pravidlo o sériovém řazení zdrojů napětí pro dva zdroje stačí k vyřešení sériového řazení libovolného počtu zdrojů a nějaké další pravidla nepotřebujeme. Při rutinním řešení postupujeme tak, že napětí, jejichž šipky mají při rozkreslení obvodu podle Obr.6 shodný směr se šipkou označující napětí výsledné bereme kladně a napětí s šipkou opačnou záporně.
Pro čtyři zdroje je způsob ukázán na Obr. 7.
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Poznamenejme, že pravidlo o sériovém řazení zdrojů napětí je ekvivalentním Kirchhoffovu zákonu, který říká, že součet všech napětí v uzavřené smyčce je nulový. 
Paralelní řazení dvou zdrojů napětí
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Uvažme situaci podle Obr. 8, kde je zakresleno tzv. paralelní řazení zdrojů napětí, také zvané řazení vedle sebe. Je-li zdroj napětí 
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 připojen mezi svorky A a B, odpovídá to rovnici
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(5a)

Je-li zdroj napětí 
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 připojen mezi svorky A a B, odpovídá to rovnici
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(5b)

Platí-li 
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, obdržíme dvě identické rovnice, z nichž je zřejmě jedna zbytečná; dva zdroje stejného napětí (pochopitelně s uvážením orientace, zde podle Obr. 8) můžeme nahradit jedním zdrojem napětí.
Platí-li 
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, soustava rovnic (5a) a (5b) nemá řešení, rovnice jsou kontradiktorické. Přidáním dvou kontradiktorických rovnic k jakémukoli systému rovnic ovšem způsobí, že celý systém nemá řešení

Paralelní řazení ideálních zdrojů napětí je tedy ryze neužitečné: v případě stejných napětí je zbytečné a v případě nestejných napětí jakýkoli obvod, který takové zapojení zdrojů napětí obsahuje, nemá řešení, nelze matematicky určit hodnoty hledaných veličin a kdybychom se jej pokusili realizovat, „nefungovalo by to“, v lepším případě by zafungoval nějaký ochranný prvek (třeba pojistka), v horším případě by například shořela nějaká součástka případně objekt.
Poznámka: proti paralelnímu řazení reálných zdrojů nemáme námitky. Modely neideálních zdrojů napětí obsahují další prvky tak, že nikdy nemůže dojít k paralelnímu spojení ideálních zdrojů přímo.
Zkrat na zdroji napětí
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Uvažme situaci podle Obr. 9, kde je zakreslen tzv. zkrat či tzv. krátké spojení na zdroji napětí.
Podle výše uvedeného je ovšem rovnice popisující úsek vodiče mezi svorkami A a B shodné s rovnicí ideálního zdroje napětí o velikosti 0V. Platí tedy o tomto spojení vše, co o paralelním spojování dvou zdrojů napětí: je-li 
[image: image36.wmf]1

0

UV

=

je toto spojení zbytečné a postačí svorky propojit buď jen vodičem, nebo jen zdrojem napětí 
[image: image37.wmf]1
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, platí-li 
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, obvod nemá řešení, zadání je nesmyslné.
Poznámka: zkraty na reálných zdrojích napětí se někdy dějí a v případě reálných zdrojů, které nejsou proti nim chráněny svojí konstrukcí nebo nějakým dalším chránícím prvkem, mohou způsobit značné škody („kdo si tam místo nich (pojistek) nastrká hřebíky, vyhoří a začne od píky“).
Pravidla řazení zdrojů proudu
Pravidla řazení dvou zdrojů proudu
[image: image39.jpg]



Uvažme situaci podle Obr. 10, pak platí 
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(6)
Je tedy možno nahradit takovouto paralelní kombinaci (někde se tomu říká paralelní řazení, nebo řazení vedle sebe) jedním zdrojem proudu 
[image: image41.wmf]3
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 v orientaci podle Obr. 10.
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Pro jiné orientace proudů použijeme větu 1, například podle Obr. 11, kde zřejmě 
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)

123

III

+-==

, čili 
[image: image44.wmf]123

III

-==

.
Obdobným způsobem zcela analogicky jako v případě zdrojů napětí převedeme schéma s libovolnými orientacemi proudů pomocí věty 1 na případ podle Obr. 10.
Pravidla řazení více zdrojů proudu
Bylo by podceňováním inteligence čtenáře, kdybychom podrobně popisovali postup důkazu řešitelnosti úlohy, který je zcela analogický a praktický způsob rovněž.
Pravidlo řazení více zdrojů proudu je ekvivalentní větě 1 a tudíž lze formulovat jako Kirchhoffův zákon:
Věta 3:

Celkový proud 
[image: image45.wmf]I
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 vtékající do uzlu je nulový; celkovým proudem rozumíme 
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(7)
Věta 3 je tak důležitá, že jsme si ji označili zároveň jako rovnici (7). Jde ovšem jen o jinou formulaci věty 0.
Sériové řazení zdrojů proudu
Čtenáři je již jasné, že má-li být příběh o řešení elektrických obvodů správným příběhem, bude se na tomto místě skrývat opět nějaký čert.
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Obr. 12 ukazuje situaci analogickou k Obr. 8: Pokud jsou proudy 
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 a 
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 stejné a tedy můžeme psát 
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, je použití dvou zdrojů zbytečné, dostáváme dvě shodné rovnice, pokud jsou proudy 
[image: image52.wmf]1
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 a 
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 různé, dostaneme dvě kontradiktorické rovnice a tudíž obvod obsahující takové zdroje nemá řešení. Každopádně je sériové řazení zdrojů proudu neužitečné.
Proti sériovému řazení reálných zdrojů proudu nemáme námitky;modely neideálních zdrojů proudu obsahují další prvky tak, že nikdy nemůže dojít k bezprostřednímu sériovému spojení jen ideálních zdrojů proudu.

Rozpojený zdroj proudu
Odporuje větě 0, pokuj nejde o zdroj proudu 0A. Zdroj proudu 0A je ovšem veskrze neužitečné zavádět: mimo vodiče v našich schématech proud neteče a nemá žádný dobrý smysl na ta místa přikreslovat zdroje nulového proudu.

 Při rozpojování neideálních zdrojů proudu hoří oblouky a velikosti napětí stoupají na nebezpečné hodnoty. Ve schématu se rozpojený zdroj proudu vyskytovat nesní, reálné zdroje proudu raději rozpojujeme po souhlasu cvičícího.

Základní prvky elektrických obvodů
V elektrických obvodech se vyskytují zejména tři základní prvky: rezistor, jehož vlastností je elektrický odpor, cívka (někdy nazývaná induktor, postaru samoindukce, také indukční cívka), jejíž vlastností je indukčnost a kondenzátor, jehož vlastností je elektrická kapacita.  
V běžném elektrotechnickém žargonu se často zaměňuje pojem rezistor (součástka)  a jeho vlastnost (elektrický odpor) a zákazník u pultu požaduje po prodavačce odpory, nikoli rezistory. Pokud víme, co máme na mysli, není třeba si s přesným vyjadřováním dělat velké starosti.
Jelikož v rámci předmětu ČAO nehrozí omyl, budeme v dalším slovo „elektrický“ vynechávat, možnost záměny např. s hydraulickým odporem a tepelnou kapacitou nehrozí.

Rezistory budeme značit písmenem velké R s indexem rozlišujícím je navzájem, kondenzátory písmenem velké C s indexy a cívky velkým L opět s indexy, pokud jich v jednom schématu bude více. Hodnoty odporu, indukčnosti a kapacity odpovídajících obvodových prvků budeme značit shodně s těmito prvky. 
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Obr. 13 ukazuje schématické značky prvků a rovnice popisující prvky prvky pro zvolené orientace proudů a napětí.
Pro označení veličin a orientací napětí a proudů podle Obr. 13 (povšimněme se, že proudová a napěťová šipka mají stejný směr!) platí rovnice, které je pro úspěšné absolvolvování ČAO dobré si pamatovat:
Rezistor:
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Rovnice (8) vyjadřuje dobře známý Ohmův zákon, vyjadřuje, že napětí na rezistoru je (v každém okamžiku) přímo úměrné protékajícímu proudu a konstanta úměrnosti je elektrický odpor rezistoru R.
Označíme-li jednotku odporu 
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Jednotkou odporu je ohm, značený velkým řeckým písmenem omega.

Cívka:
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(9)

Rovnice (9) vyjadřuje, že napětí na cívce je v každém okamžiku přímo úměrné derivaci cívkou protékajícího proudu podle času a konstantou úměrnosti je indukčnost cívky L. 
Připomeňme si definici derivace:
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(10)

V čitateli je rozdíl dvou proudů, tedy veličina s jednotkou ampér, ve jmenovateli je délka časového intervalu, tedy veličina s jednotkou sekunda; že jde o veličiny malé nemůže změnit fakt, že jednotkou derivace proudu podle času je 
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Označme jednotku indukčnosti 
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Jednotkou indukčnosti je henry a značíme ji velkým H.
Kondenzátor:
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(11)
Analogicky předchozímu, označíme-li jednotku kapacity 
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Jednotkou kapacity je farad, značený velkým F.

Poznámka: hodnoty kapacit, indukčností a odporů mohou být velice různé, s výhodou používáme obvyklé předpony kilo, mili, mega, piko, mikro a podobně. Znalost vyjádření pomocí v technice obvyklých předpon piko až giga v předmětu ČAO předpokládáme.

Povšimněme si, že veličinu s rozměrem sekunda můžeme vytvořit jednoduše třemi způsoby:
Rozměr sekunda mají zřejmě výrazy 
[image: image66.wmf],,
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. Tyto výrazy skutečně budou rozhodovat o časových konstantách a frekvencích v elektrických obvodech: o věcech času mohou v konečném důsledku rozhodovat jen veličiny rozměru času.
Ukažme si, že to, co už víme (z teorie obvodů, matematiku teď s důvěrou svěříme strojům), stačí k vyřešení jednoduchého obvodu. Uvažme obvod podle Obr. 14:
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Obr. 14
Napišme rovnice, které platí pro rezistor a kondenzátor:
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(12)
Dále použijeme fakt, ža co platí pro napětí, platí i pro (ideální) zdroje napětí a uvažme prostřední schémátko na Obr. 14.
Zřejmě, pokud nemá být řešení „False“, musí platit rovnice odpovídající tomu, jak jsou rezistor, zdroj napětí a kondenzátor zapojeny:
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Co platí pro proudy, platí ovšem i pro zdroje proudů, uvažme dolní schémátko na Obr. 14.
Aby řešení nebylo „False“, musí platit:
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Obdržíme dosazením z (12) do (13) a (14) 
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Získali jsme tzv. diferenciální rovnici pro napětí 
[image: image72.wmf](
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, které je zároveň rovno výstupnímu napětí.

Rovnice (15) určuje časový vývoj napětí 
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 v závislosti na vstupu 
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 a pro dané spojení na hodnotě součinu 
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Mimochodem, je zajímavé, že jde o hodnotu součinu 
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, nikoli o obě hodnoty, R a C, 
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stejný výsledek jako 
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, proudy ovšem budou jiné, součin 
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 značíme někdy 
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říkáme časová konstanta obvodu.

Jak tuto rovnici řešit? Na to je ještě brzy, musíme si nejprve uvědomit, co ještě musíme znát pro nalezení konkrétního řešení rovnice (15).

Představme si představitelnější časový vývoj: jaká bude teplota piva za deset minut záleží nejen na tom, jak na něj působí okolí (je v lednici a chladí se, stojí na stole a teplá), ale také na tom, jakou má teplotu teď.

Napětí v čase t na kondenzátoru tedy také záleží na tom, jaké je napětí na kondenzátoru teď. 
Známe-li hodnotu napětí na kondenzátoru v čase 
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, tedy 
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je známá hodnota a je –li známa rovnice (15) –tedy známe-li hodnotu 
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 a známe-li, jak na obvod působí okolí, tedy známe-li časový průběh 
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Řešitelný je tedy systém
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Kde rovnici obsahující derivaci říkáme diferenciální rovnice s neznámou funkcí 
[image: image90.wmf](
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 a rovnici obsahující zadání hodnoty neznámé funkce 
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 v nějaké konkrétní hodnotě parametru říkáme počáteční podmínka.

Další ukázka: sériový RLC obvod
Ukažme si postup sestavení rovnic na dalším příkladu: na Obr. 15 je schéma zapojení rezistoru R, cívky L a kondenzátoru C v sérii. 
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Vyznačili jsme si zvolené orientace napětí na R, L, C a směry proudů jsme zvolili tak, aby byla zvolená orientace proudu na R, L, C ve stejném směru jako orientace napětí. Pak můžeme mechanicky napsat rovnice jednotlivých prvků:

[image: image93.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

'

'

RR

LL

CC

utRit

utLit

itCut

==×

==×

==×








(16)

Překreslíme si Obr. 15 tak, že uvažovaná napětí nahradíme (ideálními) zdroji napětí a získáme Obr. 16.
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Z pravidel pro řazení zdrojů napětí plyne rovnice:
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Překresleme si schéma na Obr. 15, kde místo tekoucích proudů zakreslíme (ideální) zdroje proudů, získáme Obr. 17:
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Spojení zdrojů proudu odpovídají rovnice: 
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(18)
Rovnic (16), (17), (18) je celkem šest a máme šest neznámých: tři neznámé proudy a tři neznámá napětí.

Veličiny, které se v rovnicích vyskytují v derivacích (tedy napětí která jsou na kondenzátorech a proudy tekoucí cívkami), vyžadují ještě počáteční podmínky, tedy 
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Systém rovnic (16), (17), (18), (19) je pro zadané hodnoty R ,L, C snadno řešitelný, viz. Notebook CAORLCNDSolve.nb
Získali jsme úplné řešení: máme k dispozici časové průběhy všech obvodových veličin. Ovšem je zřejmé, že některé rovnice jsou velmi jednoduché, kdybychom si již na začátku označili, že obvodem teče jeden proud (to je nám ostatně zřejmé téměř od počátku), 
ušetřili bychom si dvě neznámé a dvě rovnice. 
Navíc v našem velice jednoduchém obvodu bylo jasné, jak rovnice týkající se řazení napětí napsat, to nemusí být vždy jednoznačné. Ukážeme si nyní spolehlivý postup, jak každý korektně zapojený (například neporušíme pravidla řazení zdrojů proudu a napětí) popsat rovnicemi a to pomocí tzv. metody uzlových napětí.

Metoda uzlových napětí

Metoda uzlových napětí využívá zachování proudů, proudy však vyjadřujeme pomocí napětí(.

[image: image99.jpg]



Na Obr. 18 jsou zakresleny tzv. uzly 1, 2, 3 a uzel 0 označený značkou pro společný vodič. Známe-li napětí uzlů 1, 2 a 3 proti uzlu 0, tedy napětí 
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, pak můžeme určit napětí mezi kterýmikoli dvěma uzly, například platí:
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. Ke znalosti napětí mezi kterýmikoli dvěma body stačí, abychom znali napětí bodů vůči společnému vodiči. Budeme-li napětí na prvku mezi dvěma uzly počítat z rozdílu napětí těchto uzlů proti (libovolně zvolenému) společnému uzlu, splníme vlastně automaticky rovnice plynoucí z řazení napětí (a tedy i zdrojů napětí).
[image: image102.jpg]Ug(t)

0&r. 19




S prvky, se kterými jsme se zatím z teorie obvodů seznámili, přichází v úvahu pro každý uzel situace podle Obr. 19: uvažovaný uzel může být spojen s dalšími uzly rezistorem, kondenzátorem, cívkou, zdrojem napětí a zdrojem proudu, na obrázku jsou vyznačeny také (libovolně zvolené) orientace napětí mezi uzly a shodně s orientací napětí orientace proudů (aby platily rovnice (8), (9) a (11) popisující vztahy mezi proudem a napětím na rezistoru, cívce a kondenzátoru).
Vyjádříme všechny proudy tekoucí do a nebo z uzlu 6 a uvedeme, jestli dotyčný proud vtéká nebo vytéká: abychom správně dosadili do rovnice (7).

Uzly 3 a 6:
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Uzly 1 a 6:
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Ke kondenzátoru ještě vždy patří počáteční podmínka s napětím:
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Uzly 4 a 6:

Zde je situace nejjednodušší, daný definicí zdroje proudu:
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Zatím jsme tedy získali proudy, které budeme dosazovat do rovnice (7), bylo to jednoduché, protože z rovnic pro rezistor a kondenzátor jde při známém napětí vyjádřit snadno proud pomocí dělení nebo pomocí derivace napětí a proud ze zdroje proudu je zadaný z definice zdroje proudu. V rovnici pro ideální zdroj napětí se proud nevyskytuje, nelze z ní tedy vyjádřit. Pomůžeme si tak, že tento proud pojmenujeme, čímž získáme novou neznámou. Pro další neznámou ale potřebujeme další rovnici: bude to rovnice zdroje napětí.

Uzly 5 a 6


[image: image107.wmf](

)

,

UZ

itvytéká


Nová rovnice:
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Obdobně naložíme s cívkou, proud jí tekoucí označíme jako novou proměnnou a rovnici pro cívku přidáme k systému rovnic. 

Uzly 2 a 6
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Nová rovnice 


[image: image110.wmf](

)

(

)

(

)

62

L

dit

Lutut

dt

×==-










(23)
K cívce ještě vždy patří počáteční podmínka s proudem:
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Dosaďme za proudy do bilance (7)
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Rovnice popisující zachování proudu v uzlu:
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Další rovnice vzniklé z důvodu nově zavedených neznámých:
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Počáteční podmínky pro kondenzátory a indukčnosti:
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Pro každý uzel můžeme napsat 1 rovnici popisující zachování proudu, jako jsme napsali rovnici (24). Zavádíme-li nové proměnné, ke každé okamžitě máme rovnici. Máme tedy tolik rovnic, kolik je neznámých.
Je tedy naděje, že má-li schéma dobrý smysl, můžeme nalézt neznámá napětí uzlů a hodnoty nově zavedených proměnných. Veličiny, které jsme vyloučili dosazením vlastností obvodových prvků, můžeme snadno dopočíst, například 
[image: image119.wmf](
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 a podobně.

Poznámka 1: Pokud zavádíme novou proměnnou a rovnici, učiníme tak když ji poprvé u některého z uzlů potřebujeme; podruhé bychom dělali totéž zbytečně znovu: to není chyba, ale je to hloupé.

Poznámka 2: ne vždy má n rovnic o n neznámých právě jedno řešení a to ani v případě rovnic diferenciálních. Pokud má být ale obvod použitelný v praxi, chtěli bychom právě jedno řešení a to dokonce omezené, nekonečná napětí a proudy by v praxi nefungovaly.

Pokud nedokážeme získat jedno řešení srozumnými výsledky, buď jsme obvod popsali špatně, nebo je schéma nesmyslné, nebo se ptáme na veličinu, kterou nelze určit ( například napětí mezi tzv. galvanicky zcela oddělenými obvody…)

Ukažme si to na obvodu podle Obr. 20:
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Uzel 1:

Rovnice popisující zachování proudu:
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Rovnice z důvodu nově zavedené proměnné:
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Počáteční podmínka pro cívku:
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Počáteční podmínka pro kondenzátor:
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Uzel 2:

Rovnice popisující zachování proudu:


[image: image125.wmf](

)

(

)

2

2

0

000

L

ut

it

R

-

æö

-++==

ç÷

èø


Rovnice z důvodu nově zavedené proměnné:

-nejsou, opakovali bychom se

Počáteční podmínky:
Nepřibyla žádná nová cívka ani kondenzátor, nejsou.

Řešení je provedeno v notebooku CAOUzlyUkazka.nb
Diferenciální rovnice a předpovídání budoucnosti, co vlastně dělá NDSolve 
Podíváme-li se na notebook CAOUzlyUkazka.nb, vidíme, že jsme se k cíli, tedy k vyřešení úkolu „když je zadané napětí nebo proud někde, jaké bude napětí nebo proud jinde“, dostali přímočaře a snadno, tak snadno, že byla nálada vyhrát si trochu i s barvičkami a vlastně stačilo mechanicky použít návod pro metodu uzlových napětí a znát syntaxi NDSolve. 
To, že cesta k výsledku byla tak jednoduchá, bylo způsobeno právě tím, že máme NDSolve: nevadilo nám zavádění dalších neznámých a zvyšování počtu rovnic, nevadilo nám, že rovnice jsou diferenciální i algebraické (obsahující derivace neznámých funkcí i neobsahující derivace neznámých funkcí).

Velká část obtížnosti studia teorie elektrických obvodů spočívá jinde v obtížnosti řešení získaných rovnic. Získali jsme velikou moc velmi snadno, ale nenechme se mýlit, zjistit, „co obvod dělá“ ještě vůbec neznamená rozumět tomu, jak to dělá a proč.  Fakt, že umíme po pár obrázcích mnoho ještě neznamená, že jsme nějak lepší: jen my máme sbíječku a oni majzlík; jak rychle dílo dokončíme je důležité ekonomicky, ale kvalita díla nemusí být větší.
O NDSolve by šlo říci tak asi „…a všichni se podivovali, jakou moc dal Stephen Wolfram lidem.“

Funkce NDSolve[rovnice, neznámé,intervalřešení] hledá numerickou aproximaci řešení diferenciálních rovnic. A co to je a proč to můžeme dělat bychom si měli trochu více vysvětlit: nikoli podrobně teorii numerických řešení diferenciálních rovnic, k tomu jsou povolanější jiní (zejména www.wolframalpha.com a help sw Mathematica u NDSolve). Jde nám o to, získat představu, o co tak asi jde. Ostatně jak funguje karburátor víme také jen tak mlhavě a detaily mísení ve více komorách běžný řidič nezná. Ale i běžný řidič ví, že se tam něco s benzínem a vzduchem děje. 
Proč vlastně numerické metody? Matematická analýza pracuje s představou souvislé číselné osy plné reálných čísel z nichž naprostá většina jsou čísla iracionální. Kdybychom chtěli iracionální číslo vyjádřit desetinným číslem přesně, potřebovali bychom nekonečný počet desetinných míst, což není v konečném čase možné, navíc to není ani praktické: kdyby  byla Mléčná dráha kruhová a kdybychom znali její poloměr a kdyby nebyl vesmír zakřivený a platil by vzoreček pro obvod kruhu, pak vynecháme-li všechna desetinná místa za čtyřicátým v čísle 
[image: image126.wmf]p

, chyba vzniklá tímto zaokrouhlením by byla menší než průměr protonu. Z uživatelského hlediska jsou tedy všechny další cifry pro řešení podobných úloh zbytečné.
Dnešní matematika nese v sobě velkou část dědictví geometrie starých Řeků, kde byl kladen důraz na konstrukce ve světě geometrických objektů zcela přesné, úplná správnost pak měla být dokazatelná v konečném počtu myšlenkových kroků. Navíc obrovský úspěch Newtonovy a Lagrangeovy mechaniky utvrzoval vědce v představě světa spojitého, nekonečně dělitelného v prostoru a čase a tak byla vypracována spousta chytrých metod řešení matematických a inženýrských problémů vycházejících z představy spojitého světa. 
Ani objev kvantové povahy jevů a částicové struktury hmoty příliš spojité teorie neoslabil: částic je v běžných situacích jednoduše příliš mnoho na to, abychom s nimi mohli počítat jednotlivě a s chytrou obezličkou kontinuální teorie (neuvažujeme veličiny lokální, ale jejich střední hodnoty přes objemy, které jsou „mikroskopicky velké a makroskopicky malé“) naše rovnice platí, pokud neuvažujeme jevy mikrosvěta.
Problém je, že s iracionálními čísly pracujeme jinak, než s čísly racionálními: jelikož je nemůžeme zapsat v konečné formě desetinným (nebo dvojkovým, to je jedno) rozvojem, nebývá nám, než je pojmenovat.

Diferenciální rovnice a předpovídání budoucnosti, co vlastně dělá NDSolve 

Podíváme-li se na notebook CAOUzlyUkazka.nb, vidíme, že jsme se k cíli, tedy k vyřešení úkolu „když je zadané napětí nebo proud někde, jaké bude napětí nebo proud jinde“, dostali přímočaře a snadno, tak snadno, že byla nálada vyhrát si trochu i s barvičkami a vlastně stačilo mechanicky použít návod pro metodu uzlových napětí a znát syntaxi NDSolve. 

To, že cesta k výsledku byla tak jednoduchá, bylo způsobeno právě tím, že máme NDSolve: nevadilo nám zavádění dalších neznámých a zvyšování počtu rovnic, nevadilo nám, že rovnice jsou diferenciální i algebraické (obsahující derivace neznámých funkcí i neobsahující derivace neznámých funkcí).

Velká část obtížnosti studia teorie elektrických obvodů spočívá jinde v obtížnosti řešení získaných rovnic. Získali jsme velikou moc velmi snadno, ale nenechme se mýlit, zjistit, „co obvod dělá“ ještě vůbec neznamená rozumět tomu, jak to dělá a proč.  Fakt, že umíme po pár obrázcích mnoho ještě neznamená, že jsme nějak lepší: jen my máme sbíječku a oni majzlík; jak rychle dílo dokončíme je důležité ekonomicky, ale kvalita díla nemusí být větší.

O NDSolve by šlo říci tak asi „…a všichni se podivovali, jakou moc dal Stephen Wolfram lidem.“

Funkce NDSolve[rovnice, neznámé,intervalřešení] hledá numerickou aproximaci řešení diferenciálních rovnic. A co to je a proč to můžeme dělat bychom si měli trochu více vysvětlit: nikoli podrobně teorii numerických řešení diferenciálních rovnic, k tomu jsou povolanější jiní (zejména www.wolframalpha.com a help sw Mathematica u NDSolve). Jde nám o to, získat představu, o co tak asi jde. Ostatně jak funguje karburátor víme také jen tak mlhavě a detaily mísení ve více komorách běžný řidič nezná. Ale i běžný řidič ví, že se tam něco s benzínem a vzduchem děje. 

Proč vlastně numerické metody? Matematická analýza pracuje s představou souvislé číselné osy plné reálných čísel z nichž naprostá většina jsou čísla iracionální. Kdybychom chtěli iracionální číslo vyjádřit desetinným číslem přesně, potřebovali bychom nekonečný počet desetinných míst, což není v konečném čase možné, navíc to není ani praktické: kdyby  byla Mléčná dráha kruhová a kdybychom znali její poloměr a kdyby nebyl vesmír zakřivený a platil by vzoreček pro obvod kruhu, pak vynecháme-li všechna desetinná místa za čtyřicátým v čísle 
[image: image127.wmf]p

, chyba vzniklá tímto zaokrouhlením by byla menší než průměr protonu. Z uživatelského hlediska jsou tedy všechny další cifry pro řešení podobných úloh zbytečné.

Dnešní matematika nese v sobě velkou část dědictví geometrie starých Řeků, kde byl kladen důraz na konstrukce ve světě geometrických objektů zcela přesné, úplná správnost pak měla být dokazatelná v konečném počtu myšlenkových kroků. Navíc obrovský úspěch Newtonovy a Lagrangeovy mechaniky utvrzoval vědce v představě světa spojitého, nekonečně dělitelného v prostoru a čase a tak byla vypracována spousta chytrých metod řešení matematických a inženýrských problémů vycházejících z představy spojitého světa. 

Ani objev kvantové povahy jevů a částicové struktury hmoty příliš spojité teorie neoslabil: částic je v běžných situacích jednoduše příliš mnoho na to, abychom s nimi mohli počítat jednotlivě a s chytrou obezličkou kontinuální teorie (neuvažujeme veličiny lokální, ale jejich střední hodnoty přes objemy, které jsou „mikroskopicky velké a makroskopicky malé“) naše rovnice platí, pokud neuvažujeme jevy mikrosvěta.

Problém je, že s iracionálními čísly pracujeme jinak, než s čísly racionálními: jelikož je nemůžeme zapsat v konečné formě desetinným (nebo dvojkovým, to je jedno) rozvojem, nebývá nám, než je pojmenovat.

Taková čísla jsou například 
[image: image128.wmf],,5,Sin[5]...
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Pokud chceme s těmito čísly pracovat přesně, používáme pravidla pro úpravy, například 
[image: image129.wmf](
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Pokud nás zajímá „kolik to je, alespoň přibližně“, máme přibližné vyčíslení v tabulkách; jde často o výsledek programu, který by nám dal všechna desetinná čísla, kdyby běžel věčně, ale my jsme jej zastavili a spokojili se s nepřesným výsledkem, zato získaným v konečném čase.

Z tohoto pohledu jsou v číslech 
[image: image130.wmf],,5,Sin[5]...
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 „do pojmenování schované výsledky nekonečných procesů“ a úlohy se opět řeší v klasickém stylu: řešení úlohy vtipným použitím konečného počtu kroků s použitím připravených hodnot čísel typu 
[image: image131.wmf],,5,Sin[5]...
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 se považuje za cosi pěkného a ukazuje to jak je matematik chytrý, chcete-li ovšem použitím triků řešit složitější úlohy, brzy narazíte.

Toto pojetí má výhodu (pro technika naprosto zbytečné) absolutní přesnosti, nevýhodou je, že kromě za staletí vynalezených a vyzkoušených postupů nemáme žádný návod, jak příslušné triky vynalézat, naopak často umíme dokázat, že řešit úlohu s použitím již známých „do pojmenování schovaných výsledků nekonečných procesů“ nelze. Pokud chceme pracovat nadále přesně, nebývá, než si hledané přesné řešení pojmenovat.

Například řešení rovnice 
[image: image132.wmf]2
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lze vyjádřit pomocí sčítání, násobení, dělení a odmocňování, tedy existují vzorce, které nám dají hodnotu neznámých kořenů x a tyto vzorce jsou konečné délky zápisu. 

Pro rovnici:
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lze dokázat, že vzorec konečné délky obecně neexistuje (jasně, pro zvláštní hodnoty koeficientů existovat může, těchto zvláštních případů je však mnohem méně než obecných a pravděpodobnost, že půjde najít vzorec pro náhodně zvolených 6 koeficientů, je nula).

Chceme-li mít vzorec pro rešení v konečném tvaru, musíme si jej pojmenovat. Často pak těmto pojmenováním říkáme „speciální funkce“, pro polynomiální rovnice například v Mathematice máme funkci Root. Není o nic horší, než funkce druhá odmocnina nebo sinus, jenom je mladší a nejsme na ni zvyklí.

Postup, kdy můžeme o každém výsledku v konečném počtu kroků dojít ekvivalentními úpravami až k axiomům a tak rozhodnout o správnosti nebo nesprávnosti nemusí existovat (Gödel, Tarski, Banach...). 

Požadavek absolutní přesnosti a ostrosti pojmů, kterou jsme předpokládali po staletí  (muž nebo žena, živý nebo mrtvý, vlna nebo částice, je a nebo to není babička...) je neaplikovatelný a ostatně na proudu a napětí a teplotě jsme viděli, že používáme v životě pojmy bez znalosti přesných definic a v konečném důsledku bez naprosto přesných výpovědí a nikterak nám to nevadí. Koho to zajímá více, pěkně o tom pojednává Ludwig Wittgenstein ve svých Filosofických zkoumáních.

My v toto chvíli přesná řešení opustíme: ostatně i naše vstupy jsou poměrně nepřesné.

Podívejme se na definici derivace funkce f, parametrem této funkce bude čas t.
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Limitní proces dokonalého „blížení se“ je ve světě konečného počtu dostupných čísel nemožný: i v intervalu 
[image: image135.wmf]17
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 je ve smyslu reálných (ten název „reálná čísla je trochu výsměch“) nekonečněkrát více čísel, která kdy použijí všechny počítače a to i kdyby vesmír s počítači trval věčně. Mezi „bez pojmenování“ dostupnými čísly jsou mezery a nikdy nebude dost jmen pro ta pojmenovaná. 

Učiníme tedy troufalý krok: vypustíme znak limity, 
[image: image136.wmf]t

D

budeme uvažovat v „nějakém dobrém smyslu malé“ a znak přesné rovnosti nahradíme znakem „rovná se přibližně“
[image: image137.wmf]»

.

Obdržíme:
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Z rovnice (27) ovšem již můžeme vyjádřit 
[image: image139.wmf](
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Pokud příslušná limita a tedy i derivace existuje, bude pro „dostatečně malé 
[image: image141.wmf]t

D

“ chyba „dostatečně malá“.

Pokud je naše nezávisle proměnná čas, můžeme rovnici (28) chápat jako „předpovídání budoucnosti“, znalost 
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 nám pro zvolené 
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 poskytne přibližnou informaci o hodnotě funkce f o  
[image: image144.wmf]t
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později, tedy přibližnou hodnotu 
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