Numerické reseni diferencialnich rovnic

Omezeni: obycejné (nikoli parcidlni) diferencialni rovnice, Cauchyho
pocatecni Uloha, pouze jedna diferencialni rovnice 1. radu
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Omezeni: obycejné (nikoli parcidlni) diferencialni rovnice, Cauchyho
pocatecni Uloha, pouze jedna diferencialni rovnice 1. radu

Uloha: Na intervalu (x(, z,,) mame resit diferencialni rovnici

y'(z) = f(z,y(z))

s poc¢atecni podminkou

y(To) = Yo,
kde f (prava strana diferencidlni rovnice) je funkce dvou redlnych
proménnych a y, € R.
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Numerické reseni diferencialnich rovnic

Omezeni: obycejné (nikoli parcialni) diferencialni rovnice, Cauchyho
pocatecni Gloha, pouze jedna diferencialni rovnice 1. radu

Uloha: Na intervalu (x(, z,,) mame resit diferencialni rovnici

y'(z) = flz, y(z))

s pocatecni podminkou

y(To) = Yo,
kde f (prava strana diferencialni rovnice) je funkce dvou realnych
proménnych a y, € R.

Pozndmka: Pokud f nezavisi na y, tj. f(z,y) = g(x), dostavame
numerickou integraci jako specialni pripad reseni diferencidlni rovnice




Existence a jednoznacnost resSeni
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Neni obecné zarucena:

Priklad: Uvazujme diferencidlni rovnici s poc¢atecni podminkou:

kde treti odmocninu povazujeme za redlnou funkci definovanou i pro
3

zdporny argument. M3 FeSeni napf. y(z) =0 a y(x) = £ (z)>.



Existence a jednoznacnost reseni
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Neni obecné zarucena:

Priklad: Uvazujme diferencidlni rovnici s poc¢atecni podminkou:

kde treti odmocninu povazujeme za redlnou funkci definovanou i pro
3

zdporny argument. M3 FeSeni napf. y(z) =0 a y(x) = £ (z)>.

Véta: Necht funkce f je definovana a spojitd na (xy, x,) X R (tj. pro
vSechna = € (x, z,), y € R).
Necht je splnéna Lipschitzova podminka

L € RVx € (wo, xp) Yy, y2 € R [f(z,y1) — f(2,92)] < Lyt — u2].-

Pak feseni nasi tlohy na intervalu (xg, x,) existuje a je jednoznacné.




Existence a jednoznacnost reseni

Neni obecné zarucena:

Priklad: Uvazujme diferencialni rovnici s po¢dtecni podminkou:

kde treti odmocninu povazujeme za redlnou funkci definovanou i pro

3
zéporny argument. Ma feSeni napf. y(z) =0 a y(z) = £ (3z)>.

Véta: Necht funkce f je definovana a spojitd na (xg, z,) X R (tj. pro
vsechna = € (xg,x,), y € R).
Necht je splnéna Lipschitzova podminka

L € R Vz € (zo, 2n) Vy1, 2 € R |fz,41) — f(z,9)| < Lyr — yof.-

Pak feseni nasi tlohy na intervalu (xg, x,) existuje a je jednoznacné.

Postacujici podminka: g—JyC spojitda a omezend na (xy, x,) X R.
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Interpretace ulohy a princip reseni
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Poznamka: Ekvivalentni formulace alohy: reseni

mw—m+[ﬁwmmﬁ

Ize chapat jako integral (neznamé) funkce g(t) = f(¢,y(t)) jedné proménné
nebo kfivkovy integral znamé funkce f pres (neznamou) krivku
s parametrizaci (t,y(t)), t € (xo, Tp).



Interpretace ulohy a princip reseni

Poznamka: Ekvivalentni formulace alohy: reseni

mm—m+[ﬁwmmﬁ

Ize chapat jako integral (neznamé) funkce g(t) = f(¢,y(t)) jedné proménné
nebo kfivkovy integral znamé funkce f pres (neznamou) krivku
s parametrizaci (t,y(t)), t € (xo, Tp).

Interval (x(, z,) rozdélime na n dil¢ich intervall délky h = (x,, — x)/n.
Ziskame uzlové body z; = xy+1th, 1 =0, ..., n.

Spravné hodnoty reseni v uzlovych bodech, y(x;), nahradime odhady y;.

Hodnoty pravé strany: f; = f(x;, v:) .
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Obecny postup feseni

Generujeme posloupnost y;, © =0,...,n. V kroku 7 + 1 pocitdme z odhadl
Yo, - - ., Y; odhad y; 1. Presné reseni:

Li4+1
i) ~yle) = [ eyl dt
odhadujeme pomoci
Li+1

Ay; = Yiv1 — Yi R / f(t,y(t))dt.

L

Yir1 = Yi + Ay, .

Jednotlivé metody se lisi pouze odhadem Ay;.




Rungovy-Kuttovy metody 1: Eulerova metoda

Je zobecnénim metody levého odhadu; funkci f(¢,y(t)) nahrazujeme jeji
hodnotou f(x;,¥;) v bodé x;

Li+1
Ay; = / flxs, y;) dt = h f(xs,v5)

)

Virl =Yi +h f(zi,y:) =yi +h fi.
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Rungovy-Kuttovy metody 1: Eulerova metoda
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Je zobecnénim metody levého odhadu; funkci f(¢,y(t)) nahrazujeme jeji
hodnotou f(x;,¥;) v bodé x;

Li+1
Ay; = / flxs, y;) dt = h f(xs,v5)

)

Virl =Yi +h f(zi,y:) =yi +h fi.

Geometricky vyznam: f; = f(x;,1y;) je smérnice tseCky vedené body (x;, ),

($i+17 yz‘+1)-




(1)

to 51 %)

The Euler method approximation



Ptriklad:

|

y=y+1,
y(0) =0,

Yn+1 =Y, +0.1(Y, + 1),
Y1=Y0+0.1Xp+1) =0.1

Y =Y14+0.1%1+1)=0.140.1(1.1) = 0.21.

In

Yy

Yexact (tn)

O ON N AW~ OIS

\O

10

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0

0.1

0.21
0.331
0.4641
0.61050
0.77156
0.94871
1.14359
1.35795
1.59370

0.0

0.10517
0.22140
0.34986
0.49182
0.64872
0.82212
1.01375
1.22554
1.45960
1.71828
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Odhad chyby

Taylorliv rozvoj funkce y se stfedem v x; vyhodnotime v bodé x;:

h2
y(x1) = y(zo) + hy'(xo) + > y'(€),
kde & € <£C0,$1>.
h2
y(w1) = ylzo) + P f (0, 90) +55"(),
Y1
h2
y(x1) —y1 = Ey”(f)

Chyba na konci prvniho kroku je imérna h?.

V dalsich krocich vychazime z pocatecni podminky, ktera neni presna.
Presto |ze za jistych podminek odvodit, Ze chyba je zhruba (imé&rna h? a

CBn—CBO

pocCtu kroku n = =2

Chyba na konci daného intervalu je mérna %hQ = h = metoda 1. radu.




Rungovy-Kuttovy metody 2: Prvni modifikace @ s
Eulerovy metody 7/21

Je zobecnénim obdélnikové metody; funkci f(¢,y(t)) v ni nahradime opét
hodnotou v bod& “7 = gz, + & Jako druhy argument funkce f pouZijeme

vysledek pomocného kroku polovi¢ni délky (Eulerovou metodou):

h
Ni = yi+§fi-
h
f(t,y(t) = flx; + 577%)

Metoda 2. radu.




Rungovy-Kuttovy metody 3: Druha modifikace @ s
Eulerovy metody (Heunova metoda) 8/21

Je zobecnénim lichobéznikové metody integrace; funkci f(t,y(t)) nahradime
linedrni funkci, prolozenou hodnotami v krajnich bodech intervalu:

V T fi = f(xi,y3),
V X1 neznalost y-ové souradnice feSime pomocnym krokem (délky h
Eulerovou metodou):

0=y, +hf;.
Funkci f(t,y(t)) nahradime linearni funkci, jejiz graf prochazi body
(962'7 f(xia yz)) (ZE¢+1, f(-flfz'ﬂ, 90)

h
Ay; = 5 (f(xs, yi) + f(@i01,0:)) -

Metoda 2. radu.




Pfriklad:

{ y =5-1%°,

y(0) =0,

f(tn—i—la Yn +h f(tn, Yn))

t Y, (Euler) Y, (Heun)

f(t,Y) =5—1¢%y3

ftn, Yn) =Yy + h(5 —t2Y?)

ftn+ 0, Yo 4 h(5 = £2Y2))

= 5 — (ta + W (Yn + h(5 — 2Y})).

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

0.0

0.50000
0.99987
1.49588
1.96575
2.34422
2.52216
2.44457
2.22875
2.02021
1.85236

0.0

0.49994
0.99788
1.48089
1.90680
2.20007
2.30745
2.26215
2.14016
1.99622
1.85650

h
Vo1 = Yo+ 3 (10 = 5277 — 0 (Y + h(S - 2r)’)






Rungovy-Kuttovy metody 4: Rungova-Kuttova @

metoda 4. radu

Je zobecnénim Simpsonovy metody; nejprve vypocteme pomocné body a
hodnoty pravé strany v nich,

kin = f(zi,u:),

kio = flzi+ % i kz 1)
kis = flzi+2 h 5 ki),
kis = fl(ay +h yz+hkzg)

Integrdl nahradime linedrni kombinaci téchto hodnot:

h
— (ki,l + Qki,g + Qki,g + ki,4) :

Ay, =
Y75
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aso = f(0.05,0.05 x 9.99688) = 9.99688,

Ptriklad:

|

y' = 10(1 — 12y 4 1*y?),
y(0) =0,

ft,y) =101 — 12y> + 1*y?)
di,o = f(0,0) =10,

as o

ds,o0

£(0.05,0.05 x 10) = 9.99688,
£(0.1,0.1 x 9.99688) = 9.90109.

Y1 = 0.0166667(a, o + 2a,,0 + 2a3 o + a4,0) = 0.998144.

n t, Y, (Euler) Y, (Heun) Y, (Runge-Kutta)
0O 0.0 0.0 0.0 0.0

1 0.1 1.0 0.99505 0.99814
2 0.2 1.99010 1.83994 1.90323
3 03 2.68744 1.99998 2.27305
4 04 2.09780 1.80606 2.08513
5 05 1.85703 1.64398 1.85736
6 0.6 1.65626 1.54332 1.70104
7 0.7 1.60945 1.50988 1.61893
8 0.8 1.56762 1.56258 1.61459
9 09 1.68005 1.75588 1.72850
10 1.0 1.95025 2.33931 2.19565






Rungovy-Kuttovy metody 5: Obecné @ .
Rungovy-Kuttovy metody 10/21

Odhaduji integral [*' f(t,y(t)) dt z nékolika hodnot funkce f v bodech,
ziskanych z vychozich hodnot z;,y; a pomocnych krokd. Tyto hodnoty jsou
zkombinovany tak, aby se vyvkompenzovaly chyby nejnizsich radu.




Vicekrokové metody
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Metody

jednokrokové: vyuzivaji x;,y; a f; = f(xi, ys)
(napf. Rungeovy-Kuttovy),




Vicekrokové metody
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Metody

jednokrokové: vyuzivaji x;,y; a f; = f(xi, ys)
(napf. Rungeovy-Kuttovy),

vicekrokové: vyuzivaji i vysledky predchazejicich kroku, tj. x;,y; a

fi=fzj,y;), j=11—1,...,9— s+ 1 (pro s-krokovou metodu).

Vicekrokové metody dovoluji zvysit rad metody bez pomocnych kroki.

Nicméné k nastartovani s-krokové metody potrebujeme s hodnot
Yo, Y1, - - -, Ys—1. 1y ziskdvame startovaci metodou (nékterou
z jednokrokovych metod).




Adamsovy-Bashforthovy metody (explicitni)
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s hodnotami pravé strany f;, fi_1,..., fi_st1
v uzlovych bodech z;, x;_1,...,T;_s 1
proloZime interpola¢ni polynom ¢; a ten integrujeme misto f(t,y(t)):

Li+1

1

Neni potreba pocitat ;, nebot

s—1
Ayi=h Y wjfi_j,
=0

kde w; jsou pfedem znamé koeficienty.

Polynomem nahrazujeme pravou stranu, f(t,y(t)), nikoli reSeni, y(t) !
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Pro s = 1:
©w; = f; je konstantni = Eulerova metoda.




Pro s = 1:
©w; = f; je konstantni = Eulerova metoda.

Pro s = 2:
@; je linedrni polynom prolozeny body (x;, f;), (z;—1, fi—1),

o) = f;+ Ji _hfz'—l t— ;)

Li+1 h
Ayi:/ g0i<t>dt:hfrg-|—§<fi_fi—1>:

7

" (3~ fic).




Pro s = 1:
©w; = f; je konstantni = Eulerova metoda.

Pro s = 2:
@; je linedrni polynom prolozeny body (x;, f;), (z;—1, fi—1),

o) = f;+ Ji _hfz'—l t— ;)

Ay, = /ZMJrl gpi(t> dt =h f; + % (fz — fi—l) =

7

" (3~ fic).

h
Ay; = B (23f; — 16 f;—1 + 5fi—2),




Pro s = 1:
©w; = f; je konstantni = Eulerova metoda.

Pro s = 2:
@; je linedrni polynom prolozeny body (x;, f;), (z;—1, fi—1),

o) = f;+ Ji _hfz'—l t— ;)

Lg+1 h h
Ay = / pilt)dt = h fi+ 3 (fi— fimr) = 5 (3fi — fin).
Pro s = 3: .
Ay; = B (23f; — 16 f;—1 + 5fi—2),
Pro s = 4:

h
Ay; = o (55f; —59f; 1+ 37fi—oa—9fi_3) .




14/21

R4ad metody je s=pocet bodil pouZitych v aproximaci.
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R4ad metody je s=pocet bodil pouZitych v aproximaci.
Vyhoda:

jednoduchost




14/21

R4ad metody je s=pocet bodil pouZitych v aproximaci.
Vyhoda:

jednoduchost
Nevyhody:

rizna znaménka koeficientll (= zaokrohlovaci chyby)

chyba metody zplsobena extrapolaci polynomem

= snaha vyhnout se extrapolaci




Adamsovy-Moultonovy metody (implicitni)
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Pravou stranu f(¢,y(t)) aproximujeme interpola¢nim polynomem ¢;
prolozenym hodnotami f;, f,_1,..., fi—s+1 @ hodnotou v bodé x;,1, tj.

Jiv1 = f(l“iﬂa yi—i—l) -



Adamsovy-Moultonovy metody (implicitni)
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Pravou stranu f(¢,y(t)) aproximujeme interpola¢nim polynomem ¢;
prolozenym hodnotami f;, f,_1,..., fi—s+1 @ hodnotou v bodé x;,1, tj.

fir1 = f(®iv1, vir1) -
Opét se redukuje na tvar

s—1

Yis1 — Yi = Ay; = h Z wj fij

j=—1

kde w; jsou predem vypoctené koeficienty (zde jiné).




Adamsovy-Moultonovy metody (implicitni)

Pravou stranu f(¢,y(t)) aproximujeme interpola¢nim polynomem ;
prolozenym hodnotami f;, f,_1,..., fi—s+1 @ hodnotou v bodé x;,1, tj.

fit1 = f(%:ﬂa ?/z‘+1> -

Opét se redukuje na tvar

kde w; jsou predem vypoctené koeficienty (zde jiné).

Dostavame rovnici

s—1

Yir1 =Yi thw_1 f(zi1, Y1) + R Z wj fi—;
7=0

pro neznamou hodnotu y;.1, ktera je timto urCena implicitné.




Pro s = 1: ¢; je linearni polynom prolozeny body (x;, fi), (z;11, fir1), tj.

>

<

|
&3\8
E

Q

~~

|
N | S

(fiv1 + fi),
po dosazeni fi1 = f(@it1, Yit1)

h
Yi+1 — Yi = 5

(f(ajiJrl) Yir1) + fz) :




) |
=l
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Pro s = 1: ¢; je linearni polynom prolozeny body (x;, fi), (z;11, fir1), tj.

>

<

|
&3\8
E

Q

~~

|
N | S

(fiv1 + fi),
po dosazeni fi1 = f(@it1, Yit1)

h
2

Yi+t1 — Yi = (f(fl?iﬂa Yir1) + fz‘) -

Pro s = 2:
h

Ay; = 9 (5f (is1, Yirr) + 8 — fim1) s



) |
=l
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Pro s = 1: ; je linearni polynom prolozeny body (x;, fi), (xix1, fit1), tj.

fz'+1 T fz
h <t—£CZ)

pit) = fi+

Li+1 h
Ay; = / pi(t) dt = 5 (fir1+ fi),

po dosazeni fi.1 = f(Tiy1, Yit1)
h
2

Yir1 — Vi = = (f(@is1, Y1) + fi) -

Pro s = 2:
h

Ay; = — (5f<37i+17 Yir1) +8fi — fi—l) ;

12
Pro s = 3:

h

Ay = (9f (@s1,¥01) +19Fi = 5fi1 + fia) .

24
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R4ad metody je s + 1=pocet bodl pouZitych v aproximaci.
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R4ad metody je s + 1=pocet bodl pouZitych v aproximaci.
Vyhoda:

vysSi presnost
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R4ad metody je s + 1=pocet bodl pouZitych v aproximaci.
Vyhoda:

Vv/

vysSi presnost

Nevyhody:

obtizné feseni implicitni rovnice (zfidka mozné exaktné, numerické
reSeni zvysuje slozitost)

| chyba metody zplisobena interpolaci polynomem miize byt znacna




) |
=l
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Metody prediktor-korektor

Zakladem je korektor, coz je néktera z implicitnich metod, v niz se prislusna
rovnice resi numericky.

V j-té iteraci z ni vypocitame odhad y;1 ; hodnoty y;,, pfiemz na prave
stran€ pouzijeme odhad y;; ;_ ziskany v predchozi iteraci.

s—1

Yi+1,j = Yi T h Z w; fz’—j +hw_; f(967;+1, yi+1,j—1> :
§=0

Pocatecni odhad y;.1 o najdeme z vysledk( predchozich krokl (event.
z pocatecnich podminek) jinou metodou, zvanou prediktor, napr. nékterou
z explicitnich metod.




Ridici mechanismus

19/21

P = prediktor (Predictor)
C = korektor (Corrector)
E = vyhodnoceni pravé strany (Evaluation)

NejCastéjSi moznosti:

® cyklus korektoru provadét tak dlouho, dokud neni rozdil
Yit1,; — Yit1,j—1 dostateCné maly,

¢ konstantni pocet k opakovani korektoru, P(EC)E,

¢ jediny prichod korektorem, PECE.




Adamsovy metody
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Prediktor: Adamsova-Bashforthova metoda
Korektor: Adamsova-Moultonova metoda

Priklad: Nejjednodussi varianta Adamsovy metody, s = 1:
Prediktor: Eulerova metoda (1. fadu)

Yir10=Yi +h ;.

Korektor: Adamsova-Moultonova metoda 2. radu

h
Yitrl,j+r1 = Y;i + 5 (fi + f(@it, yiH,j)) :




Adamsovy metody
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Prediktor: Adamsova-Bashforthova metoda
Korektor: Adamsova-Moultonova metoda

Priklad: Nejjednodussi varianta Adamsovy metody, s = 1:
Prediktor: Eulerova metoda (1. fadu)

Yir10=Yi +h ;.

Korektor: Adamsova-Moultonova metoda 2. radu

h
Yitrl,j+r1 = Y;i + 5 (fi + f(@it, yiH,j)) :

Volba startovaci metody (jejiho radu)




Adamsovy metody
20/21

Prediktor: Adamsova-Bashforthova metoda
Korektor: Adamsova-Moultonova metoda

Priklad: Nejjednodussi varianta Adamsovy metody, s = 1:
Prediktor: Eulerova metoda (1. fadu)

Yir10=Yi +h ;.

Korektor: Adamsova-Moultonova metoda 2. radu

h
Yitrl,j+r1 = Y;i + 5 (fi + f(@it, yiH,j)) :

Volba startovaci metody (jejiho radu)

Volba kroku




Richardsonova extrapolace pri reseni @ :
diferencialnich rovnic 21/21

y(x,h) ... numerické feseni v bod€ x, ziskané s krokem h
y(x,2h) ... numerické reseni v bodé€ x, ziskané s krokem 2h

(zde ¢ = 2)

Chyba odhadu g(x, h) bude zhruba 2P x mensi nez chyba odhadu g(x, 2h)
= odhad chyby vysledku 7(x,h) metodou polovi¢niho kroku:

1

i, h) = y(@) ~ (i, 2h) = G, h)).

Odhad vysledku zpresnény Richardsonovou extrapolaci:

y(x) = gz, h) + (g(z, h) — gz, 2h)).

2P — 1



Richardsonova extrapolace pri reseni @ :

diferencialnich rovnic 21/21

(x,h) ... numerické feSeni v bodé x, ziskané s krokem h
(x,2h) ... numerické feSeni v bodé x, ziskané s krokem 2h

Sy &

(zde ¢ = 2)

Chyba odhadu g(x, h) bude zhruba 2P x mensi nez chyba odhadu (x, 2h)
= odhad chyby vysledku 7(x, h) metodou polovi¢niho kroku:

1

i, )~ y(@) ~ o

5 T, 2h) —g(z, h)) .

Odhad vysledku zpresnény Richardsonovou extrapolaci:

1

~ y(x,h

(g(, h) — g(z,2h)).

Richardsonova extrapolace
¢ pasivni
¢ aktivni




Euler Heun

~—

Runge-Kutta Runge-Kutta (45)




(—

Implicit Runge-Kutta Second-Order Euler

w

Milne Adams-Bashforth



T S

Bulirsch-Stoer NDSolve
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