7. Pouziti Z a L transformace, v1.1  -1-
7. Pouziti z-transformace a Laplaceovy transformace,
prenosova funkce analogového a diskrétniho obvodu

Navod na pouziti tohoto dokumentu

e Chcete védét pouze nezbytné minimum, aby na vas nebyli u statnic ptilis zIi?
0 Naucte se tuto prvni stranku.
e Chcete pusobit dojmem, ze mate piehled a néco o tom vite?
0 Naucte se i1 vztahy pro dopiedné transformace (zpétné transformace vétSinou
ucitelé nevyzaduji umét, a kdyz jo, tak jen mimo soutéz :-) ).
0 Dale si prectéte vysvétlujici odstavcee, které nejsou oznaceny dvojcarou, abyste
ziskali pfehled — rozhodné se je ale néjak moc neucte, zbytecné.
e Chcete pusobit dojmem, ze vas tato otdzka opravdu hodné bavi?
0 Naucte se i priklady. Odstavce oznacené dvojCarou jsou specialné pro vas :-)
U zkousky si nenechte skakat do feci a trvejte na tom, Ze to musite fict celé,
protoze je to hrozné dilezité.

K ¢emu jsou tyto transformace dobré?

VA4

transformovat (naptiklad jednotkovy skok a periodické funkce).

e Obé transformace jsou linearni, tudiz se ndm s nimi dobie pracuje.

e Laplaceova transformace je pro spojité systémy, z-transformace pro diskrétni systémy,
jinak jsou totozné.

e Jednoduchy popis systému — pienosova funkce (pomér obrazu vystupu ku vstupu).
Sta&i vynasobit vstup pienosovou funkci a mame vystup .

e Reseni piechodnych jevii v obvodech, feseni jejich odezvy na nejriizndj§i signaly
(pfenosové charakteristiky — odezva na jednotkovy impuls a na jednotkovy skok —
napft. pfipojeni napajeciho napéti).

e Soustavy integro-diferencialnich rovnic pfevadéji na soustavy algebraickych rovnic —
jednodussi reSeni obvodovych rovnic s kondenzatory a induktory.

e VysSetfovani stability systému (poly musi lezet v levé polorovin€ p-roviny ¢i uvnitt
jednotkové kruznic z-roviny) — napt. aby se ndm zesilova¢ nerozkmital.

e Snadny piechod na Fourierovu transformaci (ndhrada ‘p* za ‘jo‘) — wurceni
frekvencnich charakteristik.

Nevyhody
e Ne vse je mozno transformovat.

e Zpétna transformace byva komplikovana, pokud pozadujeme exaktni matematické
feSeni.

* w r 3 . w7 W 7. 4 W W r . w7 . r
V Casové oblasti bychom museli pocitat konvoluéni integral ¢i konvoluéni sumu (viz ptiloha A) mezi vstupnim
signalem a impulsni odezvou systému.
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Definice
Laplaceova transformace jo T  komplexni
. rovinap

— _ -pt :

F(p) = L{f(t)}_£ f (t)e ™dt S
. . f o}
p=o0+ jo (tzv. komplexni kmitocet) ! oblast
sy sl s o . _ ik

f(t)...nejvys polynomialni rast, pro t<0: f(t) =0 i____?r_lf’?_rg_?rfcf

Pfi vypoctu Casto nevychazime z definice, ale pouzivame pievodni slovnik nej¢astéjsSich
vyrazu (viz ptiloha A). F(p) fikame Laplacetiv obraz.

Jedna se o komplexni funkci komplexni proménné p. To znamena, Ze vstupem je komplexni
¢islo a vystupem je také komplexni Cislo. Zamétime-li se v komplexni roviné vstupniho
parametru p pouze na oblast o = 0, ziskdme tim hodnoty Fourierovy transformace (to je
komplexni funkce realné proménné @ - Uhlové frekvence). Laplaceova transformace tedy
v sob¢é ukryva Fourierovu transformaci (FT). Zaméfime-li se pouze na ¢ = 0 a ©>0,
ziskame béznou frekvencéni charakteristiku. Udé€lame-li z t€chto hodnot absolutni hodnotu,
ziskame tim redlnou funkci reédlné proménné @ — modulovou frekven¢ni charakteristiku.

Postup vypoctu zpétné LT: je-li F(p) racionédlni lomend funkce, rozlozime ji na parcidlni
zlomky. Parcialni zlomky transformujeme pomoci slovniku LT a vysledek posc¢itdme (LT je
linearni transformace). Mnohdy se jedna o komplikovanou ¢innost a je jednodussi pfenechat ji
pocitaci.

oblast

Tlm (Z) komplexni
z-transformace konvergence - -

rovina z

n=0 v
z=e""s | Tsje vzorkovaci perioda S
pro n<0: X[n]=0

X(z):Z{x[n]}:ix[n]-z‘n 6

Z-transformace je diskrétnim ekvivalentem Laplaceovy transformace. x[n] je navzorkovany
signal, vznikly ze spojitého signalu takto: X[n]=x'(n-T). Leva polorovina p se transformuje
do jednotkové kruznice z, prava polorovina kruznici obklopuje.

Vypocet z-transformace je jednoduchy — mdme-li navzorkovany signal x[n], tak jedeme
vzorek po vzorku a ndsobime vyrazem z". Nebo milizeme pouZit slovniku z-transformace.

Postup vypoctu zpétné z-transformace: racionalni lomenou funkci X(z) rozloZzime na
parcidlni zlomky a ty jednotlivé zpétné transformujeme pomoci slovniku.
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Prenosova funkce spojitého systému, poly, nuly, stabilita

Pienosova funkce systému je pomér Laplaceovych obrazl vystupu ku vstupu:

1

Nuly jsou takové hodnoty proménné p, které nuluji Citatel Y(p) ptenosové funkce. Poly jsou
takové hodnoty proménné p, které nuluji jmenovatel X(p) prenosové funkce.

Odezva na néjaké buzeni — buzeni vynasobime pfenosovou funkci, odlaplaceujeme:

Y(p)=X(p)-P(p),
yt)=L"{Y(p)}.
Odezva na jednotkovy impuls — dosadime jednotkovy impuls, vysledek je odezva. Jinymi

slovy — chceme-li zjistit impulsni odezvu systému, sestavime jeho pienos P(p) a
odlaplaceujeme:

Y(p)=1-P(p)=P(p),
yt)=L"{Y(p)}.
Odezva na jednotkovy skok — dosadime jednotkovy skok. Jinymi slovy — chceme-li zjistit

pfechodovou charakteristiku systému (napf. odezva obvodu na zapnuti DC napdjeni),
sestavime jeho ptenos P(p), vydelime péckem a odlaplaceujeme:

Y<p>=%-P(p),
yty=L" (Y (p)].

Frekven¢ni charakteristika — v pfenosu P(p) nahradime ‘p’ za ‘jo’.

Stabilita — stabilni systém na konecné buzeni x(t) ddva kone¢nou odezvu y(t):
VteR:|x(t)| <o —|y(t)| <.

Proto odezva na jednotkovy impuls (impulsni charakteristika) musi byt absolutné
integrovatelna (kdyz se zintegruje plocha pod absolutni hodnotou této odezvy, tak musi vyjit
konecné cislo).

Stabilni systém — vSechny poly pfenosové funkce musi leZet v levé poloroviné roviny p
(redlna ¢ast polt musi byt zaporna).

Kdyz se totiz udéla zpétna LT pfenosové funkce, vyjde nam impulsni charakteristika (odezva
na jednotkovy impuls, tedy L™ {1 . P(p) = P(p)}). Poly se zapornou realnou hodnotou se nam
pievedou na exponencidlu s exponentem zaporné Cislo krat ¢as — smérem k nekonecnu se
odezva tlumi. V opacném piipadé¢ by se odezva neustile zvétSovala a systém by stabilni
nebyl. Poly pfesné na hranici (redlna ¢ast nulova) zpiisobi, Ze se odezva nebude ani tlumit, ani
zesilovat — je to hranice stability (napf. zesilova¢ za¢ne misto zesilovani oscilovat).

Prenosova funkce diskrétniho systému, poly, nuly, stabilita

Je to analogické k Laplaceové transformaci — pfenosova funkce systému je pomér z-obrazii
vystupu ku vstupu:

X(2)
Nuly jsou hodnoty z, které nuluji ¢itatel, poly nuluji jmenovatel.

Odezvy na buzeni se pocitaji také obdobn¢, napiiklad impulsni odezvu zjistime zpétnou
z-transformaci pienosu P(z).

Stabilni systém — vSechny poly pienosové funkce museji byt uvnitf jednotkové kruznice z.
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Priklady (jen pro pochopeni problému — u statnic vés z nich ur¢ité zkouset nebudou)

Vypo¢téte pribéh napéti u2(t). Diilezité vztahy
Kapacitor  Z(p) = 1/(pC)
Induktor  Z(p) =pL

Operatorova impedance Z(p) = U(p)/I(p)

R
ul(t) \l/ I I \LuZ(t)
o1 5 U

ul(t)
u2(0.) = uc(0) = 0 —
R=1kQ ‘
C=1uF 0 to — >

Prekreslime a za¢neme pocitat.
u®=U,-1t)-U, -1t -t,)
Ul(p)\L 1/pC \L u2(p) U ( )= U_ Upo e Mo — ﬁ(l_efpto )

p
p(p)=Uz(p)= pC 1 1 1 _ 1000
U,(p) R+L 1+ pRC RC p+i p+1000
pC RC

Poly: p=-1000, Re{p} <0 => systém je stabilni (poly lezi v levé polorovin¢ p-roviny).
1000 U
U =P(p)-U = (1™
2(P)=P(p)-Uy(p) =0~ ( )

Zatneme odlaplaceovavat. Je vidét, ze Up(t) je rozdilem dvou stejnych funkci, druha je
posunuta v ¢ase (viz véta o posunu v ¢ase v piiloze A).

u,(t)=ft)-ft-1)

Fp100Ws AL B Uy Uy [, 10000, g 1000,
(p+1000)p p p+1000 p p-+1000 (0+1000) ~° ~1000
f(t)=U, (1 - e_loom) Us uL(t)
Uz(t)ZUO(I—eflooot)-l(t)—UO(l —1ooottn)1(t t,) [V] /\<u2(t)
0 to _—t>

Urcete impulsni odezvu soustavy podle obrazku.
Blok z' pfedstavuje zpozdovaci &len
zpozd'ujici o jeden vzorek.

y[n]

Sestavime diferen¢ni rovnici:
y[n]=Xx[n—1]+x[n]-2y[n—-2]+3y[n-1].
Impulsni odezvu h[n] ziskame dosazenim jednotkového impulsu o[n] na vstup X[n]:
h[n]=d[n-1]+d[n]-2h[n—-2]+3h[n—1].
Problém — jedna se o rekurentni vztah. Proto transformujeme (dostaneme ptenosovou funkci
H(z)), upravime a podle slovniku v ptiloze A odtransformujeme:
H(z)=1-z"+1-2H(2)z” +3H(2)z"

1+z' 1+z' P+z z(z+1) _ 2z, 3
1-3z2"+227  77(2-3z+2) (z-1)(z-2) (z-1)(z-2) z-1 z-2

Poly: z; =1, z, = 2. Protoze |z2| > 1, tak soustava evidentné neni stabilni.

H(z) =

h[n]= (—2 +3.2" ) -1[n]. Pro rostouci n roste impulsni odezva, soustava opravdu neni stabilni.



Priloha A — slovniky
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Snad neni potieba umét zpaméti, spi§ védet jen par piiklada — zaklad je umét alespon obraz

jednotkového impulsu a jednotkového skoku.

1(t)

o(t) ... Diractiv jednotkovy impuls

Laplaceova transformace

... jednotkovy skok (oznacovan také H(t) nebo n(t))

f(t) F(p)
a-f(t)+b- f,(t) a-F(p)+b-F,(p) linearita
i PF(P)— P £(0,)= P 10,) == p*f"(0,) | derivace
0 F
j f(r)dr F» integral
0 p
fi)= f,(t) =
t F -G
_ I £ (2)- £, (t—0)dr (p)-G(p) konvoluce
0
f(t-t,) F(p)-e™™ posun v ¢ase
f(t)-e* F(p-a) posun obrazu
1 p zména
f(at), a>0 a ( aj méfitka
o(t) 1
1(t) 1/p
eat 1 t L
\ b=e ikladni
. 5 zakladni
t-1(t) 1/p obrazy
@
in(wt)-1(t
sin(awt) - 1(t) pz P
cos(awt)-1(t) P
pZ + a)Z
z-transformace
x[n] X(2)
a-x[n]+b-x,[n] a-X,(2)+b-X,(2) linearita
X[n+1]—x[n] (z-D)X(z)—z-x0] diference
X [N]*x,[n] =D x[k]-X,[n—k] X,(2)- X,(2) konvoluce
k=0
Xin—n,] X(z)-z7™ posun v ,Case*
o[n] 1
1 .
[n] 7—1 zékladni obrazy
Z
"1 _c
a -1[n] - a
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Priloha B — pro chytré hlavy

Laplace
Podminkou f(t) u Fourierovy transformace (FT) bylo, Ze musi byt absolutn¢ integrovatelna:

T|f(t)|dt<oo

Defini¢ni vztah LT se d4 rozepsat F(p) = J- f(t)e ™dt = J- f (e e dt
0 0

Jedna se tedy o FT, ktera je pfenasobena ,tlumici exponencidlou e . Cim vétii o, tim
rychleji je f(t) pro t > 0 tlumena. Cim déle v &ase, tim vice je prabéh zatlumen. Pro zdporné
¢asy by to naopak zesilovalo. Snahou je rozsitit obor funkei f(t), které ptijdou transformovat.
Proto se dohodlo, ze f(t) pro t < 0 bude 0. To je pro mnoho piipadi v pohod¢ splnitelny
predpoklad, protoze nas vétSina déji zacind zajimat od néjakého okamziku t = 0 a co se délo
predtim, to nas nezajima. Upraveni funkce f(t) je jednoduché — staci ji vynasobit jednotkovym
skokem.

Tlumici exponenciala ndm zajisti, Ze mnoho funkci, které plivodné absolutné integrovatelné
nebyly, nyni budou. Tyka se to naptiklad periodickych funkei, které pomoci FT transformovat
nebylo mozné, déle naptiklad jednotkovy skok (ktery se ndm piitom vyskytuje velmi Casto,
naptiklad v ptfechodnych jevech). Pro kazdou f(t) s maximalné polynomialnim ristem lze najit
takovou hrani¢ni hodnotu o, Ze pro ni a vétSsi o uz bude mozno integral spocitat — bude
zajiSténa konvergence. Pokud budeme chtit udélat zpétnou transformaci, sta¢i si vzit toto
dostate¢né velké o a vypocitat pro néj nasledujici integral — jedna se opét vlastné o zpétnou
FT, kde akorat funkci ptendsobime tentokrat ,,zesilujici exponencidlou®, abychom ziskali
puvodni funkci f(t). Pro toto zvolené o ,,projedeme” hodnoty @ od -0 do o. Vysledek
nesmime zapomenout pienasobit jednotkovym skokem, protoze pro t<0: f(t) = 0.

o+ joo
f(t)=L"{F(p)} = % J F(p)e™dp-1(t) Zpétna Laplaceova transformace

o—jo

Miizeme se setkat s jinym zapisem Zpétné LT, vychdzejicim z reziduové véty — meze mohou
byt kladné orientovand uzaviena kiivka C, kterd obepinad vSechny poly funkce v komplexni
roving p. Neintegrujeme pak po pfimce rovnob&zné s imaginarni osou, ale po uzaviené kiivce.
Matematicky lze ukazet, ze pokud maji vSechny poly redlnou soutfadnici o mensi neZ nami
zvolena o, pak jsou oba postupy ekvivalentni.

Zpétna z-transformace

Je definovéna vztahem, vychdzejicim z reziduové véty:

x(n]=Z"{X(2)} = %Jcﬁc X(z)-z"'dz-1[n],

kde C je jednoduchéd uzaviend a kladné orientovana kiivka lezici v oblasti konvergence a
obklopujici po€atek. Vysledek je nasoben jednotkovym skokem, aby pro n<0: x[n]=0.
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