
4. Mechatronika

4.1. Úvod

4.1.1. Vymezení pojmu mechatronika

Mechatronika sjednocuje pohled na elektromechanické obvody a celé elektromecha-

nické systémy. Jejím základem jsou diferenciální rovnice popisující dynamické vlastnosti

jednotlivých prvkù systému, z nich¾ se poté odvozuje chování celku.

Z teoretické mechaniky je známa obecná metodika sestavování pohybových rovnic

mechanických soustav Lagrangeovými rovnicemi. Lze snadno ukázat, ¾e k urèení stavu

mechanické soustavy lze kromì kartézských èi jiných souøadnic vyu¾ít i jiných paramet-

rù, jejich¾ poèet odpovídá poètu stupòù volnosti soustavy. Tyto parametry se nazývají

zobecnìné souøadnice a v literatuøe se vìt¹inou oznaèují xi. Jejich výbìr je do znaèné

míry libovolný; provádí se v¹ak pokud mo¾no tak, aby dynamické zákony pohybu byly

jejich pomocí popsány co nejjednodu¹eji.

Tato metodika ov¹em platí i pro jiné ne¾ mechanické systémy, napø. pro obvody

elektrické, regulaèní apod.). Zde bývají zobecnìnými souøadnicemi rùzné vhodné fyzi-

kální velièiny a jejich derivace (výchylky, elektrická napìtí, proudy, teploty, tlaky atd.).

Èasto se volí tak, aby pro rovnová¾ný stav systému platilo

x1 = x2 = ::: = xn = 0 ; (4:1:1:1)

v takovém pøípadì se jedná o odchylky od rovnováhy.

4.1.2. Lagrangeovy rovnice druhého druhu

Lagrangeovy rovnice druhého druhu, které popisují dynamické vlastnosti daného

systému mají tvar
d

dt

@T

@ _x1
�

@T

@x1
= Q1

: :

: :

d

dt

@T

@ _xn
�

@T

@xn
= Qn ; (4:1:2:1)

kde x1; x2; :::; xn jsou zobecnìné souøadnice, T = T (x1; _x1; x2; _x2; :::; xn; _xn) je kinetická

energie systému a Q1; Q2; :::; Qn zobecnìné síly pùsobící na systém.

Zobecnìné síly mohou obecnì mít tøi slo¾ky

Qi = Qki +Q ~Ri + Fi ; (4:1:2:2)

kde slo¾ka Qki reprezentuje síly konzervativní, slo¾ka Q ~Ri síly charakterizující rozptyl

(dissipaci) energie a slo¾ka Fi síly vnìj¹í.

Slo¾ky konzervativních sil lze stanovit zápornou derivací potenciální energie podle

zobecnìné souøadnice. Oznaèíme-li potenciální energii systému V = V (x1; x2; :::; xn),

pak

Qk = �rV ) Qki = �
@V

@xi

: (4:1:2:3)
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Existuje-li navíc ve vy¹etøované soustavì rozptyl (dissipace) energie, jako napøíklad

tøení, objevuje se na pravé stranì dal¹í èlen Q ~Ri, který lze urèit ze vztahu

Q ~Ri
= �

@ ~R

@ _xi
; (4:1:2:4)

kde ~R je dissipativní funkce charakterizující rychlost rozptylu energie v systému. Práce

sil Q ~Ri se pak rovná zápornì vzaté hodnotì rozptylové funkce ~R. Pùsobí-li na systém

je¹tì vnìj¹í síly Fi(t), mù¾eme soustavu rovnic (4.1.2.1) pøepsat do tvaru

d

dt

@T

@ _x1
�

@T

@x1

= �
@V

@x1

�
@ ~R

@ _x1
+ F1(t)

: :

: :

d

dt

@T

@ _xn
�

@T

@xn
= �

@V

@xn
�

@ ~R

@ _xn
+ Fn(t) : (4:1:2:5)

Jestli¾e uva¾ujeme malé zmìny souøadnic systému od rovnová¾ného stavu, mù¾eme ob-

vykle zanedbat zmìny kinetické energie podle zobecnìných souøadnic (napøíklad u re-

gulaèních procesù), tak¾e soustava (4.1.2.5) nabude tvaru

d

dt

@T

@ _x1
+
@V

@x1
+

@ ~R

@ _x1
= F1(t)

: :

: :

d

dt

@T

@ _xn
+
@V

@xn
+

@ ~R

@ _xn
= Fn(t): (4:1:2:6)

Vnìj¹í síly Fn je nìkdy vhodné vyjádøit pomocí vnìj¹ích výkonù, které se oznaèují pís-

menem N (Fn = @N
@ _xn

). Pokud vnìj¹í síly vyvolávají dostateènì malé odchylky, vede

soustava (4.1.2.6) parciálních diferenciálních rovnic po linearizaci na soustavu obyèej-

ných diferenciálních rovnic ve tvaru

D11x1 +D12x2 + :::::::+D1nxn = F1(t)

: :

: :

Dn1x1 +Dn2x2 + :::::::+Dnnxn = Fn(t) ; (4:1:2:7)

kde

Dij = aij
d2

dt2
+ bij

d

dt
+ cij ; (4:1:2:8)

pøièem¾ aij ; bij a cij jsou konstanty.

Naznaèený postup má velký teoretický význam a je dostateènì obecný. Je v¹ak

souèasnì velmi slo¾itý. Pøi øe¹ení bì¾ných úloh proto radìji sestavujeme rovnice pro
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jednotlivé prvky soustavy oddìlenì, a to na základì fyzikálních zákonù, kterými se po-

chody probíhající v tìchto prvcích øídí (zákon zachování hmoty, energie, Newtonovy

zákony, d'Alembertùv princip, Kirchho�ovy zákony atd.). I zde bývají zpravidla vý-

sledkem nelineární diferenciální rovnice. Jejich øe¹ení ov¹em vìt¹inou nelze realizovat

analytickými prostøedky; nezbytná je aplikace vhodné numerické metody. Chceme-li

nicménì získat alespoò základní pøedstavu o chování systému, je mo¾no v urèité oblasti

tyto rovnice linearizovat.

Pou¾ití Lagrangeových rovnic budeme nejprve ilustrovat na tøech pøíkladech z kla-

sické mechaniky.

1. Pohybové rovnice dvojitého matematického kyvadla
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Obr. 4.1: K odvození rovnic dvojitého matematického kyvadla

Podle obr. 4.1 mají jednotlivé závìsy délky l1 a l2 a hmotnosti kulièek jsou m1

a m2. Za zobecnìné souøadnice je rozumné volit úhly '1 a '2 (úhly, které svírají závìsy

se svislicí). Poèáteèní podmínky mohou být de�novány napøíklad takto: '1(0) = '10,

'2(0) = '20, _'1(0) = 0, _'2(0) = 0. Zøejmì se jedná o pohyb v konzervativním silovém

poli bez dissipace.

Nejprve musíme urèit potenciální a kinetickou energii soustavy. Kartézské souøad-

nice obou hmotných bodù podle obr. 4.1 jsou

x1 = l1 sin'1 ; y1 = �l1 cos'1 ;

x2 = l1 sin'1 + l2 sin'2 ; y2 = �l1 cos'1 � l2 cos'2 : (4:1:2:9)

Odtud

_x1 = l1 _'1 cos'1 ; _y1 = l1 _'1 sin'1 ;

_x2 = l1 _'1 cos'1 + l2 _'2 cos'2 ; _y2 = l1 _'1 sin'1 + l2 _'2 sin'2 : (4:1:2:10)

Kinetická energie soustavy T se nyní urèí jako

T =
m1

2
( _x2

1
+ _y2

1
) +

m2

2
( _x2

2
+ _y2

2
) ;

co¾ po dosazení a úpravì dává

T =
m1 +m2

2
l
2

1
_'2

1
+
m2

2
l
2

2
_'2

2
+m2l1l2 _'1 _'2 cos('1 � '2) : (4:1:2:11)
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Potenciální energii V soustavy získáme jako

V =m1gy1 +m2gy2 = �(m1 +m2)gl1 cos'1 �m2gl2 cos'2 : (4:1:2:12)

Dosazením velièin do Lagrangeových rovnic (4.1.2.5) s uvá¾ením nulové dissipace a nu-

lových vnìj¹ích sil obdr¾íme pohybové rovnice ve tvaru

�'1 +
g

l1

sin'1 = �
m2l2

(m1 +m2)l1
[ �'2 cos('1 � '2) + _'2

2
sin('1 � '2)] ;

�'2 +
g

l2

sin'2 =
l1

l2

[ _'2

1
sin('1 � '2)� �'1 cos('1 � '2)] : (4:1:2:13)

Vùèihlednì se jedná o rovnice dvou kyvadel konajících vynucené kmity. Jejich øe¹ení

v uzavøeném tvaru neexistuje. Integraci lze provést jen tehdy, jsou-li kmity malé (pak

sin� � � a cos� � 1� �
2); ani potom v¹ak øe¹ení v uzavøeném tvaru nezískáme.

2. Pohybová rovnice Wattova regulátoru

Schéma Wattova regulátoru je na obr. 4.2. Pro jednoduchost pøedpokládejme, ¾e

se regulátor otáèí konstantní rychlostí !. Zobecnìnou souøadnicí pro nás bude úhel '.

� � � �

� �

� �

� �

�
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�

Obr. 4.2: Ke stanovení pohybové rovnice Wattova regulátoru

Pøi urèování kinetické energie je nutno brát v úvahu to, ¾e obì hmotnosti m1

vykonávají jednak pohyb kruhový kolem osy y a dále pohyb otáèivý okolo vrcholu úhlu

'. Vliv kruhového pohybu hmotnosti m2 lze zøejmì zanedbat. Pak

x1 = l sin' ; y1 = �l cos' ;

x2 = 0; ; y2 = �2l cos' ; (4:1:2:14)

_x1 = l _' cos' ; _y1 = l _' sin' ;

_x2 = 0; ; _y2 = 2l _' sin' : (4:1:2:15)

Kinetická a potenciální energie se nyní urèí jako

T = m1( _x
2

1
+ _y2

1
+ x

2

1
!
2) +

m2

2
( _x2

2
+ _y2

2
) =m1l

2( _'2 + !
2 sin2 ') + 2m2l

2 _'2 sin2 ' ;
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V = 2m1gy1 +m2gy2 = �2(m1 +m2)gl cos' : (4:1:2:16)

Po dosazení za T a V do Lagrangeových rovnic získáme pøíslu¹nou pohybovou rovnici

ve tvaru

(m1 + 2m2 sin
2
') �'+ 2m2 _'

2 sin' cos'�m1!
2 sin' cos'+

(m1 +m2)g

l
sin' = 0 :

(4:1:2:17)

Ani tato diferenciální rovnice druhého øádu s promìnnými koe�cienty neposkytuje øe-

¹ení v uzavøeném tvaru. Je ji mo¾no øe¹it napø. numericky nebo rozvojem do mocninné

øady.

3. Rotaèní pohyb na pru¾inì

Jedná se o rotaèní pohyb tìlesa o hmotnostim buzený vnìj¹ím momentemM podle

obr. 4.3. Tìleso je uchyceno ke støedu otáèení pru¾inou o zanedbatelné hmotnosti a kon-

stantì K. Pohyb tìlesa je lineárnì tlumen tøením o podlo¾ku (tøení je charakterizováno

konstantou tlumení B).
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Obr. 4.3: Nákres uspoøádání

Za zobecnìné souøadnice budeme pokládat polární souøadnice r a '. Pak

x = r cos' ; y = r sin' ;

_x = _r cos'� r _' sin' ; _y = _r sin'+ r _' cos' : (4:1:2:18)

Nyní ji¾ lze stanovit velièiny �gurující v Lagrangeových rovnicích takto:

- kinetická energie tìlesa

T =
1

2
m( _x2 + _y2) =

1

2
m( _r2 + r

2 _'2) ;

- potenciální energie pru¾iny

V =
1

2
K(x2 + y

2) =
1

2
Kr

2
;

- dissipativní funkce

~R =
1

2
B( _x2 + _y2) =

1

2
B( _r2 + r

2 _'2) ;
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- výkon ze soustavy (odpovídá vnìj¹ím silám)

N =M _' : (4:1:2:19)

Po dosazení do Lagrangeových rovnic pro obì zobecnìné souøadnice dostaneme pohy-

bové rovnice ve tvaru

m�r +B _r +Kr = mr _'2
;

mr
2 �'+Br

2 _'+ 2mr _r _' =M : (4:1:2:20)

I tyto rovnice jsou nelineární a jejich øe¹ení v uzavøeném tvaru neexistuje.

4.2. Lagrangeovy rovnice a elektrické systémy

4.2.1. Analogie mezi mechanickými a elektrickými velièinami

Mezi mechanickými a elektrickými velièinami lze na základì podobnosti diferen-

ciálních rovnic popisujících mechanické a elektrické obvody vysledovat øadu analogií.

Jako pøíklady lze uvést:

hmotnost m indukènost L

konstanta tlumení B rezistance R

konstanta pru¾iny K pøevrácená hodnota kapacity 1=C

zobecnìná souøadnice x náboj q

zobecnìná rychlost _x proud i

zobecnìná budicí síla F napìtí u

Nyní ji¾ na základì pøedchozích analogií mù¾eme de�novat velièiny analogické

k funkcím T , V , ~R a N :

funkce mechanický systém elektrický obvod

T
1

2

P
kmk _x

2

k
1

2

P
k Lki

2

k

V
P

kmkgxk (1
2

P
kKkx

2

k)
1

2

P
k

1

Ck
q
2

k

~R 1

2

P
k Bkl( _xk � _xl)

2 1

2

P
k Rki

2

k

N
P

k Fk _xk
P

k ukik

Uva¾ujme sériový elektrický RLC obvod napájený ze zdroje napìtí u. Pak

T =
1

2
Li

2
; V =

1

2

q
2

C
; ~R =

1

2
Ri

2
: (4:2:1:1)

Dosazení tìchto velièin do Lagrangeovy rovnice

d

dt

@T

@i
= �

@V

@q
�
@ ~R

@i
+ u ;

vede okam¾itì k výsledku

d

dt
(Li) = �

q

C
�Ri+ u ! Ri+

d

dt
(Li) +

1

C

Z
idt = u : (4:2:1:2)
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Naznaèeným postupemmù¾eme sestavovat diferenciální rovnice i pro slo¾itìj¹í typy

obvodù. Rozeberme si situaci v obvodu podle obr. 4.4.
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Obr. 4.4: K odvození diferenciálních rovnic ve slo¾itìj¹ím elektrickém obvodu

Zobecnìné souøadnice jsou procházející náboje q1 a q2. Pøi oznaèení velièin podle

obrázku ji¾ mù¾eme stanovit jednotlivé skalární funkce

T =
1

2
L1 _q

2

1
;

V =
1

2C1

(q1 � q2)
2 +

1

2C2

q
2

2
;

~R =
1

2
R1 _q

2

1
+

1

2
R2 _q

2

2
;

N = u1 _q1 � u2 _q2 : (4:2:1:3)

Nutno je pouze dodr¾ovat jistou opatrnost pøi urèování znamének vnìj¹ích výkonù

(výkon je dodáván ze zdroje 1 a odebírán v bodì 2).

Jsou-li parametry elektrického obvodu (rezistance, indukènosti a kapacity) kon-

stantní, vychází po dosazení do Lagrangeových rovnic tyto vztahy:

L1�q1 = u1 �R1 _q1 �
1

C1

(q1 � q2)

a

0 = �u2 �R2 _q2 �
1

C1

(q2 � q1) �
1

C2

q2 : (4:2:1:4)

Z výsledkù je patrno, ¾e výsledné rovnice jsou obyèejné diferenciální rovnice prvního

a druhého øádu, které popisují èasový prùbìh nábojù protékajících obìma obvody.

Vzhledem ke snaz¹ímu urèování poèáteèních podmínek se ov¹em v obvodáøské praxi

zpravidla poèítá s proudy, tedy s hodnotami _q1 a _q2.

4.2.2. Linearizace diferenciálních rovnic

Pøedpokládejme, ¾e vy¹etøovaný systém sestává z nìkolika prvkù. Ka¾dý z prv-

kù je charakterizován závislostí své odezvy na primární vzruch. Tato závislost v¹ak

bývá obecnì nelineární (jako pøíklad lze uvést indukènost cívky s feromagnetickým jád-

rem, která závisí na jeho sycení a tedy na protékajícím proudu). Linearizace uvedené

charakteristiky se obvykle provádí tak, ¾e na základì zku¹enosti vymezíme pracovní

oblast prvku za daných vnìj¹ích podmínek, a v ní pøedpokládáme lineární závislost

mezi vzruchem a odezvou. Jedná se tedy o náhradu nelineární charakteristiky teènou

v pracovním bodì. Výpoèty se tak podstatnì zjednodu¹í. Na druhou stranu si musíme

uvìdomit, ¾e takto získané øe¹ení je dostateènì korektní pouze v blízkosti zmínìného

pracovního bodu.
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4.3. Elektromechanické systémy a metodika jejich øe¹ení

4.3.1. Úvodní poznámka

V systémech obsahujících elektrické i mechanické èásti se setkáváme s problémem

správnì popsat jejich vzájemnou vazbu. Ta se napøíklad u stejnosmìrného motoru vy-

jadøuje vztahy pro napìtí a toèivý moment, pøièem¾ se zpravidla uplatòuje zmínìná

linearizace. V dal¹ích pøípadedech se mù¾e jednat o silové úèinky (vtahování ¾elezného

jádra do cívky elektromagnetu apod.).

4.3.2. Ilustrativní pøíklady

1. Stejnosmìrný motor s cizím buzením

Pøíslu¹né rovnice odvodíme ze stavových funkcí (energie, dissipace) a zobecnìných

sil. Nákres uspoøádání je znázornìn na obr. 4.5.
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Obr. 4.5: K odvození rovnic popisujících stejnosmìrný motor s cizím buzením

Nejprve zavedeme tøi zobecnìné souøadnice q1 ( _q1 = i1), q2 ( _q2 = i2) a ' ( _' = !).

Pak lze psát

- T = 1

2
L1 _q

2

1
+ 1

2
L2 _q

2

2
+ 1

2
J _'2,

- V = 0,

- ~R = 1

2
R1 _q

2

1
+ 1

2
R2 _q

2

2
,

- zobecnìná síla v budicím obvodu je u1, v obvodu kotvy u2 � ui a v mechanickém

obvodu Mh �mz,

pøièem¾ indukované napìtí ui = Ku� _' a hnací moment Mh = Km� _q2 (� = L1 _q1 =
N1 _q1
Rm

). Po dosazení do Lagrangeových rovnic dostáváme

d

dt
(L1 _q1) = �R1 � _q1 + u1 ;

d

dt
(L2 _q2) = �R2 � _q2 + u2 � ui ;

d

dt
(J _') =Mh �mz : (4:3:2:1)
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Pokládáme-li velièiny R1, R2, L2, Rm1, J , Ku a Km za konstantní, lze pøedchozí tøi

rovnice pøevést do tvaru

u1 = R1i1 +N1

d�

dt
pro budicí obvod ;

u2 = R2i2 + L2

di2

dt
+ ui pro obvod kotvy ;

J
d!

dt
=Mh �mz momentová rovnice : (4:3:2:2)

V tìchto rovnicích vystupují známé velièiny u1, u2 a mz. Neznámými jsou i2, ! a �,

z nich¾ lze posléze odvodit dal¹í velièiny, jako napø. i1, ui a Mh. Soustava je obecnì

nelineární díky souèinùm �! a �i2 ve vztazích pro indukované napìtí kotvy a pro

velikost hnacího momentu. Budeme-li v¹ak s malou chybou pøedpokládat, ¾e budicí

proud i1 a následnì tok � jsou také konstantní, zjednodu¹í se pøedchozí soustava na

tvar

u1 = R1i1 ;

u2 = R2i2 + L2

di2

dt
+K3! ;

J
d!

dt
= K4i2 �mz(t) : (4:3:2:3)

Po zderivování druhé z rovnic a dosazení z tøetí rovnice bychom získali diferenciální

rovnici druhého øádu pro u2 a opaèným zpùsobem podobnou rovnici pro !. Zanedbáme-

li navíc indukènost L2, nabude rovnice pro ! tvaru

J
d!

dt
+
K3K4

R2

! =
K4u2

R2

�mz(t) (4:3:2:4)

s pomìrnì jednoduchým øe¹ením.

Slo¾itìj¹í je situace tehdy, má-li høídel nenulový moment setrvaènosti J2, je pru¾-

ný (K) a existuje-li tlumení B1 a B2 (obr. 4.6). Buzení (tok �) nyní pokládejme za

konstantní.

�

�

�

� � �
� �



�

�

�

� � � � �

��

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�


�

	 	� �

� �
��

� � � � � � � � � �
	 	 
 � 
 � � 

	 	 	 	 	 	 � � � � � 	
 � � � � � � � � �
	 	 	 	 	 
 � 
 � � 

	 	 	 	 	 	 � � � � � 	
 � � � � � � � � �
	 	 	 	 	 
 � 
 � � 

 � � � �

�

� �

��

Obr. 4.6: Cize buzený motor s pru¾ným høídelem a tlumením
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Zavedeme-li nyní tøi zobecnìné souøadnice q2, '1 a '2, dostaneme

- T = 1

2
L2 _q

2

2
+ 1

2
J1 _'

2

1
+ 1

2
J2 _'

2

2
,

- V = 1

2
K('1 � '2)

2,

- ~R = 1

2
R2 _q

2

2
+ 1

2
B1 _'

2

1
+ 1

2
B2 _'

2

2
,

- N = (u2 � ui) _q2 +Mh _'1 �mz _'2,

kde ui = K3 _'1 a Mh = K4 _'1 a konstanty K3 a K4 plynou z pøedchozího odstavce. Po

dosazení do Lagrangeových rovnic bude

d

dt
(L2 _q2) = �R2 _q2 + u2 � ui ;

d

dt
(J1 _'1) = �K('1 � '2) �B1 _'1 +Mh �K3 _q1 ;

d

dt
(J2 _'2) = �K('2 � '1)�B2 _'2 �mz : (4:3:2:5)

Lze-li pokládat velièiny L2, J1 a J2 za konstanty, obdr¾íme nakonec soustavu tøí dife-

renciálních rovnic druhého øádu ve tvaru

u2 = R2 _q2 + L2�q2 +K3 _'1 ;

K4 _q1 = J1 �'1 +B1 _'1 +K('1 � '2) ;

K('1 � '2) = J2 �'2 +B1 _'2 +mz : (4:3:2:6)

2. Stejnosmìrný motor se sériovým buzením

Základní schéma je na obr. 4.7

�

�

�

�

�

�

� � �

�

	

�




�

��

� �

Obr. 4.7: K odvození rovnic stejnosmìrného motoru se sériovým buzením

Ve schématu na obr. 4.7 pøedstavuje R souèet v¹ech rezistancí zapojených v sérii. In-

dukènosti pokládejme za konstanty. Zvolíme-li za zobecnìné souøadnice q a ', získáme
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pøi zachování pøedchozího postupu:

- T = 1

2
(L1 +L2) _q

2 + 1

2
J1 _'

2,

- V = 0,

- ~R = 1

2
R _q2,

- N = (u� ui) _q + (Mh �mz) _'.

Zde je opìt ui = Ku� _' a Mh = Km� _q. Po dosazení do Lagrangeových rovnic máme

d

dt
(L1 + L2) _q = �R _q + u� ui ;

d

dt
(J _') =Mh �mz : (4:3:2:7)

Jsou-li parametry L1, L2 a J konstantní, lze tyto rovnice upravit do tvaru

u = R _q + L�q +Ku

N1 _q

Rm

_';

J �' = Km

N1

Rm

_q2 �mz(t) : (4:3:2:8)

Obì tyto rovnice jsou nelineární.

3. Obvod obsahující cívku se ¾elezem (elektromagnet)

Jedná se o obvod znázornìný na obr. 4.8. Promìnná indukènost je reprezentována

cívkou s ¾elezným jádrem. Po pøipojení obvodu ke zdroji jím zaène protékat proud

a jádro o hmotnosti m je vtahováno do cívky. Tím se mìní indukènost obvodu L, která

je funkcí x.

�

�

�

� � � � � �

� � � � �

�

Obr. 4.8: Elektrický obvod obsahující elektromagnet

Pøi zavedení zobecnìných souøadnic q a x mají vstupní velièiny Lagrangeových rovnic

tvar (mechanickou dissipaci zanedbáváme)

- T = 1

2
L _q2 + 1

2
m _x2,

- V =mgx,

- ~R = 1

2
R _q2,

- N = u _q.

Dosazením do Lagrangeových rovnic dostáváme

u = R _q +
d

dt
(L _q) ;
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d

dt
m _x �

@

@x
(
1

2
L _q2) = �mg ; (4:3:2:9)

druhou rovnici lze pøepsat do tvaru

m�x =
1

2
_q2
@L

@x
�mg ;

pøièem¾ první èlen na pravé stranì oznaèuje sílu F , kterou pùsobí cívka na jádro.

Úloha je zøejmì nelineární a pøi jejím øe¹ení musíme spojit znalost teorie obvodù a teorie

elektromagnetického pole. Indukènost cívky pøi dané poloze jádra je toti¾ nutno spoèítat

z energie magnetického pole pomocí vztahu

L =
2W

i2
: (4:3:2:10)

Výpoèty lze realizovat výluènì numerickými metodami, pøièem¾ je mo¾no postupovat

následujícím zpùsobem:

1. Pro poèáteèní polohu jádra v cívce se pøi zvoleném, dostateènì malém proudu,

spoète rozlo¾ení magnetického pole (napø. metodou koneèných prvkù), z nìho se

urèí energie cívky a z ní podle (4.3.2.10) indukènost.

2. Z rozdílu energie pole pøi poèáteèní poloze jádra a v poloze zmìnìné o �x se poté

urèí síla F pùsobící na jádro v poèáteèním okam¾iku.

3. Numerickým øe¹ením druhé rovnice v (4.3.2.9) se urèí pro zvolené �t posun jádra

�x.

4. Numerickým øe¹ením první rovnice v (4.3.2.9) se urèí proud i v èase �t.

5. Pro novì získané hodnoty x a i se znovu urèí rozlo¾ení magnetického pole cívky,

velikost energie, indukènosti a síly pùsobící na jádro a vy¹etøí se velikost x a i

v dal¹ím èasovém okam¾iku. Stejným zpùsobem se pokraèuje dál a dál.

Podobnì lze vy¹etøit úlohu znázornìnou na obr. 4.9. Mezi póly elektromagnetu

jsou dvì pru¾iny o konstantì K, které brání pøitahování kotvy, navíc se zde uplatòuje

lineární tøení B. Indukènost L cívky je opìt funkcí polohy kotvy.
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Obr. 4.9: Elektromagnet s uplatnìním vlivu pru¾in a tøení

Oznaème opìt hmotnost kotvy písmenem m. Pøi zavedení zobecnìných souøadnic

q a x obdr¾íme

12



- T = 1

2
L _q2 + 1

2
m _x2,

- V = 2 � 1
2
Kx

2 = Kx
2,

- ~R = 1

2
R _q2 + 1

2
B _x2,

- N = u _q.

Po dosazení do Lagrangeových rovnic bude

u = R _q +
d

dt
(L _q) ;

d

dt
m _x�

@

@x
(
1

2
L _q2) = �2Kx�B _x ; (4:3:2:11)

druhou rovnici lze pøepsat do tvaru

m�x =
1

2
_q2
@L

@x
� 2Kx�B _x :

Numerické øe¹ení lze realizovat podobným postupem jako v pøedchozím pøíkladì.

4.4. Nìkteré analogie

mezi mechanickými a elektrickými obvody

4.4.1. Úvodní poznámka

Ji¾ z pøedchozí kapitoly vyplývá, ¾e mezi mechanickými a elektrickými obvody exi-

stují úzké analogie. Pøitom hmotnost odpovídá indukènosti, viskózní tlumení rezistanci

a úèinky pru¾iny pøevrácené hodnotì kapacity. V dal¹ím textu si tyto analogie budeme

ilustrovat na vybraných pøíkladech.

4.4.2. Vybrané pøíklady

1. Proporcionální èlen

� �
� �
�

� �
�

�

�� �
� �

Obr. 4.10: Elektrický a mechanický proporcionální èlen

Proporcionální èlen je takový prvek, u nìho¾ je výstupní signál v¾dy pøímo úmìrný

signálu vstupnímu a pøitom se zmìny vstupu na výstup pøená¹ejí okam¾itì, bez zpo¾-

dìní. Pøíkladem takového èlenu mù¾e být odporový dìliè, jeho analogií v mechanice

napø. dvojramenná páka (obr. 4.10).

Pro dìliè napìtí platí

u2 = K0u1 ; K0 =
R2

R1 +R2

;
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zatímco pro páku (pokládáme-li za vstupní a výstupní velièinu délku oblouku)

x2 = K0x1 ; K0 =
l2

l1
: (4:4:2:1)

Konstantì K0 se øíká konstanta pøenosu. Obrazový pøenos F (p) je de�nován jako

F (p) =
X2(p)

X1(p)
=
K0

p
: (4:4:2:2)

2. Zpo¾ïující èlen

Jedná se o èlen, kde dochází k urèitému zpo¾dìní výstupního signálu za signálem

vstupním. Pøivedeme-li napøíklad na vstup zpo¾ïujícího èlenu sinusový signál, objeví se

takový signál i na výstupu, ale fázovì opo¾dìn. Rozeznáváme zpo¾ïující èleny prvního

a druhého øádu.

Na obr. 4.11 jsou znázornìny dva typy zpo¾ïujícího èlenu prvního øádu, na obr.

4.12 jejich mechanická analogie sestávající z tlumenì kmitající pru¾iny.
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Obr. 4.11: Dva typy elektrického zpo¾ïujícího èlenu
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Obr. 4.12: Mechanický zpo¾ïující èlen

První obvod na obr. 4.11 je popsán následujícími rovnicemi

u1 = Ri +
1

C

Z
idt ; u2 =

1

C

Z
idt

a po úpravì

u1 = RC
du2

dt
+ u2 : (4:4:2:3)

Má-li rovnice zpo¾ïujícího èlenu tvar K0u1 = T1u
0

2
+ u2, pak K0 = 1 (konstanta

pøenosu) a T = RC (èasová konstanta). Pro druhý obvod dostaneme podobnì

u1 = L
di

dt
+ u2 ; i =

u2

R
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a po úpravì

u1 =
L

R

du2

dt
+ u2 : (4:4:2:4)

Zde K0 = 1 a T = L
R
.

Koneènì mechanické schéma na obr. 4.12 je popsáno rovnicí

B

K

dx2

dt
+ x2 = x1 ; (T =

B

K
; K0 = 1) ; (4:4:2:5)

kde B je èinitel tlumení a K je konstanta pru¾iny.

Typický zpo¾ïující èlen prvního øádu je reprezentován napø. buzením synchronního

alternátoru, (schéma je na obr. 4.13).
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Obr. 4.13: Buzení synchronního alternátoru

Pøenosová funkce zpo¾ïujícího èlenu prvního øádu má tvar

F (p) =
X2(p)

X1(p)
=

K0

1 + pT
; (4:4:2:6)

kde X1(p) a X2(p) jsou obrazy vstupu a výstupu.

Zpo¾ïující èlen druhého øádu lze pojmout jako dva v sérii zapojené èleny prvního

øádu. Odpovídající elektrické a ekvivalentní mechanické schéma je na obr. 4.14.
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Obr. 4.14: Elektrický a mechanický zpo¾ïující èlen druhého øádu

Elektrický obvod je popsán rovnicemi

u1 = Ri + L
di

dt
+ u2 ; i = C

du2

dt
:
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Ty vedou na relaci mezi u1 a u2 ve tvaru

u1 = LC
d2u2

dt2
+RC

du2

dt
+ u2 ; (4:4:2:7)

kterou lze formálnì pøepsat do tvaru

K0u1 = T
2

2
u

00

2
+ T1u

0

2
+ u2 ;

pøièem¾ K0 = 1, T1 = RC a T2 =
p
LC. Pøenosová funkce je v tomto pøípadì dána

vztahem

F (p) =
X2(p)

X1(p)
=

K0

1 + pT1 + p2T
2

2

: (4:4:2:8)

Typický zpo¾ïující èlen druhého øádu je reprezentován napø. buzením synchronního

alternátoru z budièe s cizím buzením (schéma na obr. 4.15).
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Obr. 4.15: Buzení alternátoru z budièe s cizím buzením

Podobnì existují zpo¾ïující èleny vy¹¹ích øádù, integraèní èleny, èleny s dopravním

zpo¾dìním atd.
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