Matematické programovani 2 Matematické programovani

Oznaceni a definice velicin. P ¥:€(¥)=0,| |ptipustny prostor
opt mini/maximalizace N (¥)®0 proménnych x
w, T Z4dana hodnota,transpozice, —_ Laoran multiolikat
® relace typu <nebo > A,V a(% . gekovy— wHptkatory
% Index diagondlni formy vektoru. podminek rovnosti a nerovnosti.
f(f*) Obecna omezovaci podminka O (x, ) Rozsifend cilova funkce
dminkc P(0) B(0) Funkce 6 pro ext. a inter. penalizaci
el =0 &[5 odminky typu rovnosti, nerovnosti —— . . ;
e(x ) =0V (x )®0 P Y PUIOV ’ v TRy vektory externich a internich
6 Sloupcovy jednotkovy vektor penalizacnich koeficientt
gl = |:)TT AT ] sloZzeny vektor proménnych
6 Jednotkova matice

X

a Parcialni derivace/ fad, rozmér v/ o (%) { o o } derivace funkce podle X
e oy o,
‘R oxX OxX rozmérny prostor redlnych Cisel * *1 Yer : —
T of (%) " _ _ |Gradient skalarni
X,y Vektor veli¢in nezavislych/zavislych Vo f= P J =G(¥) | funkee
Xo, ,/_1%,17%,2% Diagonalni forma X, X, v,A R, R
_ | o X Jakobiova matice
_ oR
e — X o FARAT A
X . X Optimalni -V , analytické centrum ox R R
T r
X , X ", N ’, N" nezéporné pridatné proménné X N, L % OV |
S p— = 0 _
XL_S X S_XU, _|Interval hodnot vektoru X [H]= §Vif(x) Hessova matice
N <A (x)< AV | Interval piipustnych hodnot

VIF = g- Gradient skalarni funkce
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3 Matematické programovani
Ekvivalence omezujicich podminek a operaci.

operace puvodni tvar novy tvar
Transformace ﬁ(f) <0 N X))+ N"=0,N">0
nerovnosti — — _—
na rovnost N (x)=0 A E)-N'=0,N"20
transformace typd A/ (x)<0 -AN(X¥)=0
nerovnosti /\7()?) >0 B /\/_(f) <0

Transf. rovnosti E_;()?) =0 €E(x)<0,-€E(x)<0

na dvé nerovnosti

transformace max (7 (X)) —min(—7 (X))
max— min

Nahrada volné X X, X, X,X,2 0
proménné

zanedbani ofsetu argopt{lf" (x)+C}, argopt { /rr(x)}
a multiplikativni
konstanty

Operace s maticemi

SO S [45)=5 4]

([410BY) " =[B] (4" ([41[B]) =[] [4]
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4 Matematické programovani

Charakteristiky bodu

. O :{x:‘x—xl‘ég,ng}

&

Bod ¥ je vnitinim bodem
mnoziny X, existuje-li

takové O (’7 ) cX

X,

Bod X je hrani¢nim

{ bodem mnoziny, obsahuje-li
{ jeho libovolné okoli alespon

{ jeden bod z X a alesponi jeden
" bod nepatiici do X

X2

MnoZina vSech hrani¢nich bodi mnoziny X tvofi
hranici mnoZiny X )

otevirena mnoZina, ma pouze vnitini body .
uzaviena mnozina, obsahuje vSechny sveé hrani¢ni
body .

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL




5 Matematické programovani
ohraniena (omezena)mnozina, je-jestli
euklidovskd vzdalenost mezi dvéma libovolnymi
body z X je kone€nd, jinak mnoZina je
neohranicena (neomezena),

kA =2 Xy r==2

OHR ANIZSENA MECHR AMICEMNA

A Z ] A AN DZ T A,

kompaktni mnoZina je uzaviena a ohrani¢end

FOPAP AT BANOZ] Y
n=2
] Aa

a» e

! Ee!

FIEMOMPAKTIG MMNOZIN Y
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Matematické programovani

Konvexni mnoZiny
:»-. m\ .
' 0N !
7y : &:‘&;‘1‘\\&\
’ : ; e, ‘ .’
:ﬁ, ‘.": *‘*“* *"‘l“%
[ \\

Priinik konvexnich mnoZzin je také
konvexni .

-

B!
KOMNYEXN MNOZINY

n==2 n=2 n=2
2

2004
/i‘////////x///j 4

XW X

5

Konvexni mnoZina obsahuje spolu se svymi dvéma
libovolnymi body 1 secku, ktera tyto body spojuje .

Konvexni kombinace bodl vytvoii konvexni
mnozinu.
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7 Matematické programovani
Reélna funkce 7(¥)se nazyva konvexni na mnozin¢
X, kdyZ pro libovolné dva navzdjem rtizn¢ body

X1 aX, z X plati:

[(Bx+(1-8)%,)< f(x)+(1-8)f(x,) 0<p<1

SN RYZCKONVEXNT  r(f konvERN (Db RYZE KONVEXNI

T~

Pripustny smér:
D, je piipustny smérvbodéX jestlize existuje

£>0, 2¢ X+aD e X pro 0<a<e
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8 Matematické programovani

Derivace ve sméru.
f (%)

df (%,) lim f(%+D)-f(%) df ()

dD t—0 t dt
_ &(of
df(xo):Z(a_] dx,, X, =x,+dit=—F=d,
k=1\ OX;
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9 Matematické programovani
Formulace optimaliza¢ni ulohy:

X =arg 2, { (%)}

De m optimalizace bez omezeni

N®0

D=x:T( — _:<SR o ) _
R=0 optimalizace s omezenim typu rovnosti

véta o existenci optima.

Kazda spojita funkce definovana na kompaktni
mnoZzin¢ (ohranicend, uzaviena)

ma& maximalni 1 minimalni hodnotu.

Ok

WNITRMN OSTRE
GLOBALNI hAX WM

HRANIC NI OSTRE

LALLM B2 T RIM MELE M| BOD

LN ITRNI NEOSTRE
| LOKALNI MINIMUM

HRANICNI OSTRE
GLOBALNI MINIMUNM &

S8
¥

s
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Ox optimalizace s omezenim typu nerovnosti

10 Matematické programovani
Aproximace funkce.

kvadraticka
f(x+aD)= f(X)+a.Vf(X)D+0.5¢2. D .H (%).D+zbytek
lineZirm'
7 (x) 79,/ e, = afa(xxu)

: ¥ (x,)
i tg e, = axg
h
%;
i
;
i %2

Az = dn

| I ——
~

”
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11 Matematické programovani
Podminky pro optimum:

> ...pro minimum
® e .
< ...promaximum

—

Je-li X bodem lokalniho optima ,pak
pro libovolny pripustny smér 4. plati

Hranic¢ni bod Vnitini bod

FRVE (3T ) Do VA (F) =0

2.7ad | JT w2 (+*\ D — Y
fad [gl'v J[”H(]x )D.®0  [H(3)|®0

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

12 Matematické programovani
Vazané extrémy

F(x) o | (f),: b

r

Aktivni omezeni a

aktivné zucastiiuje==P (ma relaci =)!!
=P = jsou aktivni vzdy

—p® je aktivni v hrani¢nich bodech

Neaktivni omezeni: neplati — v®
aktivné se nezucastiiuje==P>ignoruje se
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13 Matematické programovani 14 Matematické programovani
Reguldrni bod. ¥ = Xx _je regularni

kdyz [J r (x )] ma plnou Fadkovou hodnost Situace v optimalnim bodé:
(=nezavislé gradienty)

ol" ol"
—a Y — e _ _
o ox, OX g 1T
J r = _a = [ ] [ ] [ ] = [ ]
X lar or '
al o aor | | 8or |
| Ox Oy |

Tecna nadrovina
{r: VT, (%) 7 =0

V extrému plati:

Gradient ucelové funkce je linearni kombinaci
gradienti aktivnich omezeni.

VL, (%)7=Vf(%)7T=0
Vf(f;)JrZTVl:a(f;):ﬁ:

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL




15 Matematické programovani

KKT podminky optima.

vétazje-li X " regularnim bodem lokalniho
optima, pak existuji A,V tak, Ze plati:
Vf(x')+2"VE (x')+ vV VN (X)=0
‘7"2/\7(‘?*) - 6’ ‘7®6 (Vneaktivm'ho - O)
Lagrangeova funkce:

LE)=F @+ 1E(X)+7'N (%)

je zkonstruovana tak, aby ve staciondrnim bod¢
(podminky 1.¥adu) byly splnény KKT omezovaci podminky.

rad |Podminky optimality:

1. V§L(f*,i*,17*):6, Vgﬁ(f*j*,v*)zﬁ
(V*T/\T(f*))T

VVL(Y*,I*,V*).V* =0

V.L(x,A 7 )®0,
2 Ovéreni maximum/minimum
[H]=ViL=V'F (x")+ 1" VE(X")
+ 17T.V2/\7()7*)

pozitivné (minimum)

[H] je semidefinitni

negativné (maximum)
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16 Matematické programovani

Interpretace A = stinové (marginalni) ceny

=citlivost na zménu omezovacich podminek

dL*=O=df+ZTd€:>/TT=—d—_

X

b.zména € vx’

o), (250 (20

ob x ). ob .
af<f_<b>)‘?(aé<f<b»] af(_f?)] L
ab "0 x ).\ o)
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17 Matematické programovani

Interpretace KKT podminek.

min f (f )
xcD

L=f(x)+ 2" R(%)+V (N (7)+37)

D={x:R(¥)=0,N(x)<0|

zdivodnéni v > 0
X, ={%:R(¥)=0,N(x)<b,b >0

Minimum na vét§i mnoZiné X, nemiZe byt vétSi nez na
podmnoZiné X.
S
A
of (x _
% =—v' = A (X)=—V"b
pro 526jeAf()?) <0 viz{/:/} =V >0

zdivodnéni v, N =0

oL

—=2vx,=0=vx =0=
ov,

:>vk/\§(:0:>17%ﬁzo
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18 Matematické programovani
Varianty relaxovanych funkei.

T _ —=T AT =T

g = [x A,V } vektor proménnych
Hps Hg externé Fizené penalizacni koeficienty
P (‘9) externi penelizace

% (9)

interni penalizace
Lagrangeova funkce:

L(E)=7(%)+ 1 E(X)+V N (¥)

Rozsirena cilova funkce:

O (X, fp, 1) :{7(f)+ﬂP°P(3)+ﬂ;-$(9)

RozSifena Lagrangeova funkce:

L&) =D(X, pp, 1)+ 1 €(X)+7" N (F)

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL
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19 Matematické programovani
Vazany extrém

uloha min {—x,.x, }
€:20.x,+15.x,-30=0
N :025x" +x; —1<0

0<x,<30<x,<3

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

20 Matematické programovani

Dualita a sedlovy problém.

f(x) n=2 f(x) n=2 f(x) n=2
77 (x*)=0 7 {x*)=0 v/ {x*)=0
A AL Tl T Pl Tt SEDLOVY BOD
- # - i
a ?{go\ H:(X)pj H(X*) INDEFINITIVMI
. Xy X \.\ E‘III A
o
X
xd‘
n X
f(xp‘x;)g f(x; X;)Sj(x;,xg)
o) AR b ML RALIM % SEDLOVY BOD

& |

x x n

%

Lagrangeova funkce ma sedlovy bod X AT
ktery je FeSenim optimalizace.
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21 Matematické programovani

Lagrangian

dualni 1o primarni
SEDLOVY X* = arg min (-7 +3 )
xeR?
BCD 44
x=[00f

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

22 Matematické programovani
min — _
plati: L()?,/I)SL()?,}L) B _
xe?D pro xeD,lel

nerovnost se neporusi maximalizaci

max min _,_ —, max _,_ — _
ZeAfe@L(x,/l)SZEAL(x,/i) proxe®P
max min — min max —
o L(ma)s_— L(%7)
AeAxeD xePDAeA

maximum z minim <minimum z maxim

rovnost plati pouze pro optimalni feSeni.

Rozdil funkénich hodnot pti spole¢ném feSeni obou
uloh = dualitni mezera nese informaci o vzdalenosti
aktualniho feSeni od optima.

Dualitni mezera (gap)

primarni

L5

dualitni prirﬂarni

| mezera dUélni
dualni ik
Xy
"X A

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL




23

Matematické programovani

primarni

dualni

24 Matematické programovani

funkee 1p(r)- ™ ((E) | 1o(2r)-""{(E)

A,v =20

l’ltha rrfn {LP ()_C)} _IIiaX {LD (/T, \7)}
X

Uloha:

of(X)/xeD
o0/ x¢g X
min min max

)?ei)f()_c)_xeiﬁﬁﬁ>0{f( )+V N( )}

Primarni uloha je totoZna s vychozi tlohou,
dualni uloha hleda hodnoty dudlnich proménnych
(M), které maximalizuji dualni funkci.

Dualni uloha k dualni uloze je primarni aloha !

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

i@/ opt \min |max polarita omezovacich
0 V<0 V>0 | jhuitiplikatord Ay
>0 v<0 |v>0

Relace primarni-dualni.

Primarni dualni
min _,_ max —,—
c'x A'b
max min
Alx2b v 20
omezenl A: x<b V< 6 promenne
Alx=b | A volné
x>0 vi[4]<e
proménné ¢ <) v'[4 ]z omezeni
X volné A'[4]=¢
primarni dualni
maximalizace minimalizace
vektor Transponovany vektor

Vektor omezeni

Vektor cilové funkce

Vektor cilové funkce

Vektor omezeni
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25 Matematické programovani

Interni a externi penalizace

Optimalizaci s omezenim se nahrazuje optimalizaci bez
omezeni.
Vychozi uloha:

P {F(F)D: N(X)®0,R(¥)=0)

xcD
ﬂ(f’ﬂp’ﬂb) =

P AT @), (1, (9)2 5" (v,(9))]

X c RF

H,>0—> 00,1, >0, ' =0, voli autor vypoctu

min

max

podminky Realizace vy

Vnéjsi ® N
penalizace YV (9) :0’920 Zmax{O,M (f)}z +
k=1

\l’p S ® R ,
y/p (19) 0,19?&0 +kZ=;R()7)

Vnitini < ON

penalizace v,(9)= 0’8>0 a)z _—1

Vh lim gy a N (x )
RN (8)=c= N
vyZaduje vnitini b) - Z In (_M( (f))
body—TI'y k=1

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

penalizace

penalizace

40

35r

30

25

20

15

10

obr.4. Externi penalizace
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27 Matematické programovani

Priklad formulace:

ﬁ(f,ﬂpaﬂb):
R
min{f()?)+,upi213k2
k=1

i...cisloiterace

©)- 'S (- )|

k=1

Algoritmus FeSeni.
1.i=0
volba >0, pp>0,
0, £,>0
Op>1, (Opi>1
stanoveni pripustného x, < D

2.i=i+1
* t .
X, = iioi { ”(xuupnub)}

3.kontrola konvergence
je-li‘fi—l ~X|<¢ pak stop jinak 4.
4.korekce pn
Upi= Wbie Wbi
upl llpl O)pl
jdi na 2.

Jaroslav Dolezal, katedra elektroenergetiky CVUT -FEL

28 Matematické programovani

Metody vnitiniho bodu (Interior point)

Pitedp: NV (¥) jsou konvexni a hladké
pripad : D = {)_c : N()_c) <0, ohraniéend}
_ —Zln( ) zf xe?D
o if xeN

. _argmin { 8ZN1n( )}:a;gemgx{m i (—Nk(f))}

k=1

Z|

0

X“ =argmax {

_ (—M ()_c ))} ..analyticky stred nerovnosti
xe?D

>~
Il

1
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29 Matematické programovani
metoda centralni cesty
D={x:N(¥)<0,|

min

uloha : _ f(f)

xe?D

a > 0 relativni vaha mezi faN

w(a)=arf (%) -3 In(-AL (5)

opt a = 0......analyticky stfed
" ()

metoda stredu

volena proménnay > f~

X (a)=arg_

X e o> 0......centralni cesta

min

azoha:k@f(f),@:{f:ﬁ(z)ga,}
7)==y £ ()~ L in(-A (7))
X' (y)= argfoftz)ﬂ(a)

1 -
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30 Matematické programovani

Paradigma IP

origindlni problém - omezeni nerovnosti
min — _
x),D =ix:N(x)=0
o (6.2, = (51N () 20]
upraveny problém - omezeni rovnosti
min
xc D,
obsluha nezapornosti x’
min or _ _
X)— In(x;) [,D ={x:N(x)-x'=0
S )] Sin() |0, = (5N ()51
relaxovany problém: &' :[YT,/TT,JT'T}
or

f:i;afse(g):f(f)—ﬂ(zm(x;) —ZT(N(,—C)_)—C')

k=1

podminky 1.7dadu 8£/ 0 =0
ot (x) oN(x) T

_ 0, L_N()-T=0
ox ox ox 0
ot L @T=0
= +21=0=
P H-Xy,
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31 Matematické programovani

UE] el AF)| —
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32 Matematické programovani
Paradigma IP kvadratického programovani.
originalni problém - omezeni nerovnosti

mn _,_ 1_,. _ _ I _
)TCZ)C x+§x [Q]x, Z):{zc [ ]be O}
upraveny problém - omezeni rovnosti

min
xcD

obsluha nezapornosti X, X’

f(x).D={x:[4]x-x-b =0, ¥, ¥ 20}

D={¥:[4]x-¥-b =0}

relaxovany problém: &' :[)_CT AT )_C'T]
min - o 1_ — & R S
fcmﬁaﬁ(gg):ch +EXT[Q]X_/UL=I 1n(xk)+;1n(xk)j+

+ A (5—[A]3?+7c')

podminky 1.7adu 6£/8r,? 0
[Q]x ,u{x/ 10} [ ] =0,
%_,_J
z
zZ=U ;—%10}
% [AF+r=0
oA
of — -1}
gz—,uxﬁ Q.7 =0
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33 Matematické programovani

[0] -®, [0] -[4" |[ax]
Zooo% [0 [o] 141
o [o] % =z |
-[4] [o] @, [o] JLAA
_—E—[Q])?+E+[Al]2_
_ !16_)?0/2%6
,uﬁ—)?'/z%é
| Ulseber

Systém 2(0% +8b ) rovnic pro2(0% +&b ) proménnych
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