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Predmluva

Toto skriptum je uréeno posluchac¢um 4. roéniku oboru technickd kybernetika. Je zékladni
studijni pomtckou pro stejnojmenny predmeét. Skriptum je zpracovano podrobnéji nez
odpovida odptrednasené latce, takze nékteré jeho ¢asti mohou byt uzitecné i posluchacium
doktorandského studia.

Optimalizacni problémy se vyskytuji témér v kazdém oboru lidské ¢innosti a proto
znalost metod jejich feseni je velmi dulezita. V programovém souboru MATLAB existuje
soubor optimalizacnich programu (Optimization toolbox), ktery je vhodnym néstrojem
pro feseni konkrétnich problému. Proto nezbytnou soucasti teorie, které je vénovano toto
skriptum, je pouziti optimaliza¢nich metod na teseni zadanych problému. To je néplni
cviceni z tohoto predmétu.

Problematika optimalizace je zna¢né rozsahla a nové specielni numerické algoritmy
optimalizace se stale vyvijeji. Skriptum neobsahuje optimalizacni algoritmy, které bychom
mohli s trochou nadsazky nazyvat ”inteligentni” | jako jsou napiiklad genetické algoritmy,
simulované zithani, metody Monte-Carlo, statisticka teorie optimalizace, ruzné heuristické
algorimy a podobné.

Zajemci o hlubsi studium se musi obratit ke specielni literatute. Piehled vhodné liter-
atury je uveden v zavéru skripta.

Autor dékuje recenzentovi Ing. Antoninu Vanéckovi, DrSc za fadu podnétnych pripo-
minek. Viely dik patii téz kolegovi doc. Ing. Miroslavu Razimovi, CSc za peclivé precteni
rukopisu a pomoc pii odstranéni rady stylistickych i vécnych neptfesnosti.

Skriptum je pfipraveno pomoci programu KXTEX.

Jan Stecha
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Kapitola 1

Uvod

Optimaliza¢ni problémy se vyskytuji v kazdém oboru lidské ¢innosti. Kazdodenné resime
fadu problému, jak néco provést nejlepsim zpusobem.

Optimalizacni problém vznikne v situaci, kdy je nutno vybrat (zvolit, rozhodnout)
néjakou variantu feseni. Je jasné, ze se snazime vybrat tu variantu reSeni, ktera je pro nas
v néjakém smyslu nejvyhodnéjsi. Hledanim nejlepsi varianty feSeni vznikne optimalizacni
problém, ktery fesime ruznymi optimalizacnimi metodami.

Abychom mohli optimalizacni problém matematicky formulovat, je tfeba vytvorit
matematicky model situace - vytvorit systém. Daéle je tfeba mit moznost porovnat riuzné
varianty feseni a vybrat nejlepsi variantu. Je jasné, ze porovnavat ruzné varianty teseni
muzeme pouze pii simulaci na modelu situace, to v realné rozhodovaci situaci neni mozné.
Optimalni feSeni jsou ta moznd feseni, pro ktera neexistuji feseni lepsi.

Je ztejmé, ze model redlné situace (redlného objektu) je vzdy zjednodusen. Jiz v této
fazi vytvareni modelu se mohou objevit potize, souvisejici s tim, Zze matematicky zpraco-
vatelny model situace nepopisuje vérné realitu a naopak skutecnosti blizky model nebude
matematicky zpracovatelny. Také vybirani nejlepsi varianty feseni prindsi fadu problémau.
Pro matematickou formulaci optimaliza¢niho problému volime kritérium, podle kterého
vybirdme nejlepsi variantu feseni. Vybér kritéria optima je delikdtni otdzka v mnoha
aplikacich a podléha ¢asto subjektivnim pozadavkum.

Pro vyteseni realného optimalizacniho problému ptes jeho matematicky model a krité-
rium optima je ¢asto nutno podle vysledku upresnovat model i modifikovat kritérium.
Jedna se tedy castéji o opakované teseni ruznych variant optimalizacniho problému a
jejich ovérovani na zakladé simulace a porovnani s realitou.

Vidime, ze pfi feSeni optimaliza¢niho problému se vyskytuje fada problému. V teorii
optimalizace (teorii optimélniho tizeni), kterd tesi optimalizac¢ni problém, jde o jistou
filozofii, od které se ocekava spise metodika nez vzorce a recepty, do kterych lze dosadit,
abychom vypocetli feseni, které je po vSech strankach optimalni.

My se prechodem od realného optimaliza¢niho problému k jeho matematickému mod-
elu budeme zabyvat malo, a to pouze pii feSeni konkrétnich prikladu. Je dobfe si na
pocatku uvédomit, ze tento krok je velmi dulezity a podstatné ovliviuje vyuzitelnost
vysledki. Pri vytvareni modelu redlného objektu ¢i situace jsou nezbytné dukladné znalosti
problematiky, do které optimalizacni problém patii. Zde se v plné mite uplatni zkusSenost
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fesitele ziskand pri feseni podobnych problému a pii prenaseni vysledku do reality.

Situaci, pti niz je potieba se rozhodnout, budeme nazyvat rozhodovaci situace. Existuje
mnoho situaci, jejichz matematicky model je staticky - popisuje pouze algebraické vztahy
mezi veli¢inami, které jsou ¢asové neproménné. Také pii modelovani slozitych dynam-
ickych systému nam casto nic jiného nezbude, nez zanedbat jejich dynamiku a vytvaret
pouze statické modely. Proto se nejprve budeme zabyvat feSenim statickych optimal-
izacnich problémi, u nichz se nevyskytuje ¢as jako nezévisle proménnd. Resenim téchto
problému se zabyva samostatny védni obor, ktery se nazyva matematické programovani.
Jsou-li vztahy mezi velicinami linearni a kritérium je také linearni, dostaneme problém
linearniho programovani. Obecna uloha tohoto typu vede na problém nelinedrniho pro-
gramovani.

Je-li modelem situace dynamicky systém, pak optimalizac¢ni problém je problémem dy-
namické optimalizace, ktery také casto nazyvame problémem optimalniho fizeni. Protoze
pro statickou tlohu nelinedrniho programovani byla vypracovana fada uc¢innych numeric-
kych metod, ¢asto se snazime prevést ilohu dynamické optimalizace na staticky problém.
Existuji vSsak metody, které tesi problém dynamické optimalizace piimo. Jedna se o
variacni metody, princip maxima a dynamické programovani. Variacni metody a prin-
cip maxima formuluji nutné podminky, které musi spliovat optimélni feseni. Jedna se
o Teseni soustavy diferencidlnich rovnic. Pomoci dynamického programovani dostavame
rekurentni vztahy, které jsou vhodné pro numericky vypocet.

Je jiz nyni ziejmé, ze tato publikace tvoii pouze tivod do problematiky optimalizace.
Podrobnosti je treba hledat ve specialni literatufre.

1.1 Optimaliza¢ni problémy

S optimalizacnimi problémy se setkame témeér vSude. Uvedeme nyni nékolik prikladu,
které zahrnuji velkou tiidu problému.

1. Alokac¢ni problémy
Jedna se o optimalni rozdéléni zdroju a urc¢eni optimélniho vyrobniho programu. Vyrobce
ma k dispozici vyrobni zafizeni, kterd jsou schopna vyrabét n ruznych druhu vyrobku
(zbozi) z m surovin, jejichz zdroj je omezen. Problémem je rozdélit suroviny na mozné
vyrobky tak, abychom maximalizovali zisk.

Zisk z jednoho vyrobku j-tého typu je c¢; a vyrobce ho vyrdbi z; kusu. Na vyrobu
J-tého vyrobku potiebuje vyrobce a;; jednotek suroviny i-tého typu. Pfi tom ma vyrobce
k dispozici b; jednotek suroviny i-tého typu. Maximalizace zisku pii uvazovani omezeni
zdroju surovin vede zfejmé na nasledujici lohu

n m
max{z CijTyj Z Qi T 5 S bi, T 2 O}
j=1 j=1

neboli pomoci odpovidajicich vektoru a matic

max{c’x : Ax < b,x > 0}.
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2. Problémy planovani
Jednda se o problémy nejvhodnéjsiho planovani investic do vyrobnich zafizeni, zajisténi
financovani komplexnich projektu, pripadné planovani vyroby.

Jako jeden problém z této oblasti si uvedeme problém planovani vyroby na uréitém
¢asovém horizontu (¢ € [0,77). Je zndma poptavkova funkce d(t), déle jako r(t) oznacime
velikost produkce za jednotku c¢asu, kterda je z provoznich duvodu omezena. Vyrobni
naklady jsou umérné velikosti produkce a skladovaci naklady rostou imérné s mnozstvim
neprodaného zbozi, které oznacime z(t). Je ziejmé, ze x(t) je popsano diferencialni rovnici

B(t) = r(t) —d(t), r(t)>0, x(t)>0,

Kritériem jsou celkové vyrobni naklady
T
J:/(m®+hﬂmﬁ,
0

které chceme minimalizovat volbou optimalni produkce r(t).

3. Problémy optimalniho fizeni dynamickych systémi
Pti tizeni nase pozadavky vyjadiime volbou kritéria kvality tizeni, které zohlednuje od-
chylky od pozadované trajektorie a vynalozenou fidici energii. Minimalizace zvoleného
kritéria pii respektovani dynamickych vlastnosti systému vede na optimalizacni problém.
Témito problémy se budeme zabyvat podrobné pozdéji.

4. Problémy aproximace
Casto chceme aproximovat funkci f(¢) na urc¢itém intervalu jinou funkef p(t) (nejcastéji
polynomem) tak, aby chyba aproximace e(t) = f(t) — p(t) byla minimalni vzhledem k
urc¢itému kritériu na pf.
b b
/ e*(t)dt, mnebo max |e(t)|, pifpadne / le(t)|dt.
a a<t<b a
5. Problémy estimace (odhadovani)
Problémem je odhad urcité veli¢iny z nepfesnych pozorovani. Jedna se o specielni tiidu

aproximac¢nich problému. Pfi tom vyzadujeme presnou formulaci kritéria i vlastnosti chyb
meéteni.

6. Konfliktni situace - hry
Existuje mnoho situaci s protikladnymi zdjmy ucastniku. Modelem takové situace je
hra. Typickymi problémy v této oblasti z oboru fizeni je problém pronasledovaného a
pronésledujiciho v leteckych soubojich. V alokacnich problémech se jedna napt. o rek-
lamni kamparn, volebni kampan a podobné.

Pti teseni optimaliza¢niho problému v podminkach neurcitosti je tfeba brat v tivahu
urcité zvlastnosti. Je tfeba brat v ivahu riziko pii formulaci problému a vyuzivat ziskava-
ni informace béhem rozhodovaciho procesu. UkdZeme to nazorné v nasledujicich
tfech prikladech.
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Priklad 1.: Chceme rozdeélit kapitdl na dvé investiéni moznosti, které oznacime A,
B. Investice A nabizi zisk 1.2K¢ za jednu investovanou korunu, zatimco z investice B
ziskdme pouze 1.1K¢ z jedné investované koruny. V tomto piipadé (bez neurcitosti) je
nase rozhodnuti jasné, investujeme do A s vétsim ziskem. Uvazujme nyni, ze zisk 10% z
investice B je jisty, ale zisk 20% z investice A je pouze v pruméru. Tak napi. ziskdme 0 K¢
s pravdépodobnosti 4/5 a velky zisk 6 K¢ s pravdépodobnosti pouze 1/5. Stfedni hodnota
zisku z investice A je opét 20%. V reélné situaci bychom pravdépodobné ztratu veskerého
vlozeného kapitalu do nejistého zisku z investice A neriskovali a ¢ast kapitdlu vlozili do
jistého, ale mensiho zisku z investice do B. Lep$i je vrabec v hrsti, nezli holub na stiese.
Proto je dulezité brat v uvahu riziko a spravné formulovat optimalizacni problém.

Priklad 2.: St. Peterburgsky paradox Jesté nazornéjsi piiklad nutnosti uvazovat
riziko plyne z nasledujici hazardni hry. Hrac¢ zaplati x jednotek, aby se mohl tcastnit
nasledujici hazardn{ hry. Jsou provadény nésledné vrhy minci a hrd¢ vyhraje 2F jednotek,
padne-li mu za sebou k-krate panna pred tim, nez mu poprvé padne lev.

Uvazujte nejprve bez jakychkoli vypoctu, kolik byste byli ochotni zaplatit, abyste
mohli sehrat tuto hazardni hru, ve které muzete vyhrat znacnou ¢astku. Urcité nebudete
ochotni vlozit do této hazardni hry vice nez desitky korun (abychom uvazovali konkrétn{
jednotky). Je to zpusobeno tim, ze vyhra je nejistd, zatimco vlozena ¢éstka za cast ve
hie je ztracena jiste.

Spoctéme nyni, jaka je stfedni hodnota hry. Padne-li poprvé lev, hra koné¢i, hrac
vyhraje 2° = 1 K¢ a to se stane s pravdépodobnosti 1/2. Padne-li poprvé panna a pak lev
vyhrajete 2! K¢ a to se stane s pravdépodobnosti 1/4. Padne-li dvakréit za sebou panna a
pak lev, vyhrajete 22 = 4 K¢ a to se stane s pravdépodobnosti 1/8. Podobné vyhrajeme
x; = 2° Ké padne-li i-krdte za sebou panna a pak lev, coZ se stane s pravdépodobnosti
p; = 1/(27T1). Stiedni hodnota vyhry je tedy

0 oo 9t 1 1 1
m:;xipi:;)QiJrl:§+§+§+...:OO

To znamena, ze stiedni hodnota vyhry je oo a proto vlozena ¢astka za 1icast ve hie muze
byt libovolné velikd a presto nemuzeme (ve sttedni hodnoté) prohrat. Vysoké vyhry maji
ale malou pravdépodobnost, riziko ztraty je zde veliké a to bereme v realné situaci v ivahu.

Piiklad 3.: Nutnost ziskavani informaci pii sekvenénim rozhodovani ukazeme na
nasledujicim jednoduchém prikladé. Mame systém popsany stavovou rovnici

ri(t+1) = u(t)+v(t)
kde v(t) je ndhodnd posloupnost nabyvajici hodnot +1, obé s pravdépodobnosti 0.5. Nasim

tkolem je nalézt fizeni u(0) a u(1) takové, aby stfedni hodnota £{|x2(2)|} byla minimalni.

Spoctéme tedy nejprve stfedni hodnotu jednordzovym vypoctem

Efle2(2)} = Effar(D) +u()[} = E{[u(0) +v(0) + u(1)[}
= 0.5/u(0) +u(1) + 1| 4+ 0.5|u(0) + u(1) — 1]
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0.5

0
-3 -2 -1 0 1 2
x=u(0)+u(1)

Obrazek 1.1: Prubéh E{|z2(2)|} = f(u(0) + u(1))

Ziejme plati
min E{ln@) =1 pro u(0) +u(l) € [1;+1]
Na obr. [L.1] je nakreslen prubéh funkce 0.5|a + 1| + 0.5]a — 1| kde a = u(0) + u(1).

Pokud ale budeme ridit zpétnovazebné, to znamena ziskavat informaci béhem procesu,
pak pfi znalosti z1(1) bude

u(g)lgb)gﬂ@@”} = min{|z;(1) +u(1)| =0, pro wu(l)=—x(1)

Prubézné ziskavani informaci béhem sekvenéniho rozhodovaciho procesu neni nutné, neni-
li zadna nejistota.



Kapitola 2

Nelinearni programovani - analytické
metody

V této kapitole se budeme zabyvat fesenim optimalizacnich 1loh, u nichz modelem situace
je staticky systém. Jedna se tedy v podstaté o metody hledani extrému funkci vice
proménnych, které podléhaji riznym omezenim. Tyto problémy muzeme také oznacovat
jako statické optimalizace, nebo také tlohy matematického programovani.

V této kapitole uvedeme nutné i postacujici podminky, které musi spliovat feseni op-
timaliza¢ni tlohy. Vysledkem budou soustavy rovnic ¢i nerovnic, jejichz feSenim muzeme
vyTesit nasi optimaliza¢ni tilohu. Proto tento postup, ktery vede k cili pouze v jednoduchych
pripadech, nazyvame analytickymi metodami feseni tloh matematického programovani.
Numerickymi metodami se budeme zabyvat pozdéji. Prestoze se vétsina realnych tloh
matematického programovani fesi numerickymi metodami na pocitacich, je rozumné znat
nutné a postacujici podminky feseni téchto tloh.

V zavéru této kapitoly budeme diskutovat problémy vicekriteridlni optimalizace. Tyto
problémy se blizi redlnym problémum, ve kterych se vyskytuje vice hodnoticich kritérii.

2.1 Klasifikace 1loh matematického

programovani

Zakladni iloha matematického programovani je nalézt extrém (maximum ¢i minimum)
skaldrni funkce f(x), kde hledany vektor x je prvkem néjaké mnoziny X. Mnozina X je
nejcastéji urcena néjakymi algebraickymi vztahy mezi slozkami vektoru x.

Zakladni uloha matematického programovani je tedy
min {f(x) :xe€ X C E"} (2.1)

kde E™ je n-rozmérny Eukleiduv prostor. Je lhostejné, zda se jednd o maximum ¢ mini-
mum, nebot plati

min {f(x) :x € X} = —max {—f(x) :x € X} (2.2)

Existenci extrému zajistuje Weierstrassova véta:
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Véta: Kazdd spojitd funkce f(x) definovand na kompaktni (ohranicené a uzavrené)
mnozinée X C E™, md na ni marimdlni 1+ minimdlni hodnotu. O

Za uvedenych predpokladu existuji tedy body X,,az @ Xpmin, pro které plati

f(omar) = max f(x) = sup f (%), Xar = arg max f(x)
f(min) = min f(x) = inf f(x), Ximip = arg min f (x)

Bod extrému funkce (v dalsim budeme vzdy hledat minimum) budeme znacit x*. Extrém
funkce muze byt bud lokalni nebo globalni. Uvedeme si pifslusné definice

Definice: Relativni (lokdlni) minimum.
Bod x* € X je bodem relativniho (lokalntho) minima funkce f(x) na mnoziné X, jestlize
existuje € > 0, Ze plati f(x) > f(x*) pro vSechna x € X, pro kterd plati |x — x*| < e (bod
x lezi v e-okoli bodu x*).
Pokud v e-okoli plati ostrd nerovnost f(x) > f(x*) pro x # x*, pak x* je bodem ostrého
relativniho minima funkce f na mnoziné X.

Definice: Globalni minimum.
Bod x* € X je bodem globédlniho minima funkce f(x) na mnoziné X, jestlize plati
f(x) > f(x*) pro vsechna x € X.
Pokud pro vsechna x € X a x # X* plati ostrd nerovnost f(x) > f(x*), pak x* je bodem
ostrého globdlniho minima funkce f na mnoziné X.

Vétsina algoritmu nam umozni nalézt pouze lokalni extrémy. Globalni extrémy nalezneme
pouze za urcitych predpokladu o konvexnosti problému.

Pokud funkce f(x) je linedrni v proménné x a mnozina X je urcena soustavou linedrnich
nerovnic, pak se jednd o problém linedrniho programouvdni, pro ktery jsou vypracovany
spolehlivé algoritmy k nalezeni globalniho maxima ¢i minima.

Pokud omezujici mnozina je X = E", nemame omezeni. Jedna se potom o problém
urceni volného extrému. Omezeni jsou ¢asto urc¢ena soustavou rovnic

X={x:x€ E" h(x)=0,i=1,2,...,m} (2.3)

Potom se jedna o problém na vazany extrém v uzsim smyslu.

Obecna 1loha nelinedrniho programovani (pouzivé se i pojem matematické programovani)
je uloha, ve které je minimalizovand funkce f(x) nelinedrni a omezeni jsou urcena sous-
tavou rovnic 1 nerovnic.

X={x:x€eE" h(x)=0,i=1,2,...,m; g;j(x)<0,57=1,2,...,p} (2.4)

Rozdil mezi problémy s omezenim ve tvaru rovnosti ¢i nerovnosti je pouze formélni,
nebot kazdou rovnost h(x) = 0 muzeme nahradit dvéma nerovnicemi: h(x) < 0 a
—h(x) < 0. Obrécené lze kazdou nerovnici g;(x) < 0 nahradit rovnic{ g;(x) +y* = 0, kde
y je pomocna proménna, kterd se nevyskytuje v kritériu f a nejsou na ni kladena zadna
omezeni.
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Pritom ale mnozina X, zadana soustavou rovnic, nema vnitini body, to znamena, ze
v kazdém okoli bodu x € X jsou body, které do mnoziny X nepatii. Naopak mnozina X
zadand soustavou nerovnic, muze mit vnitini body. V tom se tyto problémy zasadné lisi.
Omezeni typu rovnosti dostaneme pouze velkym zjednodusenim modelu redlné situace.
Odchylime-li se nepatrné od libovolného pripustného feseni, je v praxi neredlné dostat
fesSeni, které neni pripustné.

Klasifikace problému podle ticelové (kriteridlni) funkce neni dulezité, nebot kazdou
ucelovou funkci 1ze prevést na linearni icelovou funkei. Plati totiz ekvivalence nasledujicich

uloh

min{f(x) : x € E" hj(x)=0,g;(x) <0}
min{y : f(x)—y<0:x€E"yeE h(x)=0,g;(x) <0}

Neékdy pozadujeme, aby nékteré nebo vsechny proménné nabyvaly pouze celociselnych
hodnot. Problémy tohoto typu nazyvame celociselnym programovanim. Specielnim
piipadem celoc¢iselného programovani je binarni programovani, kde proménné nabyvaji
pouze dvou hodnot, ¢asto 0 nebo 1. Zde se témito metodami nebudeme zabyvat.

2.2 Pripustné smeéry - volny extrém

Meéjme tedy optimalizacni ilohu min{f(x) : x € X C E" }. Nejprve si budeme definovat
pripustny smer.
Definice: Méjyme bod x € X, pak vektor s je pripustny smér v bodé x, jestliZe existuje
6 >0, zZe
x+as € X  provsechny «a; 0<a<pf (2.5)

2.2.1 Podminky prvniho radu

Je ziejmé, ze pokud je x* bodem relativnitho minima, pak nemuze existovat takovy
pripustny smér, ze v bodé x = x* + as nabyva funkce mensich hodnot. Musi tedy
platit f(x) > f(x*). Pii aproximaci prvniho fadu funkce f(x) v bodé x* plati f(x) =
f(x*) + Vf(x*)(x — x*) = f(x*) + aV f(x*)s. Odtud plyne nutnd podminka minima.

Véta: Je-li x* bodem relativniho minima funkce f(x) € C' (f € C' znamend, Ze
funkce f md spojité pruni parcidlni derivace) na mnoziné X, pak pro libovolny vektor s,
ktery je pripustnym smérem v bodé x* plati

Vf(x*)s > 0. (2.6)

Poznamka: Derivace skaldrni funkce f(x) podle vektorového argumentu x je fadkovy
vektor, ktery znac¢ime V f(x). Plati tedy

0f(x) _ | 0f(x) 9f(x) 0f(x)

= . =V ) 2.7
ox 0, 0xs ox, f(x) (27)

Gradient skaldrnf funkce f(x) v bodé x je sloupcovy vektor, plati grad f(x) = VT f(x).
O
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Ve vnittnim bodé je pripustny smér libovolny a proto nutné podminky prvniho fadu
pro vnitini bod x* mnoziny X jsou nasledujici:
Véta: Pokud x* je bod relativniho minima funkce f(x) na mnoziné X a x* je vnitini

bod mnoziny X, pak
Vf(x*)=0. (2.8)

Pokud mame tlohu na volny extrém, pak kazdy bod je vnitinim bodem a predchozi véta
plati také. Piedchozi tvrzeni tvoii nutné podminky prvniho fadu. Tyto podminky jsme
dostali pti aproximaci prvniho fadu funkce f v bodé x*.

2.2.2 Podminky druhého radu

Podminky druhého fadu dostaneme pii aproximaci druhého fadu funkce f v bodé x*.
Plati

fx) = f(X*)+Vf(X*)(X—X*)+;(X—X*)TVQf(X*)(X—X*)

= f(x")+aVf(x")s+ +;QQSTV2f(X*)S

Poznamka: Druhd derivace skaldrni funkce f(x) podle vektorového argumentu x je
Hessova matice, kterou znacime H(x) = V2 f(x).

’f(x) f(x) 9f(x)

82 f(x 0x? 0x10rs ~ Ox,07,
H(x) = V?f(x) = 8x(2):
’f(x) *f(x) af(x)
0x,0r1 0z,0rs ~ 0x,0T,

O
7 predchozi aproximace druhého fadu plynou nutné podminky druhého radu.
Véta: Je-li x* bodem relativniho minima funkce f(x) € C* (f € C? znamend, Ze
funkce f md spojité © druhé parcidlni derivace) na mnoziné X, pak pro libovolny vektor s,
ktery je pripustnym smérem v bodé x* plati

1) Vf(x")s>0
2)  Jeli Vf(x*)s=0, pak s'Vif(x*)s>0.

Je-li x* vnitini bod mnoziny X, pak podminka 1) plati pro libovolné s, ¢ili V f(x*) = 0
a podminka 2) je v tomto pifpadé V2 f(x*) > 0, to znamend, ze Hessova matice je pozi-
tivné semidefinitni.

Pro nalezeni globélnich extrému je nutné zavést predpoklady o konvexnosti kriteridlni
funkce a konvexnosti omezujici mnoziny.

Mnozina X je konvexni, kdyz pro libovolné dva body konvexni mnoziny plati, ze cela
usecka mezi témito body patii do mnoziny X.
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Definice: Funkce f definovand na konvexni mnoziné X je konvexnt, jestlize pro libo-
volné x1,X9 € X a kazdé a, 0 < a <1 plati

flaxi + (1 = a)xg) < af(xi) + (1 — a) f(x2)

Plati-li ostra nerovnost (pro x; # Xz), pak funkce je striktné konvexni. Také soucet i
pozitivni linearni kombinace konvexnich funkci je funkce konvexni.

Je-li h(x) konvexni funkce, pak mnozina X urcend nerovnosti
X ={x:h(x) <b}

je konvexni pro libovolné realné b. Predchozi tvrzeni plati i pro mnozinu X tvofenou
soustavou nerovnosti (hy(x) < by, ..., hpy(x) < by,), kde h;(x) jsou konvexni funkce. Pro
konvexni funkce diferencovatelné plati nasledujici dvé tvrzent:
Véta: Je-li f € CY, pak funkce f je konvexni na konvexni mnoZiné X prdvé tehdy,
kdyz
fx) = f(x1) + V(x) (x —x1)

pro vSechna x,x; € X.

Véta: Je-li f € C?, pak funkce f je konvexni na konvexni mnoziné X obsahujici
vnitini bod prdvé tehdy, kdyz Hessova matice H(x) je pozitivné semidefinitni pro x € X
O

H(x)=V*f(x)>0 x¢c€X.

Prvni tvrzeni plyne z toho, Ze konvexni funkce lezi nad te¢nou ve svém libovolném bodé
- viz obr. 2.1} Druhé tvrzeni je mnoharozmérové zobecnéni zndmého faktu, ze konvexni
funkce jedné proménné ma druhou derivaci kladnou. Ptedchozi nutné podminky lokalnich

@)

0

Obréazek 2.1: Konvexni funkce lezi nad te¢nou v libovolném bodé

extrému se pro konvexni funkce méni na globdlni podminky nutné a postacujici.

Veéta: Je-li f konvexni funkce definovand na konverni mnoziné X, potom mnozina T,
na které funkce f dosahuje minima, je také konvexni a libovolné relativni minimum je
globalni minimum.

Véta: Necht f € C na konvexni mnoziné X. Je-li x* € X a pro vsechna x € X plati
Vf(x*)(x —x*) > 0, pak x* je bod globalniho minima funkce f na X.
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Pro maximalizaci na konvexnich funkcich plati pouze nasledujici tvrzeni:

Véta: Necht f je konvexnd funkce definovand na ohraniéené, uzaviené konvexni mnoZi-
né X. Ma-li f maximum na X, pak toto maximum je dosaZeno v krajnim bodé mmnozZiny

X.

2.3 Vazané extrémy

Nyni budeme uvazovat minimaliza¢ni problém s funkcionalnimi omezenimi ve tvaru rovnic
a nerovnic

min {f(x) : h(x) =0,...,hn(x)=0; g1(x) <0,...,g,(x) <0} (2.9)
Zavedenim vektorovych funkei h(x) = [ hi, ..., hp }T, a
g(x) = [ g1, -y Gp }T muzeme predchozi tlohu zapsat v kompaktnim tvaru
min {£(x) : h(x) =0 g(x) <0} (2.10)

Nyni si zavedeme pojem aktivniho omezeni a regularnitho bodu. Aktivni omezeni je
to omezeni, které se aktivné uplatni, to znamena, ze omezeni ve tvaru rovnosti je aktivni
v kazdém bodé a omezeni g;(x) < 0 je aktivni v bodé x, plati-li ¢g;(x) = 0. Neaktivni
omezeni ( v bodé x plati g;(x) < 0) se neuplatni a muzeme ho tedy ignorovat. Aktivni
omezen{ h(x) = 0, kterych necht je m, definuji v n-rozmérném prostoru varietu. Jsou-li
omezeni regularni, pak varieta ma dimenzi n — m.

V néjakém bodé x* budeme konstruovat tec¢nou nadrovinu k varieté h(x) = 0. De-
finujeme si podprostor M = {y : Vh(x*)y = 0}. Tento podprostor je te¢nou nadrovi-
nou pouze tehdy, jsou-li gradienty Vh;(x) linedrné nezavislé. Zavedeme si tedy definici
regularniho bodu:

Definice: Bod x* je reguldrni bod mnoziny X = {x : h(x) = 0 }, jsou-li gradienty
Vhi(x) v bodé x* linedrné nezdvislé, neboli hodnost Jacobiho matice

8h1(x) 8h1(x)

Thpey G |
ox O (%) O (X)

8ZL’1 81'”

je rovna poctu omezeni m.

Poznamka: Je dulezité si uvédomit, ze regularita bodu neni vlastnosti mnoziny X,
ale jeji reprezentace pomoci funkci h(x). Tak naptiklad mnozinu X = {x € E? z; = 1}
muzeme popsat jako mnozinu vsech feseni h(x) = 1 — 1 = 0 nebo jako mnozinu vSech
feSeni h(x) = (z; — 1) = 0. V prvnim piipadé jsou vSechny body mnoziny reguldrni,
kdezto v druhém piipadé neni zadny bod mnoziny X reguldrni. Podobné pro dvé linedrné
zavislé omezujici funkce h;. |



KAPITOLA 2. NELINEARNI PROGRAMOVANI 12

2.3.1 Omezeni typu rovnosti

Meéjme tedy nasledujici problém
min{ f(x) : h(x) =0} (2.11)
Nyni uvedeme nutné podminky prvniho fadu pro omezeni typu rovnosti. Plati nésledujici

lemma:

Lemma: Necht x* je reguldrni bod omezeni h(x) = 0 a je to lokdlni extrém funkce
f(x) vzhledem k omezenim. Pak pro viechna 'y € E™ spliujici

Vh(x*)y =0 (2.12)

must také platit
Vix)y=0 (2.13)
O

Obrazek 2.2: Gradienty funkce a omezeni v extrému

To znamend, ze Vf(x*) je ortogondlni k teéné nadroviné - viz obr. Oznaéme
Jacobiho matici A = Vh(x*). Tato matice ma v reguldrnim bodé plnou fadkovou hodnost.

Oznac¢me b’ = V f(x*). Pak, aby podle (2.12) a (2.13)) soustavy Ay = 0, b’y = 0 mély
shodng Feseni, musi byt vektor b” linearni kombinaci fadki matice A. Z toho plyne, ze
V f(x*) je linedrni kombinaci gradientu h(x) v bodé x*. Proto plati nésledujici véta:

Véta: Necht x* je bod lokdlniho extrému f(x) vzhledem k omezenim h(x) = 0. Dale
predpokladame, Ze x* je requldrni bod omezeni. Pak existuje vektor A € E™ Ze

Vf(x*) + ATVh(x*) = 0.
O
Predchozi podminky muzeme vyjadrit také pomoci Lagrangeovy funkce L(x, A)

L(x,A) = f(x) + ATh(x)

Nutné podminky z predchozi véty tvrdi, ze gradient Lagrangeovy funkce vzhledem k x
je nulovy v bodé x* a omezujici podminka h(x) = 0 je ekvivalentni podmince nulovosti
gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k A, ¢ili

V.L(x,A) = V,.f(x)+A'V,h(x)=0

ViL(x,A) = h(x)=0 (2.14)



KAPITOLA 2. NELINEARNI PROGRAMOVANI 13

Priklad: V tomto ptikladé ukazeme, ze pii nesplnéni podminek regularity neplati
nutné podminky formulované v predchozi vété. Budeme hledat minimum funkce f(x) =
2?2 4+ 13 + 22 za podminky hy(x) = (1 — 2)? — 23 = 0, ha(x) = 22 = 0. Omezujici
podminky urcuji pevné hodnoty x; = 2 a x5 = 0. Proto globalni minimum je zfejmé rovno

T
x* :J 2 00 } . Nutné podminky nulovosti gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k

z; vedou na soustavu rovnic ve tvaru
4 0 0 0
0 0 0 0

Tato soustava vSak neméa feSeni pro zadné );, nebof x* neni reguldrni bod. Hodnost
Jacobiho matice je rovna jedné, ale omezeni v nasi 1loze jsou dveé.

Piiklad: Urcete rozméry kvadru (krabice) maximélniho objemu. Pii tom je déna
plocha ¢ materidlu, ze kterého se krabice vyrobi. Mame tedy tlohu ve tvaru

max {x y z : 2(xy +xz+yz) =c}

Lagrangeova funkce je rovna L(z,y, z, \) = zyz+ A(2(zy + 2z +yz) — ¢). Nutné podminky
optima vedou na soustavu rovnic ve tvaru

yz +2\y+2) =
rz+2\r+2) =
ry+2\z+y) = 0

Vzajemnym odectenim ptredchozich rovnic snadno odvodime, ze x = y = z a z omezujici

c
podminky dostaneme x =y = z = 6

Piiklad: Naleznéte rozdéleni pravdépodobnosti s maximalni entropii. Méjme tedy
ndhodnou veli¢inu x, kterd nabyva n hodnot (z1,...,z,), kazdou s pravdépodobnosti
(p1,...,pn). Pii tom plati, ze pravdépodobnosti jsou nezaporné p; > 0 a jejich soucet je
roven jedné > p; = 1. Je také dana sttedni hodnota > x;p; = m nahodné veli¢iny .

Entropie £ ndhodného jevu je definovana & = — > p;log p;. Lagrangeova funkce pro
tuto lohu je rovna L(p;, A1, A2) = — X pilogpi + M (X pi — 1) + XX xip; — m). Pii tom
jsme ignorovali omezeni na nezépornost pravdépodobnosti p;, nebot toto omezeni neni
aktivni. Z pozadavku nulovosti Lagrangeovy funkce vzhledem k p; plyne rovnice

—logp; — 1+ A1+ Ax; =0

Odtud ziejmé plyne p; = eM 1227 Rozdéleni s maximem entropie je tedy exponencidlni

rozdélent. O
Nutné podminky druhého fadu jsou uvedeny v nasledujici véte:

Véta: Necht x* je bod lokdlniho minima f(x) vzhledem k omezenim h(x) = 0 a x*
je requldrni bod omezeni. Pak existuje vektor X € E™, Ze jsou splnény nutné podminky
proniho 7ddu VE(x*) + AT Vh(x*) = 0.

Je-li M teénd rovina k omezenim v bodé x*, M = {y : Vh(x*)y = 0}, pak Hessova
matice

H(x*) = V2L = V?f(x) + A" V?h(x")



KAPITOLA 2. NELINEARNI PROGRAMOVANI 14

je pozitivné semidefinitni na M, to je
yl Hx)y >0, VyeM (2.15)

a

Poznamka: Uvédomme si, Ze vyraz V2h(x*), ktery se vyskytuje v Hessové matici, je
ttirozmérny tenzor. Proto druhy c¢len v Hessové matici vyjadiime ve tvaru

A'V2h(x") =Y \NiV2hi(x)
=1

Pii tom vyraz V2h;(x) je matice. O
Postacujici podminky dostaneme zesilenim nutnych podminek druhého radu.
Véta: Nechl x* spliiuje omezeni h(x*) = 0 a existuje X, Ze plati VE(x*)+ AT Vh(x*) =
0. Ddle predpoklddame, Ze Hessova matice H(x*) je pozitivné definitni na tecné nadroviné

M. Pak x* je bod ostrého lokdlniho minima funkce f(x) vzhledem k omezenim h(x) = 0.
O

Povsimnéme si, ze zde neni tieba dodavat podminky regularity.

2.3.2 Citlivostni véta - stinové ceny

Uvazujme nyni, jak se méni kritérium, pokud ménime omezujici podminky. Odpovéd na
tento problém nam da nasledujici citlivostni véta:
Véta: Necht f, h € C?. Méjme problém

min {f(x) : h(x) = Db}

Pro b = 0 je resenim requldrni bod x* a odpovidajici X je Lagrangeuv koeficient. Pri tom
v bodé x* jsou splnény postacujici podminky druhého radu pro ostré lokdlni minimum.
Potom pro b € E™ je x(b) spojité zdvislé na b, takové, Ze x(0) = x* a x(b) je lokdlni
minimum uvedeného problému. Potom

Vo f(x(b))lb=o = —X" (2.16)

O

Predchozi vztah plyne z nasledujictho rozboru. Gradient kriteria vzhledem k vektoru
b je roven

vbf(x(b))|b:0 = Vacf(x)|ac:a:* va(b>|b:0‘
Protoze v tomto problému je omezeni h(x) = b, plati

Vbh(x(b))’bzo =1= vzh(x)|m:x* va(b)|b:07

kde I je jednotkova matice. Z nulovosti gradientu Lagrangeovy funkce plyne V. f(X)|,=z+ =
—)\Tvxh(x) | 2=+ . Proto

Vo f (x(b))li—0 = =X Vah(X)[a=sr Vex(b)|p—o = —A"
|
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Z predchoziho tedy plyne, Zze velikost Lagrangeova koeficientu nam tika, jak rychle se
ili = —\!'| to znamen4, 7e pii
jednotkové zmeéné i-tého omezeni se hodnota kritéria zmeéni o (—J;). Velikost Lagrangeova
koeficientu ukazuje tedy na dulezitost ptislusného omezeni. Protoze casto kritérium vy-
jadiuje cenu, ukazuji Lagrangeovy koeficienty na cenu ptislusného omezeni. Proto se La-
grangeovy koeficienty nazyvaji také ”stinové ceny”.

meéni kritérium pri zméné omezeni. Priblizné tedy plati

Pokud je nulovy néktery Lagrangeuv koeficient, znamend to, ze zména ptislusného
koeficientu nevyvold zadnou zménu kritéria. Toto omezeni se nazyva degenerované.

2.3.3 Omezeni s nerovnostmi

Me¢jme tedy nasledujici problém:

min {f(x) :h(x)=0; g(x) <0} (2.17)
Dle ptredchoziho je definovan regularni bod jako bod splnujici omezeni, u néhoz gradienty
aktivnich omezeni jsou linedrné nezavislé.

Definice: Necht x* je bod splriujici omezeni a necht J je mnoZina indexi j pro kterd
gj(x) = 0 (omezent jsou aktivni). Pak x* je requldrni bod omezent, jestlize gradienty
Vhi(x), Vg;(x), pro 1 <i<m; j € J jsou linedrné nezdvislé.

Nutné podminky prvniho fadu jsou urcéeny slavnou vétou, kterou poprvé formulovali
Kuhn a Tucker:

Véta: Necht x* je bod relativniho minima problému a predpokldddme, Ze X* je
requldrni bod omezeni. Pak existuje vektor A € E™ a vektor pu € EP, Ze

VF(x*) + ATVh(x*) + u'Vg(x*) = 0
p'g(x) = 0
p o> 0 (2.18)

Lagrangeuv koeficient prislusejici nerovnostnim omezenim musi byt nezdporny a soucin
9, (x) musi byt roven nule. To znamend, Ze pro neaktivni omezeni musi byt piislusny La-
grangeuv koeficient nulovy. Pokud je omezeni aktivni, muze byt odpovidajici Lagrangeuv
koeficient libovoly (ale nezaporny). Zavedenim Lagrangeovy funkce

L(x, A, p) = f(x) + ATh(x) + n"g(x) (2.19)

muzeme predchozi podminky zapisovat ve tvaru

Vo.L(x, A p) = 0 (2.20)
VaL(x,A,p) = 0 (2.21)
V. L(x,A\,np) < 0 (2.22)
V. Lx,A\,p)p = 0 (2.23)
p > 0 (2.24)

Prvni rovnice a ¢tvrtd a pata nerovnice v predchozi soustavé jsou totozné se soustavou
(2.18) a druhd rovnice a tteti nerovnice v predchozi soustavé popisuji omezeni tilohy.
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Predchozi Kuhnovy - Tuckerovy nutné podminky snadno odvodime z nutnych podminek
pro tlohy s omezenim ve tvaru rovnosti. Upravime tedy nasi ilohu na tento tvar podle
nasledujictho postupu. Zavedeme si pomocnou proménnou y a dostaneme ekvivalentni
ulohu ve tvaru

min {f(x) :h(x)=0; g(x) +y®” =0}

T
kde yP? = [ vioys, ..., yﬁ } je nezaporny vektor s kvadratickymi slozkami. La-

grangeova funkce pro tuto ilohu je
L(x,y, A p) = f(x) + ATh(x) + p' (g(x) +y7)

Podminku nezapornosti Lagrangeova koeficientu g odvodime pomoci citlivosti kritéria
na zménu omezeni. Omezeni g(x) < 0 urcuje spolu s omezenim h(x) = 0 mnozinu
pripustnych feseni X. Uvazujme nyni nerovnostni omezeni ve tvaru g(x) < b, kde vektor
b mé nezdporné slozky. Toto omezeni spolu s omezenim h(x) = 0 ur¢uje novou mnozinu
piipustnych feseni X. Pii tom plati, Ze X D X protoZe vlivem nezdpornosti vektoru b
jsme uvolnili omezeni. Minimum na vétsi mnoziné nemuze byt vétsi nez minimum na
podmnoziné. Proto plati
min f(x) < mip £(x)

reX zeX
Prirastek kritéria pii zméné omezeni min v f(x) — mingex f(x) < 0 je tedy nekladny.
af(x
Pti tom podle citlivostni véty plati J(;i) ) = —u’. 7 predchoziho diferencidlniho vztahu

plyne pro prirustek kritéria vztah

Af(x)=—p'Ab=—pu'b
Odvodili jsme, ze pro nezdporné b > 0 je prirustek kritéria nekladny (A f(x) < 0) a proto
Lagrangeuv koeficient g musi byt nezaporny pu > 0.

Podminku uTg(>i*) = 0 odvodime z nutné podminky minima, a totiz, ze derivace
Lagrangeovy funkce L vzhledem ke v§em proménnym musi byt nulové. Proto po slozkach
musi platit

oL

s = 0

ay] lu]yj
Plati tedy po slozkdch j;y; = 0 cili také p;y5 = 0. Z omezeni plyne, ze y7 = —g;(x) a
proto po slozkdch plati ;g;(x) = 0. Odtud plyne podminka p”g(x*) = 0.

Nutné podminky druhého fadu jsou formulovany v nésledujici véte:

Véta: Predpokldddme, Ze funkce f, h, g € C? a x* je requldrni bod omezeni. Je-li x*
bod relativniho minima, pak existuji vektory A a p > 0, Ze plati Kuhnovy - Tuckerovy
podminky a Hessova matice

VAL(x*) = V2 f(x*) + ATV?h(x*) + p’ Vig(x") (2.25)
je pozitivné semidefinitni na tecné nadrovinée aktivnich omezend. O

Pro postacujici podminky druhého iddu nestaci aby Hessova matice V2L(x*) byla v
minimu pozitivné definitni na tecné nadroviné aktivnich omezeni, ale je tteba, aby L(x*)
byla pozitivné definitni na podprostoru

M={y :Vh(x')y=0; Vg;(x)y=0; j€ J}
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kde

J={j 19;(x)=0; p; >0}
Vyzadujeme tedy navic, aby Lagrangeovy koeficienty p1; u aktivnich omezeni byly kladné
(a ne pouze nezdporné). Vylucujeme tedy degenerovand omezeni.

Poznamka: Existuji ¢tyfi modifikace zakladni tlohy nelinearniho programovani

(a)
(b

min {f(x) : g(x) <0}
max {f(x) : g(x) <0}
min {f(x) : g(x) = 0}

)
(a)
(a) max {f(x) : g(x) = 0}
Lagrangeovu funkci pro vSechny tulohy volime ve tvaru
L(x,X) = f(x) + A'g(x)

Jak zni Kuhn - Tuckerovy podminky pro tyto ¢tyii podobné ilohy? Podminka

V.L(x,A)=0
plati pro vSechny ¢tyfti tlohy, urcuje totiz stacionarni body. Podminka
ViaL(x,A) <0

urcuje omezeni a proto plati pro prvé dvé tlohy. Pro tfeti a ¢tvrtou ulohu plati obracené
znaménko. Podminka

V/\L(X, )\) A=0
plati pro vSechny étyii tlohy, nebot je odvozena z podminek staciondrnosti. Podminka

nezépornosti Lagrangeovych koeficientu A > 0 plati pro minimaliza¢ni tlohy (problém
(a) a (c) ). Pro ulohy maximalizace plati obrdcend nerovnost.

Poznamka: Jsou-li v tloze nelinearniho programovani omezeni na nezapornost nékte-
rych proménnych, lze Lagrangeovy koeficienty u téchto omezeni eliminovat. Ukazeme to
na nasledujicim piikladu: Méjme 1ilohu minimalizace

min {f(x) : z; > 0;5 € J}

Omezeni pievedeme do nami uzivaného tvaru g;(x) = (—z;) < 0; j € J. Kuhnovy-
Tuckerovy podminky pro nasi ulohu jsou
af d(—x;) Of
A = Aj(=6;;) =0
jeJ jeJ

Odtud po jednoduchych upravach plynou podminky, ve kterych nejsou Lagrangeovy koe-
ficienty. Upravené Kuhnovy - Tuckerovy podminky pro nasi tilohu jsou

gfz() pro j&J
L
ﬁ>0. af

—ux; =0; >0 oj€ed
Oz, Ox;"’ Y= pro-J
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2.4 Sedlovy bod a dualita

2.4.1 Sedlové vlastnosti Lagrangeovy funkce

Pti feSeni tlohy nelinearniho programovani se ukazuje, ze Lagrangeova funkce ma v op-
timalnich bodech x*, A* tzv. sedlovy bod. Proto si nejprve vysvétlime, co to je sedlovy
bod a potom si uvedeme prislusnéa tvrzeni.

Méjme tedy funkci s(x,y) definovanou na X x Y. Rikdme, ze funkce s(x,y) mi v
bodé x*,y* sedlovy bod, plati-li pro véechny (x,y) € X x Y

s(x*,y) < s(x*,y") < s(x,y7)

respektive

s(x"y) = s(x",y") = s(x,y7)
V prvnim piipadé iitkdme, zZe se jedna o sedlovy bod typu minimaxu a v druhém ptipadé
o sedlovy bod typu maximinima. Uvédomme si, Ze obecné plati

< 2.26
max ming(x,y) < min maxg(x,y) (2.26)

Ptedchozi tvrzeni snadno dokazeme. Ziejmé plati

Hg)g(x, y) <g(x,y), pro xeX, yeY
Y

Nerovnost se neporusi maximalizaci obou stran vzhledem k x, proto

<
max Iyrggg(x y) <maxg(x,y), proyeY

Protoze predchozi nerovnice plati pro vsechna y € Y, plati i pro y, pro kterou je prava

strana minimdlni. Odtud plyne vztah (2.26]).

Mé¢jme nésledujici problém
min {f(x) :g(x) <0; x>0} (2.27)

Potom plati tvrzeni:

Véta: Jestlize x* >0, X" > 0 je sedlovym bodem Lagrangeovy funkce
L(x,A) = f(x) + ATg(x), (2.28)

pak X* je resenim ulohy .

Predchozi tvrzeni je postacujici podminkou optima. Neni tfeba zadnych predpokladu
o regularité. Postacujici podminku snadno dokazeme. Sedlovy bod Lagrangeovy funkce
spliiuje nerovnice

L(x,A\*) > L(x*,\") > L(x*, A) (2.29)
proA>0, A" >0, x e X.
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Prava nerovnost zarucuje, ze x* je ptipustné reseni. Pokud by totiz x* nebylo piipustné,
pak by nékteré omezeni bylo g; > 0 a pak v Lagrangeové funkci L(x, A) dle (2.28)) bychom
vzdy mohli volit \; > 0 takové, aby pravd nerovnost v (2.29)) byla porusena.

Je-li x* pifpustné a \j > 0 a g;(x) < 0, pak pro splnénf \;g;(x) < Ajg;(x) pro vsechny
A; > 0 musi byt g;(x) = 0.

Je-li x* piipustné ale A7 = 0, pak nerovnost \;g;(x) < Aig;(x) = 0 je splnéna pro
libovolné A\; > 0.

Pravéa nerovnice v ([2.29)) zarucuje, ze x* je pripustné a Lagrangeova funkce je rovna
f(x), nebot Aigj(x) = 0 pro vSechna j. Plat{ tedy

Lix,A") ={f(x) : g(x) <0, x>0}

Leva nerovnost v (2.29) zarucuje, Ze x je feSenim ulohy (2.27)).

Abychom mohli dokazat nutnost véty o sedlovém bodé, je nutno doplnit dalsi predpokla-
dy o regularité a konvexnosti.

Uloha konvexn{ optimalizace je tloha, v nfz jsou kritérium f (x) i funkce g(x) (v
omezenich g(x) < 0) konvexnimi funkcemi. Omezeni ve tvaru rovnosti je linedrni. Potom
mnozina piipustnych feseni X je konvexni mnozina. V omezenich g;(x) < 0 stac¢i uvazovat
pouze nelinearni funkce g;(x).

Existence sedlového bodu za predpokladu regularity a konvexnosti je nutnou a postacujici
podminkou Teseni optimalizacni tlohy.

2.4.2 Dualita tloh nelinearniho programovani

Nyni si povsimneme problému duality v ilohach nelinedrniho programovani. Méjme tedy
ulohu

min {f(x) : g(x) <0} (2.30)

Lagrangeova funkce je pro tuto tlohu ziejmeé L(x, A) = f(x)+ATg(x). Vytvoime nasleduji-
ci dvé funkce

p(x) = rf\lgécL(x,)\) (2.31)
»(A) = minL(x,A), (2.32)

kde x neni omezeno.

Na funkcich ¢(x) a ¥(A) si miuzeme definovat dvé nasledujici tlohy:

(A) min p(x) = min rg\@a(L(x,)\) (2.33)
(B) IT\lgé(@/)(A) = max Ir;inL(x,)\). (2.34)

Snadno ukézeme, ze iloha (A) je totozna s puvodni tlohou (2.30)). Plati totiz

mip f(x) = min ()
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nebot volbou A > 0

p(x) = f(x) pro xeX

p(x) = o© pro x¢ X
Proto plati
min f(x) = min max L(x,A) (2.35)

Uloha (A) je totozna s puvodni tlohou 1} a proto se nazyvé primarni tloha. Uloha
(B) je dudlni tloha. Mezi primarni a dudlni dlohou nelinedrniho programovani plati

vztah - viz (2.26))

(Primérni uloha) min max L(x,A) > max min L(x, A) (Duélnf dloha) (2.36)

Pro tlohu konvexniho programovani pii splnéni podminek regularity plati véta o sedlovém
bodeé, pak
min max L(x, A) = max min L(x,A) = L(x", A") = f(x") (2.37)

T x>0 >0 @
a primarni i dualni tiloha maji stejné feseni, které je totozné s feSenim puvodni lohy.
Duadlni 1lohu muzeme upravit. Protoze x neni omezeno, plati

aL_ai )\TaE_

in L — = 0
e ox 0Ox * ox
Duélni dlohu muzeme tedy vyjadrit ve tvaru
af g
T . 9] 798 _ .
m)z\ix{f(x)—l—)\ g(x) : ax—i-)\ e 0; A>0} (2.38)

Dualita 1loh matematického programovani je velmi dileZitd, nebot fesenim dudlni tlohy
se k optimu blizime zdola. Naopak fesenim primarni tlohy se k optimu blizime shora.
Existuje cela rada algoritmu nelinearniho programovani, které jsou zalozeny na sedlovych
vlastnostech Lagrangeovy funkce.

Priklad: Naleznéte dualni dlohu k tloze linearniho programovani.
Nejbéznéjsi tvar ulohy linedrniho programovani je
max { c’x :Ax<b, x>0} (2.39)
Nejprve upravime tuto tlohu na ilohu minimalizace
min{—ch cAx—b <0, —x<0}
Lagrangeova funkce pro tuto tlohu je
L(x, A\ p) = —c'x + AT(Ax — b) + p’ (—x)

Dualni tiloha je tedy

max min L(x, A, p) = rr){ax{L(x, Ap) Vo L(x, A ) =0,A>0,u >0} (240)
H

A>0,u>0 @
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Lagrangeovu funkci L muzeme upravit do tvaru
Lx, A\ pu) =x"(—c+ ATX—p) = A"b
7 V,L =0 plyne (—c + A"\ — p) = 0. Odtud
ATA—c=p>0
neboli AT\ — ¢ > 0. Lagrangeova funkce se podle predchoziho zjednodusi na
Lx, A\ p)=-A"b

Dualni tiloha je tedy
max { —A"b :ATA>c, A>0}

neboli

min { A’b : ATA>c, A>0}. (2.41)
Resen{ primérn{ i dudlni dlohy jsou totozna. PFi velkém poctu omezeni m > n muze byt
duélni iloha mnohem jednodussi. |

2.5 Vicekriteridlni optimalizace

V realnych rozhodovacich situacich ¢asto sledujeme vice kritérii, podle nichz hodnotime
nejlepsi varianty fesSeni. Zde je problém spravné definovat tlohu optimalizace v piipadé
vicekriteridlnosti.

V tomto odstavci uvedeme nékteré myslenky tykajici se tohoto problému. Jiz pfi for-
mulovani kritérii se mohou vyskytnout problémy, néktera hodnotici kritéria jsou casto
formulovana pouze kvalitativné. Casto vyssi zisk je spojen s vyssim rizikem - zde se up-
latni teorie uzitku, kterd pritazuje variantdm feseni ¢iselné ohodnoceni (uzitek) tak, aby
hodnota uzitku byla v souladu s preferencemi rozhodujiciho subjektu v tom smyslu, ze
vyssi uzitek znamend vyssi preferenci.

Pro vicekriteridlni optimalizaci se pouzivaji alternativni pojmy jako viceaspektni, vice-
atributni ¢i vektorova optimalizace. To vede na vektorové ¢i kompromisni programovani.

Casto se snazime vicekriterialni optimalizaéni problém pfevést na problém skalarni
s jednim optimalizaénim kritériem. To je mozné nasledujicimi zpusoby:

e volbou vah u jednotlivych kritérii

e metodou cilového programovani

e lexikografickym usporadanim kritérii
e minimaxovou optimalizaci

Prvni moznosti je volba vah jednotlivych kritérii. Tim problém vicekriteridlni opti-
malizace pfevedeme na problém optimalizace jediného kritéria, tvoreného linearni kom-
binaci jednotlivych kritérii, v némz vahy vyznacuji preference jednotlivych kritérii. Oznac¢ime-
li jednotliva kritéria f;(x) az f,(x) pak jediné kritérium je v tomto piipadé rovno

f(x) = arfi(x) + - + o, f(x)
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kde koeficienty «; vyjadiuji preference jednotlivych kritérii.

Druhou moznosti je stanoveni cile, kterého se snazime dosahnout ve vsech kritériich.
Protoze stanoveného cile nelze dosahnout soucasné ve vSech kritériich, pak se snazime
alesponn minimalizovat vzdélenost konkrétniho feseni od cile. Tato metoda ma jednodu-
chou geometrickou interpretaci. Oznaéme jako fF(x) cil, ktery chceme dosdhnout v i-tém
kritériu. Metoda cilového programovéani vede na 1ilohu

min{ A : fi(x) —wA < fi(x), ,i=1,...,p, xe€X) } (2.42)

kde A je skaldr, na ktery neklademe zadné omezeni a w; > 0 jsou vahové koeficienty.
Pti tom A\w; vyjadiuje rozdil mezi stanovenym cilem a skuteé¢nou hodnotou prislusného
kritéria. To znamend, ze pokud nékteré kritérium (napt. j-té) chceme co nejvice priblizit
k cili, je tfeba volit u ného vyrazné mensi vdhovy koeficient w; << w; pro vSechna i # j.

Piipustna feSeni x € X vytvareji v prostoru kritérii mnozinu moznych hodnot kritérii.
My podle predchoziho kritéria hledame takové pripustné reseni, které lezi v pruseciku
polopiimky vychazejici z cilového bodu f(x) s mnozinou piipustnych hodnot kritérii (v
obr [2.3|je tento bod vyznacen ¢ernou teckou). Smérnice polopiimky vychézejici z cilového
bodu f;(x) je uréena vahami w; - viz obr. pro dvé kritéria.

fo(z)

fi(z) fi(z)

Obrazek 2.3: Optimalni feseni podle cilového programovani

Tieti moznosti je usporadat kritéria podle dulezitosti a optimalizovat prvni kritérium
a z mnoziny optimdlnich feseni (je-1i celd mnozina optimalnich feseni pro prvni kritérium)
vybrat feSeni takové, které minimalizuje druhé kritérium v poradi atd.

Varianta této metody je tzv. metoda s c-omezenim. V této metodé minimalizujeme
néjaké vybrané preferencni kritérium a ostatni kritéria podrobime omezenim, pak

min {fs(x) : fi(x) <e, i=1,2,....p, i#s} (2.43)
xeX

Zde je problém volby omezeni ¢;. Dalsi nevyhodou je, ze omezeni jsou pevnd, coz ziidka
vyjadruje skuteéné pozadavky.
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Minimaxova optimalizace vede na tlohu optimalizace, ve které hledame takové
piipustné feseni, v némz je maximalni hodnota néjakého kritéria minimalni
miy max f;(x),
Xe v
To je vlastné totozny problém jako pfi cilovém programovani, kde volime vahy w; vSechny
stejné a cil je v pocatku. Tato formulace vicekriterialni optimalizace pripomina problémy
z teorie her.

a

Pokud nechceme prevést problém vicekriterialni optimalizace na skalarni problém,
je tieba postupovat jinym zpusobem. Budeme hledat nedominované varianty, to jsou
takové varianty pripustného feSeni, zZe neexistuje jina pripustna varianta, pti které nékteré
kritérium dosahuje nizsi hodnoty a ostatni kritéria nerostou - jedno kritérium lze zlepsit
pouze na tukor zhorseni jiného kritéria. Nedominované varianty se také nazyvaji pare-
tovsky optimalni, nebo neinferiorni ¢i eficientni varianty. Na obr. je mnozina
paretovsky optimalnich feseni vyznacena tucné. Pokud je jedind nedominovanda varianta,
pak ji muzeme oznacit za optimalni variantu. Pokud je nedominovanych variant vice,

fa(x)

—  fi(x)

Obrazek 2.4: Paretovsky optimalni varianty reseni

pak je tfeba dalsim postupem zuzit vybér. Zde neexistuje jediny exaktni postup feseni.
Muzeme volit hypotetické idedlni hodnoty jednotlivych kritérii a nejhorsi tzv. bazalni
hodnoty kritérii. Redlné pripustné varianty reSeni se pohybuji mezi témito krajnostmi.

Priklad: Problémy vicekriteridlni optimalizace si ilustrujeme na jednoduché tloze
urceni optimalni skladky odpadu. Je tfeba vybrat optimélni lokalitu skladky - jednu ze
¢tyr moznosti, které oznaCime x; az x4. PTi tom hodnotime pét kritérii - zabor pudy
v hektarech, investi¢ni naklady v mil.K¢, negativni dusledky pro okoli ve stupnici od 1
(velmi negativni) do 4 (nepatrné) , negativni dusledky na kvalitu vody (také od 1 do 4)
a konecné kapacitu skladky v mil. tun odpadu. Velikosti jednotlivych kritérii pro riuzné
lokality jsou vyneseny v tabulce 2.1.

Pii optimalizaci se budeme snazit minimalizovat zabor pudy i investi¢ni naklady, ale
naopak maximalizovat v hodnotici stupnici negativnich dusledkt i maximalizovat kapacitu
skladky:.

Aby vSechna kritéria byla minimalizovana, upravime posledni tfi sloupce predchozi
tabulky. Upravu provedeme tak, ze v prislusném sloupci nalezneme maximélni prvek a
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Tabulka 2.1: Sklddka odpadku - hodnoceni variant

zédbor investicni mneg. dusl. neg. dusl. kapacita
pudy  naklady pro okoli pro vodu

i 6 1.2 4 2 6
T2 11.2 14.4 2 2 4.5
T3 1.9 4.8 2 4 7.5
Ty 6.4 13.4 2 2 4.5

Tabulka 2.2: Sklddka odpadku - tiprava hodnoceni variant

zabor investi¢ni neg. dusl. neg. dusl. kapacita
pﬁdy néklady (f3)ma:p - f3 (f4)ma:p - f4 (f5)ma:p - f5

G 1.2 0 2 15
2o | 112 14.4 2 2 3
3| 1.9 48 2 0 0
7,064 134 2 2 3

nové hodnoceni bude rovno rozdilu maximalniho prvku ve sloupci a prislusného prvku.
Dostaneme tak novou tabulku 2.2, ve které jiz chceme vSechna hodnoceni minimalizovat
Je ztejmé, ze strategie x; dominuje strategii x5 i x4, a naopak strategie z3 dominuje
strategii x5 1 x4. PTi tom strategie x; a x3 nejsou vzajemné dominovany. Nedominované
strategie (Paretovsky optimdlni strategie) jsou tedy dveé strategie x; a x3. Pro vybér jediné
optimalni strategie nemame zadné objektivni hledisko. O

Jiz z tohoto piikladu je zfejmé, ze vybér optimalni varianty neni jednoznaény a
problém mé znacny subjektivni motiv. Jisté budou existovat ruzné preference i pripadné
lokalni zajmy, které lze i zduvodnit vhodnym vybérem argumentu. Je ziejmé, ze kazdy
realny rozhodovaci problém je vicekriterialni.

2.6 Piiklady

1. Naleznéte minimum funkce

pii omezeni
h(x) =21+ ary+ =0

Urcete geometrickou interpretaci této tilohy a feste ji pro ruzné a, b, v, 8. Naleznéte
podminky reSitelnosti.

2. Urcete vysku a prumeér valcové nadrze maximalniho objemu pfi daném povrchu.
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3. Pomoci Kuhnovych - Tuckerovych podminek naleznéte stacionarni body funkce
f(x) = 2% + 222 + 6 — 10z, + 223
vzhledem k omezenim
r1Te <10, 2120, 292>0
a urcete jejich charakter.

4. Optimalizace ihlu natoceni plachty a kursu plachetnice.
Zjednodusené schéma sil pusobicich na plachetnici pii pohybu proti vétru je na
obr. 2.5, kde v je rychlost plachetnice, w je rychlost vétru, ¢ tithel mezi smérem
vétru a rychlosti lod’ky, 0 je tihel plachty vzhledem k ose lod’ky, S je aerodynamicka
sila pusobici na lodku vlivem vétru, @ je sila odporu lodky, K je kylova sila, v,
je relativni rychlost vétru vuéi plachetnici. Aerodynamicka sila S se rozkladd na

PLACHTA

Obrazek 2.5: Sily pusobici na plachetnici

dvé kolmé sily. Jedna slozka pusobici ve sméru pohybu lodky (to je hnaci sila)
se vyrovnava se silou odporu lodky @ (tfeni pii pohybu ve vodé). Druhd slozka
sily S' se vyrusi s kylovou silou K a zpusobuje naklon plachetnice, coz zanedbame.
Aerodynamicka sila S zavisi na relativni rychlosti vétru v, a uhlu a, pod kterym
vitr pusobi na plachtu. Predpokladejme, ze plati

2
r

S = cvZsino
Sila odporu lod’ky @ zévisi na rychlosti lod’ky podle vztahu @ = cyv?. Ukaite, Ze
a) pii zadaném thlu v je rychlost v maximalni pro o = 0;

b) Pii plavbé po vétru (¢ = 180°) je maximalni rychlost pii o = 90° a je rovna

Umax:w1+ca & c
2

c¢) maximalni rychlost proti vétru (veli¢ina v cos®) je rovna w$ a dosdhneme ji pfi
thlech ¢ = 45°, 0 = ((¢ + 2)® + 4) 2. Pii tom predpokladame, ze tihly « a 0 jsou
malé a proto sina = «, sinf = 0, cosa =1, cosf = 1.
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5. Vypoctéte optimalni konstantu ro proporcionalniho regulatoru, ktery v regula¢nim
obvodu reguluje systém s prenosem

)
G(s) = m

Vstupni signal je skok fizeni w(t) = 1(¢). Kritérium kvality fizeni je

T(re) = /0 T () + 303(1)) de

kde e(t) je regulacni odchylka a u(t) je akéni veli¢ina.

6. Méjme stejny regulaéni obvod jako v predchozim piikladé. Rizeni je nulové, ale na
vstupu systému pusobi porucha, kterou muzeme povazovat za nahodny signél blizky
bilému Sumu. Navrhnéte optimélni konstantu proporcionalniho regulatoru, pii které
je rozptyl regula¢ni odchylky minimalni.

7. Je dan diskrétni systém popsany stavovymi rovnicemi

x(k+1) = Mx(k)+ Nu(k)
y(k) = Cx(k),
ktery fidime pomoci linedrni zpétné vazby ve tvaru
a) u(k) = —Kix(k)
b) u(k) = —Koy(k).
Vypoctéte optimélni zpétnovazebni matici K; v obou piipadech, ktera minimalizuje
kritérium

J0K) = 3y (9Qy(H) + u () Ru(k)

Navod k feseni:
Dosad'te rovnici reguldtoru do stavové rovnice systému. Reseni této rovnice dosad'te
do kritéria. Pouzijte vztah x” Qx = tr(xx?' Q). Optimaln{ zpétnou vazbu uréime z

aJ P , )
podminky K 0. Derivaci kritéria podle zpétnovazebni matice K provedeme tak,
ze stanovime prirustek kritéria J(K + eAK) a pouzijeme dvé néasledujici tvrzeni:

1) Mé&jme maticovou funkci F(X) = (A +BX)" a ¢ je nekoneéné mald velicina
prvniho tadu. Pak plati
F(X+eAX) = (A+BX)"+

k . .
ST (A+BX)" T BAX (A + BX)' + A(e?)

<.
I

0
2) Méjme maticovou funkei f(X)
radu. Plati-li

tr (F(X)) a € je nekoneéné mala veli¢ina prvniho

f (X +eAX) = f(X) + ¢ tr (M(X)AX) + A(e?),

pak
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Provedte feseni predchozfho pifkladu pro skaldrni verzi - uvazujte systém pouze
prvniho fadu.

Systém se stavovymi rovnicemi
x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0)=a
fidime linedrni zpétnou vazbou od stavu u(t) = —Kx(t). Urcete optimalni zpétno-
vazebni matici K, kterd minimalizuje kritérium
JK) = [ (< (OQx(t) + " ()Ru() di

kde Q, R jsou dané pozitivné semidefinitni matice.
Méjme stochasticky systém

x(t) = Ax(t)+Bu(t) +v(t)

y(t) = Cx(t) +w(t)

kde v(t), w(t) jsou nezavislé bilé stochastické procesy s nulovou stfedni hodnotou a
kovarianénimi maticemi Q, R. Navrhnéte optimalniho pozorovatele stavu systému
ve tvaru

X(t) = AX(t) + Bu(t) + L (y(t) — Cx(t))

Urcete optimélni hodnotu matice stavové injekce L, aby ustéleny rozptyl odchylky
e(t) = x(t) — x(¢) byl minimalni.

Naleznéte dudlni tlohu k tloze

max {CTX s Aix<bj,Asx=Dby,A3x > bs,x > 0,b; > O}

Naleznéte dualni dlohu k tloze kvadratického programovani

max {XTQX +cfx 1 Ax<b,x> O}

Ovérte dualitu nasledujicich uloh
max{ch : Ax=b,x > O} dudlni: min {bTy ATy > c} .
max {CTX D Ax = b} dudlni: min {bTy ATy = c} .

Mejme drat délky [, ktery rozdélime na dvé ¢asti. Z jedné casti vytvarujeme ctverec
a z druhé kruznici. V jakém poméru musime pieseknout drat, aby soucet ploch
ohrani¢enych vytvorenym ¢tvercem a kruznici byl minimélni (maximalni)?

Uvazujte konstrukei trajektu slouzicitho k prepravé daného poctu tun nakladu po
urcité draze. Vyrobni néklady trajektu bez motoru linearné rostou s jeho nosnosti,
zatimco cena motoru je imérna soucinu jeho nosnosti a kvadratu jeho rychlosti.

Ukazte, ze celkové konstrukéni naklady jsou nejmensi, kdyz vyddme za samotny
trajekt dvojnasobek penéz nez za jeho motor. Zanedbejte cas nakladky a vykladky
a predpokladejte, ze trajekt pracuje nepretrzite.



Kapitola 3

Minimalizace kvadratickych forem

S problémem minimalizace kvadratickych forem se setkdme pii feSeni mnoha problému
aproximace, estimace parametru i optimélniho fizeni systému. Je to problém, pro ktery
byla vypracovana rada spolehlivych a rychlych numerickych algoritmu. Nejprve uvedeme
dva motivacni priklady, které ilustruji pouzitelnost tohoto ptistupu.

Priiklad 1. Aproximace charakteristiky termoclanku

Pro termoc¢lanek Ch-A jsou v normé uvedeny hodnoty napéti termoclanku v zavislosti
na jeho teploté. Hodnoty termonapéti jsou tabelovdny po 10 °C' od 100 do 1370 °C.
Nésleduje vypis hodnot termonapéti pro uvedeny rozsah teplot

U=4.095 4.508 4.919 5.327 5.733 6.137 6.539 6.939 7.338 7.737 08.137 08.537 08.938
09.341 09.745 10.151 10.560 10.969 11.381 11.793 12.207 12.623 13.039 13.456 13.874
14.292 14.712 15.132 15.552 15.974 16.395 16.818 17.241 17.664 18.088 18.513 18.938
19.363 19.788 20.214 20.640 21.066 21.493 21.919 22.346 22.772 23.198 23.624 24.050
24.476 24.902 25.327 25.751 26.176 26.599 27.022 27.445 27.867 28.288 28.709 29.128
29.547 29.965 30.383 30.799 31.214 31.629 32.042 32.455 32.866 33.277 33.686 34.095
34.502 34.909 35.314 35.718 36.121 36.524 36.925 37.325 37.724 38.122 38.519 38.915
39.310 39.703 40.096 40.488 40.879 41.269 41.657 42.045 42.432 42.817 43.202 43.585
43.968 44.349 44.729 45.108 45.486 45.863 46.238 46.612 46.985 47.356 47.726 48.095
48.462 48.828 49.192 49.555 49.916 50.267 50.633 50.990 51.344 51.697 52.049 52.398
52.747 53.093 53.439 53.782 54.125 54.466 54.807.

Problémem je interpolovat dané hodnoty v bodech mimo tabelované hodnoty. Muzeme
to provést tak, ze charakteristiku termoclanku aproximujeme polynomem. Aproximaci
chceme provést tak, aby chyba aproximace byla v danych bodech minimalni.

Reseni: Zvolime-li aproximaéni polynom tfetiho stupné, pak je vztah mezi termonapétim
U a teplotou t aproximovan vztahem

U=a-+bt+ct®+dt* (3.1)

28
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V bodech sité tedy priblizné plati

U=|1t 2 ]

QL O o

kde ¢islo 128 je pocet danych bodu sité. Zavedenim vektoru napéti b, jehoz slozky jsou
T
napeéti U;, vektoru hledanych parametri x = [ a b c d ] a matice dat A jejiz radky

jsou tvoteny vektory teplot | 1 t; t? 3 }, muzeme predchozi soustavu zapsat maticove

ve tvaru
b=Ax+e (3.2)

kde e je vektor chyb, ktery chceme minimalizovat, aby aproximace byla co nejpfesnéjsi.
Jako kriterium aproximace volime kvadratickou normu odchylky

J = Jlels = ee (3.3)
Po dosazeni do kritéria za vektor odchylky e = b — Ax dostaneme
J(x) = (Ax —b)" (Ax —b) = xTATAx — x"ATb — b"Ax + bb
Hledame tedy takovy vektor x*, ktery minimalizuje pfedchozi kritérium aproximace

J(x*) = m}én J(x), x" = arg m}én J(x)

Puvodné se jednalo o problém feseni preurcené soustavy algebraickych rovnic Ax = b.
V jazyce MATLAB se tento problém jednoduse fesi piikazem x* = A\b. Reseni preurcené
soustavy algebraickych rovnic jsme zde prevedli na problém minimalizace kvadratické
formy.

Minimalizaci predchozi kvadratické formy uréime koeficienty polynomu tietiho stupné
X" = [ 0.13577 3.8751072 6.743107% —4.337107° } Pfi tom maximalni chyba aproxi-
mace max |e;| = 0.07.

Zvolime-li aproximacni polynom pouze druhého stupné, pak vektor parametru je roven
x* = [ —0.803061 4.471710 —0.2810~° | a maximdlni chyba aproximace vzroste na
hodnotu max |e;| = 0.45. Na obr. |3 je charakteristika termoclanku Ch-A a prubéh chyb
pfi aproximaci polynomy druhého, tretiho a ¢tvrtého stupné. Uvédomte si, Ze zvySovani
stupné aproximac¢niho polynomu nemusi pfinést zmenseni chyb aproximace. Naopak pri
vysokém stupni aproximacniho polynomu jsou prubéhy aproximacni krivky mezi danymi
body nevhodné. Ovéite! Problémem je, jaky je tedy nejvhodnéjsi stupen aproximacniho
polynomu.

Piiklad 2. Identifikace parametra diskrétniho systému z namérenych dat.

Predpokladejme vnéjsi popis diskrétniho systému ve tvaru

y(t) = —ary(t — 1) — ... — apy(t — n) + bou(t) + ... + bpu(t — m) + e(t)
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Thermoelement CH-A: U(t)[mV] = f(t) [deg C] e(t) = U(t)-Uhat(t); (Uhat:a+bt+ct2)

60 : 0.6
S0t 0.4}
40}
s S 0.2
£30 <
T T 0f
20t
1ol -0.2}
0 ' : -0.4 ' :
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
e(t) = U(t)-Uhat(t); (Uhat=a+bt+ct+dt®) e(t), (Uhat=a+bt+ct?+dt>+et?)
0.08 : : 0.04 : :
0.06} ] 0.021
0.04}
— — O I
2 0.02} 2
E £ _0.02|
T 9 T
-0. 4 L
-0.02} 0.0
-0.04} ] -0.06}
-0.06 ' : -0.08 ' :
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
Teplota t [deg C] Teplota t [deg C]

Obréazek 3.1: Charakteristika termoclanku a chyby pii aproximaci polynomy druhého az
¢tvrtého stupné

kde y(t) je vystup systému v ¢ase t, u(t) je vstup systému a e(t) ndhodn4 veli¢ina reprezen-
tujici nepresnosti méreni i aproximace.

Predpokladejme, ze mame k dispozici mnozinu métfeni vystupni i vstupni veli¢iny v po
sobé jdoucich diskrétnich ¢asovych okamzicich t = ... 0,1,.... Nasim ikolem je pomoci
mnoziny méfeni vstupu a vystupu systému ur¢it co nejvérnéji parametry systému a;, b;.
Parametry systému ur¢ime z podminky minimalizace chyby diferen¢ni rovnice systému.

T
Zavedeme si vektor hodnot vystupu b = { y(1), y(2) ... y(n) } , vektor nezndmych

T
parametru X = | a; ay ... a, by ... by } a matici dat A podle néasledujiciho
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predpisu

—y(l/' —1) —y(u —-2) . : —y(y.— n), u(u) : .ou(v _ n)

Pro diskrétni ¢as t = i diferen¢ni rovnici systému muzeme zapsat ve tvaru y; = A;x+e;,
kde y; je i-ty prvek vektoru vystupu b, A; je i-ty fadek matice dat A a e; = e(i). Pro
t=1,...,v s pouzitim zavedenych vektoru dostaneme soustavu algebraickych rovnic ve
tvaru

b=Ax+e

Minimalizace normy vektoru chyb rovnic vede opét na problém minimalizace kvadratické
formy. O

3.1 Minimalizace - analytické vztahy

Méjme tedy kvadratickou formu
Jx,y) =x"Ax +x'By +y'Dx + y'Cy (3.4)

kde A je pozitivné semidefinitni matice. Hleddme minimum této kvadratické formy vzh-
ledem k vektorové proménné x. Hleddme tedy

x" = arg min J(x,y)

Ukazeme dva postupy vedouci k analytickému vyrazu pro uré¢eni optimalniho x* a minima
kvadratické formy. V prvnim postupu pouzijeme vztahy pro derivaci kvadratickych forem.
Snadno lze prokazat, ze plati (pokud derivace skaldrni funkce podle vektoru je fadkovy
vektor)

oxT Ax

T T
G =X (A+A") (3.5)
8XTBy_ T T 8yTDX_ T
. =y' B, I =y'D (3.6)

Minimum kvadratické formy (3.4]) nalezneme z podminky nulového gradientu kritéria

vzhledem k x, ¢ili
9J(x,y)

—==0 ro x=x".
aX Y p
Pouzitim vztahu pro derivaci kvadratickych forem dostaneme z predchoziho vztahu
(A+AT)x+By—|—DTy:0, pro x=x"
Odtud plyne optimalni x*

x'=—(A+AT) " (B+D")y (3.7)
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Predchozi vztah plati pro pozitivné definitni matici A. Pokud je matice A pouze pozitivné
semidefinitni, pak misto inverze matice je tfeba pouzit pseudoinverzi (viz dale).

Hessova matice druhych derivaci minimalizované kvadratické formy je rovna matici
(A + AT) a proto pii pozitivné semidefinitnf matici A je existence minima zajisténa.

Pozn: Uplné podobnym postupem muzeme hledat minimum kvadratické formy vzh-
ledem k vektoru y. |

Jednodussi metoda minimalizace kvadratickych forem spociva v jejich ipravé na uplny
¢tverec. Kvadratickou formu (3.4 upravime do tvaru

J(x,y) = (x—x)"A(x—-x")+y Cy— (x)Ax* (3.8)

kde x* je zatim néjaky vektor. Aby predchozi kvadraticka forma byla rovna kvadratické
forme (3.4), musi ziejmé platit

—(x""Ax = y'Dx, —xTAx* = x'By
Protoze predchozi vztahy plati pro vSechna x, plati zfejmé
—(x)TA =y'D, —Ax* = By
Po transpozici prvni rovnice a nasledném secteni obou rovnic dostaneme
—<A+AT)X* = <B+DT)y
Nezndmy vektor x* je tedy roven
x'=—(A+A7) " (B+D")y.

Kvadratickd forma je minimaln{ vzhledem k proménné x tehdy, kdyZz x = x*, nebot
x* neni na x zavislé. Proto x* je optimalni hodnota x, minimalizujici kvadratickou formu.
Vysledek je stejny jako pii pouziti derivaci - viz (3.7)). Pii minimalizaci kvadratickych
forem jejich upravou na uplny ¢tverec ziskdme jejich minimum jednoduse bez pouziti
derivaci. Minimaln{ hodnotu kvadratické formy dostaneme dosazenim x* do (3.8).

7 predchozich vztahu je ziejmé, ze muzeme predpokladat, ze matice A je symetrickd
matice. Pokud tomu tak neni, muzeme ji symetrizovat zavedenim nové symetrické matice
A, = %(A + AT) a vysledek optimalizace se zfejmé nezméni. Podobné lze symetrizovat i
matici C. Také muzeme predpokladat, ze matice B a D jsou si az na transpozici rovny.
Pokud tomu tak neni, pak zavedeme novou matici B; podle vztahu B+D? = 2B, a touto
novou matici B; nahradime matice B a D v kvadratické formé podle vztahu B = By,
D = BlT. Hodnota kvadratické formy se zfejmé nezméni. Proto budeme déle predpokladat,
ze matice A i matice C jsou symetrické matice a matice B a D jsou si az na transpozici
rovny.

Kvadratické formy muzeme zapisovat také ve tvaru

J(x,y) =[x yTHPi*-TgHﬂ. (3.9)



KAPITOLA 3. MINIMALIZACE KVADRATICKYCH FOREM 33

Pritom ptredpoklddame, ze matice A i matice C jsou symetrické matice a matice A je
pozitivné semidefinitni. Déle predpokladame, ze slozena matice M

(ot

B" C
je symetrickd pozitivné semidefinitni matice (kvadratickd forma J(y,x) je nezdpornd).
Minimalizaci kvadratické formy (3.9) vzhledem k x ziskdme pro optimélni x* vztah

Ax* = —By
Obecné teseni predchoziho vztahu je
x* = —A"By +x" (3.10)

kde A™ je pseudoinverze matice A, kterd vyhovuje vztahu AATA — A = 0 a vektor x° je
libovolny vektor z jadra zobrazeni A, to je takovy vektor, ktery spliiuje rovnici Ax" = 0.

ProtoZe pro pseudoinverzi plati A(ATA —1I) = 0 je vektor x° roven
x' = (ATA -1)z

kde z je libovolny vektor stejné dimenze jako je dimenze vektoru x.

Minimalni hodnota kvadratické formy je rovna
T (y)=J(x"y)=y" (C-B"A™B)y (3.11)

Optimélni x* neni jediné, ale minimum kvadratické formy je samoziejmé jediné.
Ptedchozi vztahy nejsou vhodné pro numericky vypocet. Dale uvedeme dvé metody

vhodné pro numericky vypocet optiméalniho vektoru x* a to zobecnénou Choleskyho fak-
torizaci a LDU (Biermanovu) faktorizaci.

3.2 Zobecnéna Choleskyho faktorizace

Standardni Choleskyho faktorizace je rozklad (faktorizace) libovolné pozitivné definitni
matice M do tvaru
M = F'F, (3.12)

kde F je redlnd horni trojihelnikova matice. To znamena, ze F; ; = 0 pro i > j.

Faktorizace pozitivné definitni matice M je jedind az na znaménko kazdého tadku
matice F. Faktorizace je jedind omezime-li se podminkou, ze diagondlni prvky matice F
jsou kladné. To je znamy vysledek standardni Choleskyho faktorizace.

Jak je to v pripadé, je-li matice M pouze pozitivné semidefinitni. V tomto pripadé
neni Choleskyho faktorizace jednozna¢na. Jedna se o zobecnénou Choleskyho faktor-
izaci a tento pripad nyni rozebereme.

Pro ¢+ < j plati pro jednotlivé prvky matice M vztah
i—1

M;;=> FriFy; =Y FriFy;+ FFij

k=1 k=1
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Z predchoziho vztahu pro prvky matice M plyne algoritmus vypocétu prvku Choleskyho
rozkladu F. Proi =1, 2,... postupné poc¢itame nejprve diagonélni prvky matice F podle
vztahu

i—1
Fii = \IMH - >
k=1

a potom jednotlivé prvky matice F vpravo od diagonaly podle vztahu

i1
F, ;= S [Mw -3 szFkJ] , Jj>1.
Fi =

Je zirejmé, ze pii vypoctu faktoru se vyskytuji dva problémy. Pii vypoctu diagonalnich
prvku matice F se vyskytuje odmocnina, coz zdrzuje vypocet. Proto byla vyvinuta jina
faktorizace (popsand pozdéji), kterd nevyzaduje vypocet odmocniny.

vypoc¢tu nediagonalnich prvka matice F déli. Choleskyho faktorizace neni v tomto piipadé
jednoznacna a vzdy jednoznacny rozklad dostaneme tim, ze je-li néktery diagondlni prvek
matice F nulovy, pak polozime rovny nule cely odpovidajici fadek matice F. To znamen4,
ze vztah pro mimodiagonalni prvky F; ; doplnime podminkou

Jestlize F;; =0, pak F,; =0, Vj>u.

Po rozkladu matice M provedeme jiz snadno minimalizaci kvadratické formy i vypocet
optimalniho x. Provedeme nésledujici serii iprav kvadratické formy

e - ;-

2

Horni trojihelnikovou matici F rozlozime na submatice

F[ 0 F, ]

kde dimenze rozkladu odpovidaji dimenzi vektoru x a y. Pfi tom zrejmé submatice F, i
F, jsou horni trojuhelnikové matice. Kvadratickd forma je potom rovna

= | 5 [

Minimum kvadratické formy vzhledem k proménné x nastane ziejmé, kdyz prvni ¢len na
pravé strané predchoziho vyrazu bude roven nule. Proto optimélni x* ziskdme z rovnice

2
=[| Fox + Fa.py ”2 + |l F,y H2

F.x*+F,,y=0 (3.13)

Protoze matice F, je horni trojihelnikova matice, provedeme vypocet optimélniho x*
po jednotlivych prvcich tohoto vektoru odspodu. Je-li pro nékteré ¢ diagondlni prvek
matice F, nulovy, pak je podle predchoziho nulovy cely -ty fadek této matice. Proto
odpovidajici slozka z optimalniho vektoru muze byt zvolena libovolné. V zavislosti na
libovolné zvoleném z; vyjdou potom dalsi prvky zj pro £ < 4. VSimnéme si, Ze pro



KAPITOLA 3. MINIMALIZACE KVADRATICKYCH FOREM 35

vypocet optimalniho x* neni tfeba provadét celou faktorizaci matice F, ale staci provést
faktorizaci pouze horni ¢asti matice M, ktera je potfebnd pro ziskani submatic F, a F, .

Minimalni hodnota kvadratické formy je
T (y)=J(x"y) = ||F,yl[* =y F,Fy

Provedeme upravu kvadratické formy. Matici M vyjadiime pomoci submatic Choleskyho
faktoru, pak

A B T
M = lBT C]_F F =
0 F, 0 F, F. F, FIF,+F. F,,

Odtud plyne, ze matice C je rovna
C=F F,+F, F,,
Proto optimalni hodnotu kvadratické formy muzeme vyjadrit ve tvaru
J(y) =y"FjFy =y" (C-F. F.,)y

Proto i pfi vypoctu minima kvadratické formy opét neni tteba provadét tplnou faktorizaci
matice F, ale je mozno pocitat pouze jeji horni ¢ast potiebnou pro ziskani submatic F,
aF, ..

3.3 LDU faktorizace

Matici M budeme nyni faktorizovat jinym zpusobem podle nasledujictho vztahu
M = U"DU (3.14)

kde U je monickd horni trojihelnikovd matice (monickd znamend, ze mé jednotkovou
diagondlu). Matice D = diag (d) je diagonalni matice (v jeji diagondle je vektor d ).
Nékdy se tento rozklad pise ve tvaru M = LDL”, kde L je monicka dolni trojihelnikova
matice. Zfejmeé jsou oba zapisy identické.

Ptedchozi rozklad se ¢asto schematicky vyjadiuje ve tvaru
M = |d; U]

nebo M =

d; LT’ pii rozkladu ve tvaru M = LDL”. Pro i < j plati pro prvky matice M

[ i—1
M= UridiUyj = Y UidpUyj + UiidiUs
k=1

k=1

Z predchoziho vztahu muzeme pocitat jednotlivé prvky rozkladu. Proi = 1,2, ... postupné
pocitame nejprve prvky diagonalni matice. Pro j = ¢ plati

i—1
di == Mm’ - Z de]ii
k=1



KAPITOLA 3. MINIMALIZACE KVADRATICKYCH FOREM 36

Je-li d; = 0, pak je nulovy cely odpovidajici fadek matice U, c¢ili
if d;=0 then U;;=0 Vj>1
Pro nenulové prvky d; pocitame prvky v odpovidajicim fadku matice U podle vztahu

1

1—1
Ui = 7 (M” -y dek,iUk,j>
i =1

Po nalezeni rozkladu snadno provedeme minimalizaci kvadratické formy. Pouzitim faktoru
je kvadraticka forma rovna

J(x,y) =[x yT]UTDUlﬂ

Provedeme rozklad monické horni trojihelnikové matice U i vektoru d tvoriciho digondlu

diagonalni matice D
ol ] el

Dimenze submatic jsou voleny shodné s dimenzemi vektoru x a y. Potom kvadraticka
forma je rovna

T
U, U d U, U X
_ T T T T,y : T T x,y
e = [ ][ G e ()5 ][]
= [U,x+ U,,y]" diag (d,) [Usx + U, ,y] + y" U] diag (d,)U,y
Minimum této kvadratické formy vzhledem k vektoru x je urc¢eno rovnici
Ux"+U,,y=0 (3.15)

Optimalni vektor x* pocitdme po slozkach odzdola. Protoze matice U, je monickd horni
trojihelnikova matice, provadime vypocet optimalniho x* bez déleni.

Jestlize i-ty diagonalni prvek vektoru d, je nulovy ((d,); = 0), pak piislusnd slozka z}
muze byt volena libovolné. Volba z} potom ale ovliviiuje dalsi slozky x7 pro j <.

Minimum kvadratické formy je jediné a je rovno
J(x*,y) = y"U, diag (d,)U,y
Po upravé muzeme toto minimum vyjadrit ve tvaru
J(x*,y) =y" (C - UL diag (d,)U,, )y

ve kterém vyuzivame pouze horni faktory rozkladu, které byly tifeba i pro urceni op-
timalniho x*.
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3.4 Aktualizace Choleskyho faktoru

Z predchoziho vykladu vime, Ze minimalizace kvadratickych forem je vysledkem teSeni
soustavy linearnich algebraickych rovnic, které minimalizuje kvadratickou normu vektoru
chyby soustavy.

Mame tedy linedarni rovnici ve tvaru Ax — b = 0. Vektor chyby této rovnice zapiSeme

vetvarue—[A—b][)lc]

Minimalizace kvadratu normy vektoru e vede na minimalizaci kvadratické formy

19 -ete= [ 1][a ][4 b][%]

Provedeme faktorizaci matice dat H = { A -b } Potom plati H'H = F'F, kde
Choleskyho faktor F je ¢tvercova horni trojihelnikova matice. Jiz popsanym postupem
vypoc¢teme optimalni vektor x* a optimélni (minimaln{) hodnotu kvadratické formy J*(x).

Predstavme si situaci, ze po provedené faktorizaci matice dat a vypoctu optimalniho
vektoru x* dostaneme nova meéreni vedouci na dalsi linearni rovnici ax — § = 0, kde
radkovy vektor a a konstanta (3 obsahuji nova data. Problémem je nyni jak efektivné
vypocist novy optimalni vektor x*, aniz bychom museli provadét Choleskyho faktorizaci
celou uplné znova.

Ptridanim nové ziskané linearni rovnice k predchozi soustavé dostaneme novy tvar

kvadratické formy
T
w-Le ]2 S8 31

Pomoci matice dat H a fadkového vektoru novych dat h = { a —( } vyjadiime aktual-
izovanou kvadratickou formu ve tvaru

J(X):[T]TlE]T[I:][T]:{XT IHHTHJFhThHT]

Protoze plati H' H = F'F pak nové matice kvadratické formy je rovna
M=HH+h'"h=F'F+h'h

Aktualizace Choleskyho faktoru spociva ve vypoctu nového Choleskyho faktoru F
podle vztahu o

M=F'F+h"h=F'F
kde F je opét horni trojihelnikova matice.

Navic velmi casto chceme stard data néjakym zpusobem “znevazit”, nebo “zapome-
nout” a proto matici “starych 7 dat H respektive jeji Choleskyho faktor F nasobime
¢islem 0 < ¢ < 1, které nazyvame faktor zapominani. Aktualizace Choleskyho faktoru
potom vede na vypocet étvercové horni trojihelnikové matice F pro kterou plati

T
F'F= [ ﬁﬂ Vf ] = ,?FTF + h'h.
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Triangulizace matice (to je Uprava matice na horni trojihelnikovy tvar) se provadi po-
moci specielni ortogonalni matice T, zvané matice planarnich rotaci, nebo také
Givensova rotace. Ortogonalni matice je takovd matice, pro kterou plati TZT = I.
Matici T volime takovou, aby platilo

Potom plati

- (2] 12 [E] ol 2] )+

Pritom predpoklddame, ze matice F' je horni trojuhelnikova matice. Triangulizace spoc¢iva
’ Ve Ve ~ /7 . F /7 7’ 7/
v podstaté ve vynulovani posledniho fadku matice [ h ] (faktor zapominani ¢ nebudeme

pro jednoduchost uvazovat).

Triangulizaci provadime sekvenéné tak, ze nejprve vynulujeme prvni prvek posledniho
radku vhodné zvolenou ortogonalni matici T, potom vynulujeme druhy prvek posledniho
radku opét vhodné zvolenou ortogonalni matici T a tak postupné vynulujeme vSechny
dalsi prvky posledniho fadku. Pti tom matice F méni koeficienty, ale zachovava trojihelni-
kovy tvar a postupné se méni na horni trojihelnikovou matici F.

Postup ukazeme pii nulovéni i-tého prvku posledniho tddku, to je pii (i)-té iteraci
popisovaného sekvenéniho postupu. Ortogonalni matice T je v tomto pripadé rovna

1

C; 7

—Si Ci

Ortogonalni matice T je rovna jednotkové matici s vyjimkou prvka 7;;, = ¢;, T;, = s,
T,;=—s;aT,, =c;, kde v je dimenze matice T. Aby matice T byla ortogondlni matici,
musi byt koeficienty ¢; a s; omezeny vztahem c?+s? = 1. Ndsobime-li takovou ortogonaln{

matici matici L pak se ve vysledné matici zméni pouze i-ty a posledni v-ty radek.
Pro tyto fadky plati
F 7 [ C; Lo S ... 0 Fi,i -Fi,i+1 Ce _Fi,,/
. i—1 i—1 i
[ 0 E,i E,i+1 _z,u
... 0 0 AP R

kde hornim indexem v zavorce jsme oznacili krok (iteraci) algoritmu. Protoze chceme

nulovat i-ty prvek posledniho fadku, musi platit hl@ = —s5;F; + cihl(i*l) = 0. Odtud
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plynou vztahy pro prvky ¢; a s; ortogonalni matice T

P B (=D
C’i = kil SZ = ¢

VED + ()2 VED? + ()2
Pritom jedind potiZ by nastala, pokud by jmenovatel v obou pfedchozich vyrazech byl
roven nule. To ale muze nastat pouze tehdy, kdyz bude prvek hglfl) = 0 (oba prvky ve
jmenovateli jsou v kvadratech). Potom je ale redukce i-tého prvku posledniho fadku jiz

hotova a neni (].i tudiz nutno provadét. To znamena, ze i-ty krok redukce provadime pouze
tehdy, kdyz b\ " £ 0.

Predchozi postup muzeme pouzit i pro transformaci matice dat H do Choleskyho fak-
toru F, pii ¢emz plati M = H'H = F'F. Transformace se provadi bud po jednotlivych
prvcich ve sloupcich nebo fadcich jiz popsanym postupem pomoci vhodné zvolenych or-
togondlnich matic.

Jiny, efektivnéjsi, algoritmus transformace matice dat H do Choleskyho faktoru F je
Householderova reflexe. Pomoci specielni ortogonalni matice P vynulujeme vSechny
prvky matice dat H v jednom sloupci (kromé prvniho) najednou.

Myslenku metody ukdZeme nejprve na vektoru. Vektor x = [y, ..., z,]? transformu-
jeme na vektor X = Px = [71,0,...,0]” pomoci symetrické ortogonalni matice P

P=1- Vzvva (3.16)
kde vektor v je roven

v =x— [|x]|2€1 (3.17)
kde e; = [1,0,...0]7 = I(;,1). Znamen4 to, Ze vektor v je rovny vektoru x ve vsech
slozkéch kromeé prvni, ktera je rovna v; = 1 — ||x||2. Pfi tom norma vektoru x je samoziejme
x|z = VxTx = (Z x?)w. Predchozi tvrzeni snadno dokdzeme piimym vypoctem vek-
toru X. Plati

vIiv vIiv vIiv

. Px— (I B 2VVT> e 2v(vTx) 2vix

pro v dle (3.17)) dostaneme

x:Px:<1—

[x[lze1 = [[x[]2e1

vliv

ovIx ovlx
X —
vliv

vIx

Aby ptedchozi vztah platil, musi byt = 1. To snadno prokdazeme primym dosazenim

vy
2vix —vliv = (ZXTX - 2||XH261X) - (XTX —2||x||2eTx + HxﬂgelTel) =0

T T

protoze x'x = ||x||2 a el'e; = 1.

Touto transformaci muzeme prevadét matici dat na horni trojuhelnikovou matici po
celych sloupcich. Popsany postup aplikujeme nejprve na celou matici dat H a pomoci
ortogonalni matice P vynulujeme cely prvni sloupec kromé prvniho prvku. Pak postup
aplikujeme na submatici matice H, ve které vynechdme prvni fadek a prvni sloupec a
popsanym postupem vynulujeme druhy sloupec submatice, opét kromé prvniho prvku.

Tento postup znovu opakujeme na zmensenou submatici.
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3.5 Aktualizace LDU faktoru

Podobny problém je aktualizace LDU faktoru, ktery muzeme zobecnit na problém trans-
formace matice F a diagonalni matice G = diag (g) na monickou horni trojihelnikovou
matici U a diagondlni matici D = diag (d), ze plati

M =F'GF = U'DU

Poznamka: Pokud provadime aktualizaci “starého” rozkladu novymi daty obsazenymi v

matici dat h, pak
| U, L ©3d,
F_[h1’ G—dlag< 1 ),

kde U, je horni trojihelnikova matice “starého” rozkladu, ds je vektor v diagondle di-
agonalni matice D “starého” rozkladu a ¢ je koeficient zapominani starych dat. o

Nejprve si zavedeme pojem dyada, coz je matice vznikla nasobenim dvou vektoru,
napi. faf?, kde f je sloupcovy vektor a « je skalar. Dyada je tedy matice, kterd ma
hodnost nejvyse rovnou jedné.

Podle predchozi rovnice si muzeme predstavit matici M jako soucet dyad
v 14
M = Z figif? = Z uidiu;‘r
i=1 i=1
kde fiT au! jsou i-té fadky matic F a U a g;, d; jsou i-té diagondlni prvky diagondlnich
matic G a D.

7, ptedchoziho souctu vsech dyad uvazujme déle pouze soucet dvou dyad, které tvori
matici, jejiz hodnost je rovna nejvyse dvéma

M9 = £,667 + £;9;£7 (3.18)
kde vektory f; a f; jsou rovny
7 = [0, ey 0,01 L fiigr, oo, fw}
ij = { 0, ..., 0, fii, fiivt, -5 fiv }

a g; i g; jsou nezaporné konstanty. Uvédomme si, Ze matice M) je vskutku matice
rozméru (v, v) tvorend souctem dvou dyad, plati tedy pro celou matici M = 3=, 3=, M)
Pokud provadime aktualizaci novymi daty, pak j =v+1 a ffﬂ =h, g, =1

Nasim zamérem je provést modifikaci predchozich dyad tak, aby prvek f;; vektoru
prvni dyddy zustal roven jedné a prvek f;; vektoru druhé diady se vynuloval a nulové
prvky v obou vektorech se nezménily. Modifikace mé tedy tvar

MEI) — wdu) + ujdjuJT (3.19)
kde nové vektory u; a u; jsou rovny

= [07 AR 07 1 y Wity e ui,y}

<

I
o
o

o

Ujitls ---5 Ujp
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a d; i d; jsou nezdporné konstanty.

Modifikaci sou¢tu dvou dyad provedeme pomoci algoritmu dyadické redukce.
Prvky modifikovanych dyad jsou rovny

di = g+ (f)9 (3.20)

N
4 = (3o

g.
= ()0
win = fix—fiifir, k=i+1,...,v
Wik = fip+ 0 g, k=14+1,...,v

Odvozeni predchozich vztah:

Z rovnosti vztahu (3.18) a (3.19) pro staré a nové dyady plyne vztah pro prvek k[
matice M)

Ml(ci,}j) = firx 9 fio+ Fin 95 Jin = wip di g+ ujp dj ujy (3.21)
7, predchoziho vztahu plyne pro k =1=1
Jia G Jia+ Jig 95 i = g di wig + ujy dj ug
Vezmeme-li v uvahu, ze f;; = 1, u;; = 1 a u;; = 0, pak z piedchozi rovnice dostaneme
hledany vztah pro prvek d;
2
di = gi + (fi4)" 9 (3.22)
Prol >ia k =1 plyne z (3.21)
Jia Gi Jia+ Jia 95 Fig = wig di wig + uj; dy ugy

Protoze u;; = 0, pak z pfedchoziho vztahu dostaneme

U = gi fig + fii 95 [i1)

@ (
Nyni dosadime do (3.21) za u;; a u;; podle pfedchoziho vztahu a dostaneme

2

)22 . f. .
fz',k [gi - 91'1 fi,l + fj,k [gj - (fw) gj] fj,l - fz’,k [gzgéf”] fj,l -

d; d;
15.i9:9; o d 3.93
Fia |77 | fia = wiwdjuga (3.23)
Upravime vyrazy v hranatych zavorkach v predchozim vztahu
i — gj _ g'di — 9 _ 9i(f5i)%g) gi — (fj,i)29]2 _ g'di — (f31)%9 _ 99
"o bod; d; / d; / d; d;

kde jsme vyuzili (3.22). Po dosazeni upravenych vyrazu muzeme ({3.23)) vyjadrit ve tvaru

9:i9;
(fj,k - flkf]z) cTJ (fj,l - fi,lfj,i) = Uj,kdjuj,l
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Odtud plynou dalsi dva vztahy dyadického algoritmu (3.20)) a sice

gA
Ujk = fj,k - fi,kfj,iu dj = <dj> Gi

Prol=1ia k > i plyne z (3.21) vztah
fikGifii + Fingifii = wipdivi; + ujpdju;;
Odtud plyne

fj,z‘gj
d;

1 gi
Wi = — (gifix + [ii9ifin) = Efi,k + (Wi + firfji)

d;
Odtud plynou posledni vztahy algoritmu dyadickych redukei a sice

9if j i
Us | = fi,k + Uk, kde = T]
nebot dle (3.22)) je roven jedné koeficient u f; ;. Dyadickou redukei muzeme provadét pouze

redukce je nulovani tohoto koeficientu. Pokud g; = 0, pak mohu druhou dyadu dplné
vypustit, protoze nema zadny vliv, je totiz cela rovna nule.

Vtip celé dyadické redukce je nulovani jednoho prvku druhé dyady, pti ¢emz je nutné,
aby prvni dydda méla na odpovidajicim misté jednotkovy prvek. Jednotkové prvky docilime
pomoci pomocnych jednotkovych dyad s nulovou vahou. Matice M je pii tomto rozsiteni

o SHEIHIH

Sekvenénim nulovanim prvka vybranych dyad a vypousténim nulovych dyad docilime
toho, ze matice U je opét monicka horni trojihelnikova matice.

Poznamka: Pokud diagondlni prvek f;; # 1, ale je nenulovy, pak modifikaci dyad
muzeme presto provést a vysledné vztahy jsou

di = (fii)’9i+ (f5)°9;

dj = <g]l> gi(fi,i)2

- (@)
Uiy = fik— f]}lflk, k=i+1,...,v
Uiy = LZ77]:+MUj7k7 k=i+1,...,v



Kapitola 4

Linearni programovani

V této kapitole budeme zkoumat systémy (matematické modely), které jsou popsény
soustavou linedrnich rovnic a nerovnic. Kritéria optimalizace téchto systému jsou také
linedrni. Proménné v téchto systémech nabyvaji realnych hodnot, které lezi v urcitych
mezich. Takové problémy se tradicné nazyvaji linearni programovani (LP).

4.1 Typické problémy vedouci na LP

Rada realnych problému vede na tilohu linearntho programovani. Uvedeme si nyni nékteré
z nich.

Optimalni vyrobni program
Mame n vyrobnich procesu (vyrabime n ruznych vyrobku) a kazdy z nich pozaduje m
ruznych zdroju (surovin a pod.). Na vyrobu jednoho vyrobku j-tého druhu potiebujeme
a;; jednotek i-tého zdroje. Zdroje jsou omezené a mame k dispozici b; jednotek i-tého
zdroje. Zisk pfi vyrobé jednoho vyrobku j-tého typu je ¢;. Pocty vyrobku j-tého typu
oznacime ;.

Nasi tlohou je vyrabét tak, abychom méli maximéalni zisk, pricemz musime respektovat
omezeni kladend na zdroje surovin. Problém je tedy nalézt

max {c'x : Ax<b, x>0},

kde x je vektor poctu vyrobku, c je vektor zisku, b je vektor omezeni zdroju a A je matice
spotieby s prvky a;;.

Tento linedrni model ma ale nékteré nepiijemné a z praktického hlediska neudrzitelné
dusledky. Jak uvidime pozdéji, ze simplexového algoritmu plyne, ze pii optiméalnim vyrob-
nim programu méa podnik vyrabét alespon tolik vyrobku, kolik méa tzkoprofilovych zdroju
(to jsou ty zdroje, které uplné vyuzije). To ale znamend, Zze nastane-li omezeni dalstho
zdroje, méli bychom na to reagovat rozsitenim sortimentu vyroby o jeden vyrobek, nebo
nevyuzitim dalsiho zdroje. Intuitivné ale ¢ekame, ze na snizeni zdroju bychom méli reago-
vat iplné opacné - zuzit sortiment a naopak plné vyuzivat zdroje. Promyslete si podrobné
tuto uvahu.

43
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Smésovaci problém
Méme n zékladnich surovin. Ukolem je namichat zdkladni suroviny tak, aby vysledny
vyrobek mél predepsané slozeni a surovinové naklady byly minimélni. Mnozstvi jed-
notek suroviny j-tého typu oznacime z;, jeji cena za jednotku je ¢;. Pozadované slozeni
vysledného produktu je popsano vektorem b, jehoz slozky b; jsou rovny pozadovanému
obsahu latky ¢ ve vysledném produktu. Jednotkové mnozstvi zakladni suroviny j-tého
typu obsahuje a;; jednotek latky typu i. Hleddme tedy

min{ch : Ax=b, x>0, }

kde matice A ma prvky a;;.

vvvvvv

potravin tak, aby jejich celkova cena byla minimalni a pfitom jsme splnili pozadavky na
vyrovnanou dietu.
Dopravni problém

Méame m vyrobcu a n spotiebitelu. i-ty vyrobce vyrabi a; jednotek zbozi a j-ty spotiebitel
potiebuje b; jednotek zbozi. Veli¢ina ¢;; je rovna nakladim na piepravu jednotky zbozi od
i-tého vyrobce k j-tému spotiebiteli. Proménnd z;; je rovna mnozstvi jednotek zbozi od
i-tého vyrobce k j-tému spotiebiteli. Chceme rozvést zbozi od vyrobeu ke spotiebitelum
s minimalnimi naklady pti respektovani omezeni. Hledame tedy

m n n m m n
I'IliIl {ZZCUIU . Zl’ij S a;, Z[Eij = bj, 'rij 2 0, ZCLZ‘ Z Zb] }
7=1 =1 =1 7=1

i=1j=1

Distribuc¢ni problém
Zde se jedna o matematicky model problému optimélniho rozpisu vyroby na stroje ¢i jind
zafizeni.

Pro kazdy z m stroju mame uréit, kolik vyrobku typu 1 az n se na ném bude vyrabét.
Pritom jsou znamy pocty hodin a;, 1 < ¢ < m, které jsou k dispozici na jednotlivych
strojich a také pozadované mnozstvi vyrobku b;, 1 < j < n, typu j. Konstanty c¢;; jsou
naklady na hodinovou praci ¢-tého stroje pii vyrobé j-tého vyrobku, £;; je hodinovy vykon
i-tého stroje pii vyrobé j-tého vyrobku a proménné z;; jsou pocty hodin i-tého stroje,
po které bude stroj vyrabét j-ty vyrobek. Tento problém je specielni tloha linearniho
programovani

m n n m
min {chijxij : Zl’z‘j S a;, Zkijxij = bj, fL’ij 2 O, }

i=1j=1 j=1 i=1

Mnoho problému optimalniho fizeni dynamickych systému je mozno prevést na tlohu
linedrniho programovani. Typicky ptiklad je optimalni fizeni linearniho diskrétniho dy-
namického systému s omezenim velikosti vstupnich veli¢in a linedrnim kritériem (napf.
casové optimalni diskrétni fizeni).

Také maticova hra, ktera je modelem antagonistického konfliktu dvou hracu s koneénym
poctem strategii vede na ulohu linedrniho programovéni.
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4.2 Ekvivalentni formy linearnich uloh

V tomto odstavci si uvedeme nékteré ekvivalentni formy tlohy linedrniho programovani.
Zakladni uloha je tloha

max {c'x : Ajx<b;, Ayx=Dby, A3x >bs, x>0, } (4.1)

Charakteristika zakladni tdlohy - je to tloha na maximum ¢i minimum, omezeni jsou ve
tvaru rovnosti i nerovnosti obou typt, proménné jsou nezaporné.

Standardni tloha je tloha
max {c’x : A;x <b;, Ayx <by, —Ayx < —by, —A3x < —bs, x>0, } (4.2)

Charakteristika standardni tlohy - je to iloha na maximum, omezeni ve tvaru nerovnosti
jednoho typu, proménné jsou nezaporné.

Kanonicky tvar ulohy linearniho programovani je tloha typu
max{c’x: Ajx+u=b;,Ayx =by, Asx —v=b3,x>0,u>0,v>0,} (4.3)

Charakteristika tlohy v kanonickém tvaru - je to iloha na maximum, omezeni ve tvaru
rovnosti, proménné jsou nezaporné.

Normalni tdloha linearniho programovani je tiloha na maximum, omezeni ve tvaru
Ax < b, ve kterém jsou nezdporné pravé strany omezeni (b > 0).

4.3 Grafické teseni optimalizace linearnich
modela

Pro lepsi predstavu ukazeme nyni grafické feseni linearnich tloh. Abychom problém mohli
fesit v roviné, budeme uvazovat problém, ve kterém se vyskytuji pouze dvé proménné.

Jak bude ukazano pozdéji je mnozina X', urcend linedrnimi omezenimi ve tvaru X =
{x|Ax < b} vypukld mnozina a proto linedrni funkciondl definovany na vypuklé mnoziné
m& optimum na hranici mnoziny. Je-li mnozina pripustnych feseni vypukly mnohostén,
pak optimum nastava v nékterém krajnim bodé ptripustné mnoziny.

Priklad: Mé¢jme nasledujici linedrni problém

T —|—2£L‘2 2 6
max 2(131 - 31’2 Ty — I1 S 3 , L1, T9 Z 0
ri+x < 10

Grafické feseni je patrné z obr. [4.1] Kazdé omezeni definuje piimku v roviné o souradni-
cich x1, x4y, kterd rovinu rozdéluje na dvé ¢asti, z nichz pouze jedna je pripustna podle
znaménka nerovnosti. TTi omezeni spolu s podminkami nezapornosti proménnych omezuji
mnozinu piipustnych feseni, kterou je zde vypukly mnohothelnik. Kritérium J = f(x) =
211 — 3xo urcuje pro ruzné velikosti J svazek rovnobéznych piimek, které pro dosazitelnou
hodnotu kritéria se protinaji s pripustnou oblasti. Pro J = 20 se primka dotykd mnoziny
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10
X2
$1—|'-332§ x2_$133
e f(@) =6
Sz + 220 > 6
f(x) =20
0 5 10 =1

Obrazek 4.1: Grafické teseni piikladu

pripustnych feseni pouze v jednom vrcholu a pro J > 20 se primky s mnozinou piipustnych
feseni neprotinaji. Resenim nasi tlohy je max(J) = 20, které nastava pro z; = 10 a x5 = 0.
Ziejme také plati ze min(J) = —12.5, které nastava pro z; = 3.5 a x5 = 6.5.

Vyieste graficky dudlni lohu (k predchozi primarni tloze), kterd ma tvar

A=A+ A3 > 2

min {—GM t3 108 oy x4 A3 > 3

A, A, Az > 0} .

Protoze v priméarni uloze se prvni omezeni neuplatni, muzeme prvni dudlni proménnou
vynechat (bude rovna nule) a dudlni tlohu fesit také pouze v roviné dvou dudlnich
proménnych. Resenf dudlni tlohy je stejné jako tlohy primarni min{6A;+3X\+10A5} = 20,
které nastava pro \y = 0, \a = 0 a A3 = 2. Z teSeni plyne, ze ani druhé omezeni
primarni tilohy se neuplatnilo a stinova cena tretiho omezeni je rovna hodnoté tieti dualni
proménné. Zveétsime-li pravou stranu omezeni o jedna (z 10 na 11), pak optimalni hodnota
kritéria vzroste z 20 na 22.

Protoze tesime tlohu na maximum, pak derivace kritéria vzhledem k omezenim je
rovna +A7 a ne —\T, jak tomu bylo v tloze na minimum.

4.4 Predbézna analyza problému

Analyzujme nejprve nasledujici jednoduchou lohu

1+ X9+ T3+ x4

<
max{2x1+3x2+7x3+9x4 21 + 2y + dzg + 824 2 94 1’120}

Pomoci ptidavnych proménnych x5 a x4 prevedeme omezeni na rovnice. Omezeni maji
tedy tvar

14+ Tot+ax3+a4+x5 = 9, T1 + 229 + 4xs + 8xy + x5 = 24
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Vidime, ze kritérium nejvice zavisi na koeficientu x4 (u proménné z, je nejvétsi kladny
koeficient rovny 9). Z rovnic omezeni plyne, Ze maximélni hodnota koeficientu z4 je
(Z4)maz = 3. Kritérium potom bude rovno f(x) = 27 (pii nulovych hodnotéch ostatnich
proménnych). To ale neni optimalni hodnota kritéria, ponévadz napiiklad pii maximaln{
hodnoteé koeficientu x3, ktery muze byt roven (23)mq.: = 6 bude kritérium rovno f(x) = 42.

Bude zfejmé nejvyhodnéjsi vybirat rizné kombinace proménnych. Predpoklddejme, ze
optimum lze nalézt pii kladnych hodnotach proménnych x5 a x3 a nulovych hodnotéach
ostatnich proménnych. Z rovnic omezeni vyjadiime zvolené proménné x5 a x3 jako funkce
ostatnich proménnych. Z rovnic omezeni plyne

To+x3 = 9—21 — x4 — x5

2$2+4I3 = 24-1’1 —81‘4—.1’6
Po Gaussové eliminaci dostaneme
3
To = 6—§$1+21’4—2$5+§$6
I3 = 3+§I1—3ZL’4+JI5—§I6

Pro 1 = x4 = 25 = 16 = 0 je tedy 23 = 6 a x3 = 3. Kritérium je potom rovno f(x) = 39.
Jak zjistime zda je to optimum? Dosadime x5 a x3 do kritéria, pak

f(X) = 39 + T — 65[’4 + ]_ZL'5 — 2[[‘6

Odtud je zrejmé, ze zvétSseni proménné x; a x5 z nuly do kladnych hodnot povede ke
zvyseni kritéria. Je to zifejmé z toho, ze v predchozim vyrazu pro kritérium jsou u uve-
denych proménnych kladné koeficienty.

Je ziejmé, ze zvétseni x; o jednotku (pfi z4 = x5 = x¢ = 0) povede ke zmenseni
proménné xs 0 3/2 a zvétseni proménné x3 o 1/2. Protoze vsechny proménné musi byt
nezéaporné, pak maximalni hodnota proménné z; je (21)mer = 4. Potom ale je zo = 0 a
x3 = 5 a kritérium je rovno f(x) =39 +4 = 43.

Nyni opét z rovnic omezeni vyjadiime uvedené proménné z; a x3. Po eliminaci plati

2 4 4 1
Ty = 4— Tyt oy — S5+ ST

3 3 3 3
. 1 7 N 1 1
T3 = D— —Xy— —Xy+ —T5 — —Tg.
3 3%2 7 34T 3T 3T
Pro xg = x4 =25 =26 = 0 a x; = 4, x3 = 5 je kritérium rovno f(x) =24+ 7% 5 = 43.
Po dosazeni vyrazu pro x, a x3 do kritéria dostaneme
2 14 1 5
X) =43 — -1y — —x4 — —x5 — =
f(x) 3¥2 7 34T g5 — ol
Protoze vSechna znamémka koeficientu u proménnych s, x4 x5 a x¢ ve vyrazu pro
kritérium jsou zaporna, je ziejmé, ze pti libovolné kladné hodnoté téchto koeficientt nas-
tane pokles kritéria. Proto x; = 4 a x3 = 5 zajistuje maximum kritéria (pii nulové hodnoté

T
ostatnich proménnych), tedy x* = [ 4, 0, 5, 0 } je TeSenim nasi ulohy.

Simplexova metoda, ktera bude popsana v néasledujicim odstavci, pouze jednodussim
zpusobem kopiruje predchozi postup.
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4.5 Simplexova metoda

V tomto odstavci popiseme zékladni verzi simplexové metody feSeni tlohy linearniho
programovani. Pomoci simplexového algoritmu budeme tesit nasledujici problém
1+ X9+ T3+ x4 S 9
2 : ;> .
rnax{ r1 + 3x9 + Tx3 + 924 o1+ 2w+ dws + 82y < 24 z; >0
Tento problém je stejny jako 1loha fesend v odstavci pojednavajicim o predbézné analyze
problému. Zavedenim piidavnych proménnych x5 a xg prevedeme omezeni ve tvaru nerovnosti
na omezeni ve tvaru rovnosti

T+ x2trztarstas = 9,
T+ 2:L’2 + 4?[)3 + 8.1‘4 +x5 = 24.
Omezeni i upravené kritérium budeme zapisovat do tabulky, nazyvané simplexova tab-

ulka, v jejiz sloupcich jsou pouze koeficienty u proménnych v piislusnych omezenich a v
kritériu.

r1 X9 XT3 T4 Iy Tg b

11 1 1 1 0 ]9

1 2 4 [8] 0 1 |24

-2 -3 -1 -9 0 010

Simplexova tabulka v prvni ¢dsti (v prvnich dvou fadcich) popisuje nase dvé omezeni
tlohy. Z prvniho omezeni plyne x5 = 9 — (1 + x5 + 23 + z4) a z druhého omezeni zase
plyne zg = 24— (214229 +4x3+824). Odtud dostaneme zékladni Feseni x5 = 9, x5 = 24 (a
ostatni proménné nulové). Toto feseni piimo ¢teme v poslednim sloupci predchozi tabulky.
Je to proto, ze paty a Sesty sloupec matice A tvoii jednotkovou submatici.

Posledni fadek vyjadiuje kritérium zapsané ve tvaru f(x) = 0 — (—2x; — 3xy — Txg —
9x4+0x5+0x6). Do posledniho fadku tedy piseme koeficienty u pislusnych proménnych a
0 v poslednim sloupci (posledniho fadku) vyjadiuje hodnotu kritéria pii zakladnim fesent
x5 = 9, g = 24 (a ostatni proménné rovné nule). Kritérium je pochopitelné rovno nule,
protoze ani x5 ani xg, které jsou nenulové, se v kritériu nevyskytuji.

Proménné x5 a zg jsou bazové promeénné. Sloupcové vektory matice omezeni jim
odpovidajici tvoii jednotkovou submatici. Kritérium je upraveno tak, ze koeficienty u
bazovych proménnych jsou nulové. Potom v poslednim sloupci (sloupec oznaceny b) ¢teme
jednak hodnoty bazovych proménnych a v poslednim fadku velikost kritéria. Tuto zakladni
charakteristiku simplexové tabulky budeme dodrzovat i pti dalsich iteracich.

Nyni se podivame na koeficienty v poslednim tadku predchozi tabulky. Nékteré koe-
ficienty v poslednim fadku jsou zaporné a to znaci, ze pokud piislusné proménné jim
odpovidajici budou nenulové, hodnota kritéria vzroste. Proto najdeme minimalni koefi-
cient v poslednim fadku (zdporny koeficient s nejvétsi absolutni hodnotou). Sloupec jemu
odpovidajici se nazyva klicovy sloupec.

V naSem piipadé je to koeficient (—9) (je pro ndzornost vyznacen tucné), proto
je ¢tvrty sloupec klicovym sloupcem. To znamend, ze piislusnd proménnd odpovidajici
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klicovému sloupci bude nenulova. V nasem pripadé tedy bude nenulova ¢tvrta proménna
a kritérium bude dosahovat vyssi hodnoty. Muzeme tedy vyslovit nasledujici tvrzeni:

Simplexové kritérium I.: Jestlize v poslednim rddku simplexové tabulky jsou nékteré
koeficienty u nebdzovych promeénnych zdporné, pak jako movou bdzovou proménnou vy-
bereme tu proménnou, kterd md zdaporny a v absolutni hodnoté maximdlni koeficient v
poslednim rddku. Pokud vsechny koeficienty v poslednim tddku jsou nulové nebo kladné,
je ziskané reseni optimdlnd.

O

Poté co jsme rozhodli (pomoci klicového sloupce), kterd proménna bude tvofit novou
bazovou proménnou, musime zjistit, ktera proménna z baze vypadne. Z prvni rovnice
omezeni plyne, ze pokud proménna s bude nulova, muze byt proménna x4 nejvyse rovna
9. Z druhé rovnice omezeni plyne, ze pokud proménna xg bude nulova, pak proménna x4
muze byt nejvyse rovna 3. Toto omezeni na volbu velikosti ¢tvrté proménné je prisnéjsi a
proto jej musime respektovat. Odtud plyne nésledujici tvrzeni:

Simplexové kritérium II.: Necht j je index klicového sloupce. Pro vsechna a;; > 0
vypocteme podily koeficienti b; ve sloupci b a prvki a;; v j-tém sloupci. Vypocteme tedy
podily

bi , )
— pro Vi, prokterd  a;; > 0. (4.4)
Qjj
, . by, b , e
Nyni vyberu takové i = k, aby — = min —. Prvek s indexem (k,j) je klicovy prvek.
Akj v Qi

Znamend to, Ze promeénnd k vstoupi do nové baze a prislusnd bazovd proménnd odpovidajici
k-tému rddku z baze vypadne. Pokud pro vsechna i plati a;; < 0, pak tloha nemd konecné
resent.

O

V nasem piipadé je klicovy prvek v druhém fddku a étvrtém sloupci (k,j) = (2,4).
Tento prvek je pro ndzornost v predchozi tabulce umistén v ramecku.

Tim jsme ukoncili rozhodovéni, jak pokracovat v feSeni. Novou iteraci piSeme do nové
tabulky, kterou umistime pod nasi tabulku, ktera popisovala predchozi iteraci. Tabulku
popisujici starou iteraci nyni musime upravit tak, aby klicovy prvek byl roven jedné (v
predchozi tabulce je roven 8). Musime proto cely druhy fadek délit osmi. Do nové tabulky
opiseme tedy v naSem piipadé koeficienty ve druhém radku délené osmi.

Nové bazové proménné jsou tedy puvodni bazova proménna x5 a nova bazova proménna
x4, kterd nahradila puvodni bazovou proménnou xg. Nyni musime zajistit, aby ve ¢tvrtém
sloupci (sloupci odpovidajicimu nové bazové proménné) byly nulové koeficienty v prvnim
fadku i poslednim fadku (to je v fadcich, které nemaji fadkovy index klicového prvku).
To docilime tak, ze klicovy fadek nasobeny vhodnym koeficientem piicteme k piislusnym
radkum tak, aby se nulovaly potiebné koeficienty. Dostaneme tak novou tabulku, ktera
obsahuje v prvnich trech fadcich puvodni tabulku a v poslednich tfech tadcich je dalsi
iterace simplexové metody.
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Ty T T3 T4 Ts Tg b
1 1 1 1 1 0 9
1 2 4 0 1 24
-2 -3 -7 -9 0 O 0
7/8 3/4 1/2 0 1 -1/8]6
1/8 2/8 [4/8] 1 0 1/8 |3
7/8 3/4 25 0 0 9/8 |27

7 této nové tabulky plynou néasledujici fakta:

Prvni fadek popisuje omezeni ve tvaru x5 = 6 — (2,7/8 + 223/4 + x31/2 4 0z4 — x41/8),
z druhého fadku nové tabulky zase plyne x4y = 3 — (211/8 + 222/8 + x34/8 + Ox5 +
x61/8). Odtud dostaneme zékladni feseni x5 = 6, x4 = 3 (a ostatni proménné nulové).
Toto teseni piimo ¢teme v poslednim sloupci predchozi tabulky. Je to proto, ze paty a
¢tvrty sloupec modifikované matice A opét tvori jednotkovou submatici. Posledni fadek
vyjadiuje kritérium ve tvaru f(x) — x17/8 — 293/4 — 2.5x3 + Oxy + Ox5 + 69/8 = 27. V
poslednim fadku tedy jsou koeficienty u ptislusnych proménnych a 27 v poslednim sloupci
(posledniho Fadku) vyjadiuje hodnotu kritéria pii zékladnim feseni x5 = 6, z4 = 3 (a
ostatni proménné rovné nule). Kritérium vzrostlo proti predchozi iteraci.

Nyni se opét podivame na posledni tadek simplexové tabulky. Protoze nékteré koefi-
cienty v poslednim radku jsou zaporné, neni ziskané feseni optimalni. Nejvétsi v absolutni
hodnoté zaporny prvek je —2.5, ktery lezi ve tretim sloupci. Klicovy sloupec je tedy tieti
sloupec. Budeme tedy do baze davat tfeti proménnou. Zbyva rozhodnout, ktera proménna
bude z baze odstranéna. Podle simplexového kritéria II. vytvorime podily ;TZJ’ kde j =3
je index klicového sloupce. Miniméalni hodnota podilu nastane pfi ¢ = 2 a proto z baze
bude odstranéna ¢tvrtd proménna. Klicovy prvek ma index i,5 = 2,3 a je v predchozi
tabulce opét v ramecku.

Tim je ukonceno rozhodovani jak pokracovat v dalsi iteraci simplexového algoritmu.
Vytvotrime tedy novou tabulku, ve které bude jednotka na misté klicového prvku. Musime
proto cely druhy fadek délit 4/8.

Také musime zajistit, aby ve tretim sloupci (sloupci odpovidajicim nové bazové pro-
ménné) byly nulové koeficienty v prvnim radku i poslednim tadku (to je v fadcich, které
nemaji fadkovy index klicového prvku). Proto klicovy fadek ndsobeny vhodnym koefi-
cientem pricteme k prislusnym fadkum tak, aby se nulovaly potifebné koeficienty.

Dostaneme tak novou tabulku, ktera kromé této iterace obsahuje dalsi iteraci, kterou
jiz nebudeme popisovat a kterd ndm koneéné da optimalni feSeni. Optimalni feSeni je x* =

T .
[ 405000 } a optimdlni hodnota kritéria je f(x*) = 43. ReSeni je optimdlni,
protoze vSechny koeficienty v poslednim radku simplexové tabulky jsou nezaporné.

Protoze v poslednim téadku jsou nulové koeficienty pouze u bazovych proménnych (a
ostatni koeficienty jsou kladné), tiloha mé pouze jediné feseni.

V této zakladni tiloze muzeme ze simplexové tabulky piimo ziskat i dualni feseni. Je
to fesenf nasledujici dudlnf dlohy min{b’X : ATX >c, A > 0}, coz v nasem pifpadé
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Tabulka 4.1: SIMPLEXOVA TABULKA

T T T3 Ty s Tg b
1 1 1 1 1 0 9
4 0 1 24
-2 -3 -7 -9 0 0 0
7/8  3/4 /2 0 1 -1/8 | 6
1/8  2/8 4/8| 1 0 1/8 |3
-7/8 -3/4  -2.5 0 9/8 |27
3/4| 1/2 0 -1 1 -1/4 |3
/4  1/2 1 2 0 1/4 |6
-1/4 5/4 0 5 0 7/4 |42
1 2/3 0 -4/3 4/3 -1/3 |4
0 1/3 1 7/3  -1/3 1/3 |5
0 17/12 0 14/3 1/3 5/3 |43
je uloha
M+ > 2
. M +2n > 3 ‘
min { 9\ + 24\, My > T A >0
A +8 o >9

Dualni reseni ¢teme v poslednim radku simplexové tabulky ve sloupcich odpovidajicich
pridavnym proménnym (zde proménnd x5 a xg). V nasem piipadé je tedy dudlni fesent
Af = 1/3, A\ = 5/3. Pro¢ tomu tak je, odvodime pomoci maticového zapisu simplexové
metody, viz odst. 4.7.

Protoze Lagrangeovy koeficienty maji vyznam citlivosti kritéria na zménu omezent,
znamend to, ze zménime-li v prvnim omezeni konstantu o jedna (misto 9 bude v prvnim
omezeni 10), vzroste optimdlni hodnota kritéria o A} = 1/3. Zménime-li ve druhém
omezeni nasi ulohy konstantu o jednotku (misto 24 bude v druhém omezeni 25), vzroste
optiméln{ hodnota kritéria o \j = 5/3.

Poznamka: Uvédomme si, ze feSime ilohu na maximum a proto na rozdil od citlivostni
véty bereme zde koeficienty \; s kladnym znaménkem.

4.6 Vlastnosti mnoziny pripustnych a
optimalnich reseni

Z povahy tlohy linearniho programovani jsou proménné nezaporné a musi jesté vyhovovat
dalsim omezujicim podminkam ve tvaru

Ax=b, x>0, (4.5)
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kde A je dand matice typu (m,n) a b je dany vektor rozméru m a vektor x ma rozmér
n, kde m < n. Pokud je omezeni dané ve tvaru nerovnosti Ax < b, muzeme pouzitim
pomocnych pridatnych proménnych zménit omezeni na omezeni ve tvaru rovnosti. Proto v
tomto odstavci budeme uvazovat pouze omezeni ve tvaru rovnosti a nezaporné proménné.

Vektor x, ktery spliiuje omezeni se nazyvéa pripustné feseni. Mnozinu ptripustnych
feSeni budeme oznacovat X. V tloze linedrniho programovani maximalizujeme linearni

kritérium ve tvaru f(x) = c¢’x.

Piipustné teseni, které maximalizuje kritérium se nazyva optimalni feSeni tlohy
linedrniho programovani. Mnozinu vSech optimalnich feseni oznacime X,,;. Nyni popiSeme
vlastnosti mnoziny ptripustnych feseni X.

Nejprve ozna¢ime sloupce matice A jako vektory a, a®, ... a®™ pak tedy
A= [ al a® .. a® }

Protoze mame m omezent, jsou vektory a®) rozméru m. Omezeni (4.5) miizeme zapsat ve
tvaru

12V 4+ 2@ ... 42,2 =b (4.6)
Reseni predchoziho vztahu, majici nejvyse m kladnych slozek z; vektoru x, se nazyvé
zékladni Feseni soustavy (4.5)).

Zékladni teseni, které ma pravée m kladnych slozek z; se nazyva nedegenerované.
Vektory a | které maji v linedrni kombinaci kladné koeficienty se nazyvaji zdkladni.
Je-li kladnych slozek méné nez m, nazyva se toto feSeni degenerované. Degenerované
feSeni muzeme formalné doplnit na pocet m a potom takova soustava zakladnich vektoru
doplnéna na pocet m se nazyva baze. Vektory tvorici bazi se nazyvaji bazové. Zakladnich

o o« ; . < s . n
vektori nemuze byt evidentné vice nez ( m )

Po zavedenych definicich muzeme vyslovit nasledujici tvrzeni:
Véta: Bod x € X je zdkladnim Tesenim pouze tehdy, je-li krajnim bodem mnoziny X .

Predchozim tvrzenim je vlastné urcen algoritmus vypoctu krajnich bodu mnoziny X.
Dukaz predchoziho tvrzeni je zalozen na tom faktu, ze krajni bod mnoziny nelze vyjadrit
jako konvexni kombinaci jinych dvou ruznych bodi mnoziny X.

Je-li mozno vyjadrit libovolny bod konvexni mnoziny jako konvexni kombinaci jejich
krajnich bodu, pak se takovd mnozina nazyva konvexni polyedr. Konvexni polyedr je
tedy takova mnozina X pro kterou plati

x=> kx" SNk=1, k>0, i=1 2...,m
=1 =1

kde x™) a7 x( jsou vSechny krajni body mnoziny X

To plati pro omezenou konvexni polyedrickou mnozinu. Neomezenou konvexni polyedrickou
mnozinu charakterizujeme jesté krajnimi paprsky - viz obr. . Nenulovy vektor
y € X se nazyva reprezentant krajniho paprsku mnoziny X jestlize plati, ze

a) existuje krajni bod x* € X' takovy, ze x) + ay € X pro véechna a > 0.

b) vektor y se neda vyjadrit jako linedrni kombinace, s kladnymi koeficienty, jinych
dvou krajnich paprski, linearné nezavislych na y.
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10
T2

5 10 21

Obréazek 4.2: Krajni body a krajni paprsky konvexni mnoziny

Kazdy bod konvexni polyedrické mnoziny X je mozno vyjadrit ve tvaru
x=Y kxV+Y ay?, SN ki=1,k>0i=1,...,r,0; >0,j=1,...,s.
i=1 j=1 i=1

Vektor y je pouze reprezentant krajniho paprsku, protoze libovolny kladny nasobek tohoto
vektoru je také reprezentant krajniho paprsku. Dulezity je tedy pouze jeho smér a ne jeho
velikost. Konvexni polyedr je konvexni polyedricka mnozina, v niz neexistuje zadny krajni
paprsek.

Pro mnozinu X = {x : Ax = b} jsme v predchozim tvrzeni urcili jeji krajni body.
Zbyva tedy jesté uréit reprezentanty krajnich paprsku. To je obsazeno v nasledujicim
tvrzeni:

Véta: Necht x je zdkladnim tesenim, které md prunich k < m sloZek kladniych a
ostatni nulové. Ddle necht je

a® = [10...0 ..
a® = (o1 .0 ..]"
a® = [0 0 1]

a ddle plati a*tY < 0. Potom reprezentant krajniho paprsku mnoziny X prislusny k
zdkladnimu Tesent (krajnimu bodu) x je roven

T
y=[ -l "V a1 0, L 0] (4.7)
Snadno dokazeme, ze pro kazdé a > 0 plati x + ay € X'. Po dosazeni za y plati

A (x+ay) =al (wl - aagkﬂ)) +...+al® (xk - aa,(fﬂ)) + aa™ = b,
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Plati totiz
a(l)azl + ...+ a(k)xk =b

nebot x je zdkladnim feSenim. Dale plati
T ,

aWaalt = [aagkﬂ), 0, .... 0, ... | a podobné pro a®aa*™ i =2 .. k.

Proto je nulovy nasledujici soucet clenu

[ —aang), —aagkﬂ), ceey —aagcﬂ), } + aa® ) =0

Pritom x + ay > 0.

Protoze predchozi tvrzeni je pouze postacujici podminkou pro reprezentanta krajniho
paprsku, je tieba doplnit prechozi vétu tak, abychom ziskali vSechny krajni paprsky. Ke
vSsem zakladnim feSenim s jednotkovymi bazickymi vektory hledame vSechny sloupce
al) < 0 a z nich tvoifme (linedrné nezavislé) reprezentanty krajnich paprskii podle
predchozich zasad.

Plati nékolik velmi dulezitych tvrzeni:

Mnozina vsech pripustnych resent je konvexni polyedrickd mnozina.

Také mnozina vsech optimdlnich reseni Xy je konvexni polyedrickd mnoZina.

Pritom plati, Ze kaZdy krajni bod mnoZiny Xop je 1 krajnim bodem mnoziny X a kazZdy
krajni paprsek mnoziny X, je i krajnim paprskem mnoziny X.

Tim jsme dostali jednoduchy navod k feseni tilohy linedrniho programovani: Nalezneme
vSechny krajni body a krajni paprsky mnoziny piipustnych feseni X a v krajnich bodech
spocteme hodnotu kritéria ¢’ x. Protoze krajnich bodu je koneény pocet, je iloha v prin-
cipu vytresena. Efektivnéjsi metodou feseni linearnich tloh je simplexovy algoritmus, ktery
je popsan v odst. 4.5.

Piiklad: Naleznéte krajni body a krajni paprsky mnoziny X = {x : Ax = b, x > 0},

kde
2 15 —1.5 5
A_[?) 2.5 —2.2]’ b_[S]'

Protoze se jednd o dvé omezeni, budeme vybirat z matice A vzdy dva sloupce a ovérovat,
zda tvori zakladni feSeni. Mame tedy pouze tii moznosti vybéru. Oznac¢ime B; matici
tvofenou prvnim a druhym sloupcem matice A. Pak

(2 53] wo=[ 5 7]

Niasobime-li soustavu Ax = b inverzni matici (B1) ™", budou bazické vektory jednotkové
a navic pfimo dostaneme zakladni feSeni, to je krajni bod mnoziny pfipustnych feseni,
ktery oznacime xM). Zde

1
(B) 'b= l ; ] . aproto xU =12
0
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Prvni a druhd slozka krajniho vektoru x™) je rovna slozkdm vektoru (Bl)f1 b, protoze
jsme za bazové vektory vybrali prvni dva sloupce matice A. Ostatni slozky vektoru x(V
jsou nulové. Samoziejmé slozky vektoru (Bl)_lb musi byt nezaporné, aby krajni bod
splnoval podminku nezapornosti.

Nyni pro zjisténi dalsitho krajntho bodu mnoziny X vybereme prvni a treti sloupec
matice A a z téchto sloupcu vytvorime matici B,. Pak plati

[2 -15 [ =22 15 0, 10

T
Proto druhy krajni bod mnoziny X je x? = [ 10 0 10 } .
Nyni vybereme posledni moznou kombinaci sloupcu matice A a sice jeji druhy a treti
sloupec a z nich vytvorime matici B3. Potom plati

_[15 —15 [ —49 333 1y [ 222
B3_[2.5 2.2 ] (Bs) _l—5.55 3.33]’ (Bs) b_[ ]

Protoze nékteré prvky matice (B3>_1 b jsou zdporné, netvoii druhy a tiet{ sloupec matice
A bazi.
Pro vypocet krajnich paprskia vypocteme vektory

-1 (3 —-0.9 -1 (2 4.5
@)= | W @t [,

kde a® je tieti sloupec matice A, to je ten, ktery nenf v matici B; a obdobné a® je druhy
sloupec matice A, to je opét ten, ktery neni v matici B,. Protoze vSechny prvky v obou
vektorech nejsou nekladné, neexistuje krajni paprsek dané mnoziny &X'. Ve vicerozmérném
pifpadé musime pro vypocet krajnich paprski ovéfit viechny vektory a®, které nejsou v
bazi.

Mnozina X je tedy urcena

1 10
X = X X:kl 2 —|—k2 0 ) k1+k2:1, klz(), kgzo
0 10

Piiklad: Nyni vysetiime krajni body a krajni paprsky mnoziny X = {x : Ax = b},

kde
2 15 =15 5
a=l3 o] ee]2]

Protoze prvni dva sloupce matice A jsou stejné jako v predchozim prikladé, bude prvni
krajni bod x() stejny jako v piedchozim piikladé. Snadno si ovéifte, ze mnozina pifpust-
nych feseni nema dalsi krajni bod.

Pro urceni krajniho paprsku vypocteme vektor

(B1)71 a® = l :gg 1 .



KAPITOLA 4. LINEARNI PROGRAMOVANI 56

Protoze slozky tohoto vektoru jsou nekladné, existuje krajni paprsek y, jehoz prvni dve

slozky jsou rovny zdporné vzatym slozkam vektoru (Bl)_1 a® a tieti slozka krajniho vek-

toru je rovna jedné (ostatni slozky, kdyby existovaly, by byly nulové). Proto reprezentant
T

krajniho paprsku je vektory = | 0.6 0.2 1 } . Mnozina ptipustnych feseni X je v tomto

pripadé urcena

1 0.6
X=¢ x |x=|2|+a|02]|; a>0,
0 1

4.7 Maticovy zapis simplexové metody

Abychom odvodili metodu nalezeni primarni i dudlni tlohy linedarniho programovani,
provedeme maticovy zapis feSeni ulohy linearniho programovani. Méjme tedy primérni
ulohu, kterou je standardni tloha linearniho programovani

max {f(x) =c’x : Ax<b, x>0} (4.8)
Jeji kanonicky tvar je
max {f(x) =c'x : Ax+Iu=b, x>0 u>0} (4.9)

Zakladni Teseni je tvaru - viz simplexova tabulka

A11X1 +A12X2 +Ill1 = b1
A21X1 +A22X2 —I—IUQ = b2 (410)

f(x) —cfx; —clxy = 0
_ A Ap _ 1 X _ b, 1< _a . 1
kdeA—[A21 Aﬂ}, x-[)@}, b—[b21, C_[Czl’ u—[uzljsoudelene

matice a vektory. Déleni matic a vektoru je provedeno tak, abychom jednim krokem ziskali
piimo optimalni feSeni. Bazické proménné jsou ziejmé uy, us a pripustné feSeni je tedy
u; = by, uy = by, x; =0, x5 = 0 a potom kritérium je rovno f(x) = 0.

Necht nové bazické proménné jsou Xs, us, misto bazové proménné u; zavidime tedy
novou bdzovou proménnou Xs. Z prvui rovnice omezeni (4.10) plyne

X9 = A1_21 (bl — ILI1 — A11X1> . (411)
Rovnice omezeni upravime do tvaru
A11 I X1 A12 0 X2 _ bl
aellm R e

Zavedeme matici novych béazickych vektoru, kterou oznacime B. Plati

A, O . AL} 0
B = B~ = - :
[AQQ I ] [—AQQAlg I
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Nésobime-li predchozi soustavu (4.12)) zleva matici B™' dostaneme

A1_21 0 All I X1 + I 0 X9 -
_AQQAI21 I A21 0 u; 0 I Uy o

A'b,
4.1
l —A5ALLb; + by ] (4.13)

Rovnice pro kritérium (4.10c) se po dosazeni (4.11)) zméni na
f(X) — C{Xl — Cg {Al_21 (bl — Illl — Auxl)} =0

¢ili po upravé

Fx) = (e =] AL AL) xi + (T AL w = ] ADy. (4.14)
Rovnice (4.13) a (4.14)) zapiseme spolecéné ve tvaru
A1_21A11X1 + A1_21u1 —|—IX2 = A1_21b1
<—A22A1_21A11 + A21) X1+ ApAyuw +Iuy = by — ApAjb (4.15)
)+ (—cl +cTADAL) x +cl AL = cITALD,.

Béazové proménné jsou nyni X, a u,. Piipustné reseni

x; = ALb >0 (4.16)
u, = by— ApAb >0
x; = 0, u; =0

fx) = ;A (4.17)

je optimélni feseni, pokud jsou nezdporné koeficienty v poslednim rddku (v kritériu), ¢ili
—cl+cdALA, > 0 (4.18)
AL > 0

Z posledniho fddku simplexové tabulky (4.15) muzeme pifmo ziskat feseni dudlnf tlohy.
Posledni tadek simplexové tabulky je totiz roven

f(x) 4+ vix, +vixo + ATuy + Ay = f*(x) (4.19)

kde A = [ il ] je feseni dualni tlohy. Porovnanim s (4.15) tedy plati AT = T A, AT =
2

0, neboli

A=(AL) e A=0 (4.20)

Predchozi tvrzeni snadno prokazeme, budeme-li stejnym postupem fesSit dualni 1lohu
linedrnfho programovéani. Duéln{ dlohu min{b’X : ATA > ¢, A > 0}, upravime do
kanonického tvaru

—max{f(A) = -b'A : —ATA+Iv=—c, A>0, v>0} (4.21)
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Zakladni feseni opét zapiseme ve tvaru

—A;)\l —A%AQ +Ivy = —c
_A12)\1 —AQQAQ +IV2 = —Cy (422)
—f(A) +bfA; +bIA, - 0
Bazické proménné jsou tedy vi, vy a pripustné feseni je tedy vi = —cq, vo = —co, A = 0,

A2 = 0 a potom kritérium je rovno f(A) = 0.
Necht nové bazické proménné jsou A;, vi, misto bdzové proménné v, zavadime tedy
novou bazovou proménnou A;. Z druhé rovnice omezeni (4.22p) plyne

-1
A= (AL)  (ca+Iva— ALN). (4.23)
Rovnice omezeni upravime do tvaru
_Agl 0 )\2 _A{l 1 Al - —Cq
[ —Ay 1 ] l vo | Tl -AL o[ vi] T | e (4:24)

Zavedeme matici novych bézickych vektori, kterou ozna¢ime B. Plati

— [-AT 1 1 |0 —(A1T2)_1
B_l—Ai 0]’ Bo=1 —AlTl(AlTQ)_1

Opét nasobime predchozi soustavu (4.24]) zleva matici B ' Po Upravé rovnice (4.24]) a
po dosazeni (4.23)) do kritéria (4.22c) dostaneme

A1_2TA22)\2 — A1_2TV2 +I>\1 = Al_QTCQ
(ATAL An — AL X - AT ALY, +Ivi = —ci+ AT A (4.25)
—f(x) + <b2T - blTAﬁTAQTz) Ao + b AL vy = ~bj Ap) co.

Piipustné feseni dudlni dlohy

Al = A >0 (4.26)
Vi = —ca+ALAL >0
A, = 0, vy =0

f) = blAL e =c; A (4.27)

je optimélni feseni, pokud jsou nezdporné koeficienty v poslednim tadku (v kritériu), ¢ili
—by — ApAb, > 0
Skutecné tedy plati, ze TeSeni 1' dualni dlohy je totozné se vztahem 1’ Resgenim

primérni tulohy (ve tvaru zde uvedeném) dostaneme tedy nejen primérni, ale i dudlni
feSeni.
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4.8 Specialni pripady

U veétsiny praktickych ptikladu je pocet iteraci simplexového algoritmu roven (1.5 az 3)m,
kde m je pocet omezeni.

V predchozim odstavci jsme popsali simplexovou metodu v nejzakladnéjsim tvaru.
Jednalo se o normadlni tlohu (koeficienty b; > 0) a omezeni ve tvaru nerovnosti, které
jsme pomoci piidavnych proménnych ptrevedli na omezeni ve tvaru rovnosti. Tim jsme
piimo ziskali zakladni feSeni, které je nezbytné pro start simplexového algoritmu. Dale
uloha méla jediné a omezené feseni.

4.8.1 Alternativni optimalni reSeni

V tomto piipadé mnozina optimélnich feseni neni tvofena jednim bodem, ale je to kon-
vexni polyedrickd mnozina. Proto je tfeba nalézt vsechny jeji krajni body (a ptipadneé i
viechny jeji krajni paprsky).

Krajni body mnoziny optimélnich feseni nalezneme nasledujicim postupem. Pokud v
poslednim fadku (ktery reprezentuje kritérium) jsou vSechny koeficienty nezaporné, ale
nékteré jsou nulové i u nebazovych proménnych, existuji alternativni optimalni feSeni.

Jedno alternativni optimdlni feSeni jsme tedy nalezli a oznacime jej xj (to je jeden
krajni bod mnoziny optimélnich feseni). Je-1i tedy v poslednim fadku nula u j-té nebazové
proménné, pak ji zndmym zpusobem zahrneme do béze a ziskame jiné optimalni fesent,
které oznacime x3. To provedeme pro vSechny sloupce j, u kterych je nula u nebazovych
proménnych. Tim ziskdme vSechny krajni body x; mnoziny optimalnich reseni. Jejich
konvexni kombinace ur¢uje mnozinu optimalnich alternativnich reseni

Vi

Pi#iklad: Reste tlohu linedrniho programovani
max {2x1 + 4dxy a1+ 29 <4, 11+ 229 <6, z; >0}

Sestavime simplexovou tabulku a provedeme prvni iteraci znamym zpusobem

T To X3 Ta b
1 11 0 4
1 2 0 1 6
2 -4 0 0 0
05 0 1 051
05 1 0 05 |3
0 0O 0 2 12
Ze simplexové tabulky uréime jedno feseni xj = [0, 3]7. ProtoZe v simplexové tabulce

existuje v poslednim fadku nulovy prvek i u nebdzové proménné (je to prvni prvek v
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poslednim tadku), zahrneme pfislusnou proménnou do baze a uréime druhé feseni. To je
uvedeno v nasledujici tabulce

r1 X9 XT3 T4 b

1 0 2 -1|2
0o 1 -1 1 |2
0O 0 0 2 |12

Druhé teseni (druhy krajni bod mnoziny optimélnich feseni) je rovno x; = [2, 2]T.
Mnozina optimélnich feSeni je rovna

X = A4+ (1= Nx5=[1=N2; 3x+21-XN]"; Ae(0;1)

4.8.2 Neomezena reSeni

Je-1i néktery koeficient v poslednim tadku simplexové tabulky zaporny, znaci to, ze jeho
zvétseni (z nuly na nenulovou hodnotu) povede ke zlepseni (zvétseni) kritéria. Pokud ale v
jemu odpovidajicim sloupci jsou vSechny koeficienty a; ; zdporné, znamena to, ze muzeme
odpovidajici proménnou zvétsovat nade vSechny meze. Kritérium neomezené roste a pii-
tom jsou vSechna omezeni splnéna. Tento jev ilustrujeme v nasledujicim piiklade.

Priklad : Méjme néasledujici ilohu linearntho programovani
max {x; +3zy : =221+ 129 <4; ;>0 }

Zavedeme jednu piidatnou proménnou y a sestavime simplexovou tabulku

r1 xy Yy |b

2 [1] 1]4

-1 -3 010

Opét jsme tucné oznacili nejzapornéjsi prvek v poslednim fadku, ktery nam urcuje klicovy
sloupec (proménnou, kterd zptusobi nejvétsi rust kritéria). V ramecku je klicovy prvek,
ktery urcuje, kterda proménnd bude nebazova. Po standardnich tpravach dostaneme sim-
plexovou tabulku ve tvaru

ry x2 y|b
2 1 14
-7 0 3|12

V poslednim tadku simplexové tabulky je zaporny prvek (—7) ve sloupci odpovidajicim
proménné z. Protoze vSechny prvky v piislusném sloupci jsou zaporné (zde pouze jeden
prvek —2) je zfejmé, ze proménnd xr; muze rust nade vSechny meze, omezeni jsou splnéna
a kritérium stéle roste. Redenf této tlohy neni tedy omezené.
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4.8.3 Jina omezeni a jejich prevod na kanonicky tvar

Pokud jsou omezeni v tloze linedrniho programovani ve tvaru Ax < b, kde b > 0, pak
zavedenim ptidatné proménné y > 0 upravime omezeni do tvaru Ax +y = b. Protoze se
pridatna proménna y nevyskytuje v kritériu, pak ziskdme ptimo zakladni feseni ve tvaru
y =b.

Pokud jsou nékterd omezeni ve tvaru rovnosti Ax = b, ptipadné neplati, ze b > 0,
nelze nalézt piimo zakladni feSeni. Proto je tfeba pouzit nasledujici postup fesici tento
pripad.

Nelze-li nalézt primo zakladni feseni, pak musime upravit omezeni do tvaru Ax = b,
kde b > 0. To vzdy je mozné, potom ale ve vektoru x mohou byt i nové piridatné proménné.

Nyni uvazujeme umély problém
max {—» vy, : Ax+y=b, x>0,y>0} (4.29)

kde y jsou umélé proménné. Zakladni feseni pro tuto tlohu je ziejmé y = b.
O

Simplexovou metodou fesime tuto tlohu. Pfitom nejprve musime z kritéria vyloucit
proménné 1;. To snadno udéldme, nebot plati y; = b; — 20 @i §Tj. Reseni, pokud existuje,
je ziejmé max f(.) = 0, pro y = 0. Pfitom nalezneme zdkladni bazi pro puvodni tlohu.
Je-li ve vysledku umélé tlohy nékteré y; nenulové, pak puvodni tloha nema feseni.

Resen{ ptvodn{ tlohy se tak rozpadd do dvou fazi. V prvni fizi fesime umélou tlohu
zavedenim umeélé proménné y a jiného kritéria. Pokud dostaneme feseni umélé tlohy
y = 0, pokracujeme druhou fazi, ve které vypustime umeélé proménné y; a vratime se
k puvodnimu kritériu a simplexovou metodou fesime puvodni tlohu. Uvedeny postup
ilustrujeme v nasledujicim prikladé.

Priklad: Naleznéte feseni jednoduché tlohy
max {—3x; —2xy @ @ +x2=10; x> 4; z; >0}
Omezeni si upravime do tvaru

T+ Ty = 10

r—x3 = 4, ;20
Protoze neni na prvni pohled ziejmé zakladni feseni, budeme fesit umély problém
max {—y —y2 : Ax+y=b; x>0, y>0, }

kde matice A a vektor b plynou z predchozi soustavy. Simplexova tabulka pro umeély
problém je nasledujici

11 0 1 0 |10
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Nyni musime vynulovat koeficienty u proménnych y; v kritériu (v poslednim fadku predcho-
z{ tabulky). Potom dostaneme simplexovou tabulku ve tvaru

T1 T3 T3 Y1 Y2 | b
1 1 0 1 10
0 -1 1|4
-2 -1 1 0 -14

Odtud plyne zakladni teseni 1 = 9 = z3 = 0, y; = 10, yo = 4. Kritérium je rovno
—14. Resen{ nenf optimalni, nebot posledn{ fadek (kritérium) obsahuje zdporné prvky. V
predchozi tabulce je tuéné vyznacen prvek, ktery urcuje klicovy sloupec a v rdmecku je
klicovy prvek. Standardnim postupem upravime simplexovou tabulku tak, aby proménna
x1 byla v bazi a naopak proménna y, z baze vypadla. Dostaneme tedy novou simplexovou
tabulku pro dalsi krok feseni umeélé ulohy

Ty Ty T3 Y1 Y2 | b
0 1 1 -11]6
1 0 -1 0 1 |4
o -1 -1 0 2 |-6

Zakladni fesenf je ziejmé y, = 6, z; = 4. Redenif(.)

—6 opét neni optimdlni, nebot

v poslednim tfadku simplexové tabulky nejsou vSechny prvky nezaporné. Opét je tucné
vyznacen klicovy prvek, ktery nam ftika, ze proménna zs bude v nové bazi a naopak
proménnd y; z baze vypadne. Po tpravach dostaneme koneéné reseni umélé tlohy, jak je
patrné z nasledujici simplexové tabulky

Ty Xy T3 Y1 Y2 | b
0 1 1 1 -11]6
1 0 -1 0 1 |4
0 0 0 1 110

Z ptredchozi tabulky plyne koneéné teseni umélé ilohy y; = 0, yo = 0, x1 = 4, x5 = 6,
x3 = 0. Hodnota kritéria je f(.) = 0. Umélé proménné jsou nulové, kritérium je nulové
také, z cehoz plyne, ze puvodni tiloha ma feseni.

Nyni jsme dostali zékladni bazi 1 = 4, x9 = 6, x3 = 0 pro nasi puvodni ulohu. Ses-
tavime tedy novou simplexovou tabulku pro puvodni tlohu tak, ze vypustime z predchozi
simplexové tabulky sloupce piislusejici uméle zavedenym proménnym y; a do posledniho
fadku simplexové tabulky napiseme koeficienty puvodniho kritéria (zaporné vzaté). Nova
simplexova tabulka ma nyni tvar
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ry To I3 b
0 1 1 |6
1 0 -114
3 2 0 |0

Déle je tfeba vynulovat prvky v poslednim fadku piislusejicim bazovym proménnym x;
a To. Po provedeni této upravy dostaneme simplexovou tabulku ve tvaru

r1 T2 I3 b

0 1 1 |6
1 0 -1 |4
0 0 1 |-24

Protoze v poslednim radku simplexové tabulky jsou nezaporné prvky, nalezli jsme koneéné
feSeni nasi puvodni tlohy. ReSeni je zfejmé x1 = 4, x9 = 6 a optimdlni hodnota kritéria
je f(x) = —24.

4.9 Piiklady

1.

Naleznéte pomoci simplexového algoritmu vSechny krajni body (vrcholy) konvexni
polyedrické mnoziny uréené nerovnostmi

—x1+ X2 < 2w+ 209 <5 11 =312 < 1; ; >0

. Urcete, zda existuje vektor x, ktery spliiuje omezeni ve tvaru Ax = b, piipadné ve

tvaru Ax < b, pro kladné, zaporné, pripadné nulové prvky vektoru b. Rozmyslete
si podrobné tento problém.

Je déna soustava rovnic Ax = b, dim A = m X n, kde m, n jsou libovolné. Jakou
musi mit hodnost matice A, aby mnozina X = {x : Ax = b}, byla a) neprazdou
mnozinou, b) jednoprvkovou mnozinou, c¢) konvexni mnozinou. Jak nalezneme jeji
krajni body a krajni paprsky.

Sestavte program v jazyce Matlab pro feSeni tlohy linedarniho programovani sim-
plexovym algoritmem. Program musi nalézt primarni i dudlni feSeni, neomezené
feSeni i alternativni feseni.

Jak by se zménil simplexovy algoritmus, kdybychom nekladli omezeni na nezapornost
proménnych? Provedte tipravu.



Kapitola 5

Uvod do teorie her

Teorie her se zabyva feSenim matematickych modeltu konfliktnich situaci. Podle toho, zda
se jedna o redlnou rozhodovaci situaci nebo jeji model - hru, ¢i o obecnou optimaliza¢ni
ulohu, pouzivame ruzné nazvoslovi, které je uvedeno v nasledujici tabulce.

Realna rozhodovaci | Matematicky model Teorie optimalniho
situace této situace - hra fizeni

rozhodovaci situace | hra v normalnim tvaru | optimaliza¢ni problém

ucastnik hrac ridici veli¢ina (fizenf)
rozhodnuti strategie hodnoty ridicich veli¢in
mnozina rozhodnuti | prostor strategii mnozina pripustnych
hodnot 7id. veli¢in
dusledky rozhodnuti | vyplatni funkce kritérium jakosti fizeni
dusledek vyhra hodnota kritéria

Hra v normélnim tvaru je definovana mnozinou

{Q, Xla c. 7Xn7 J1($1, ce ,xn), ceay Jn<£[,'1, c. ,{En) } (51)
kde @ = {1, 2,...,n} jsou hraci, mnoziny X; azX, jsou mnoziny strategii hrdcu 1 az n;
xr1 € X7 az x, € X, jsou strategie hracu a J;(z1, ..., x,) jsou vyhry hréce i.

Konecnd hra je takova hra, v niz prostory strategii tvoii konecnou mnozinu. Hra s
konstantnim souctem je takova hra, v niz pfi vSech strategiich hrac¢u je soucet vyher
vSech hracu konstantni. Plati tedy

n

ZJ,(ml,,a:n):K, Vo, € X; (52)

=1

Soucet K neni ve hie s konstantnim souc¢tem zavisly na strategiich. Hra s nulovym souc¢tem
je pri K = 0.
Ve hrach existuji problémy dvojiho druhu:

e Jak by se v rozhodovaci situaci choval prumérny jedinec - tzv. deskriptivni hledisko.

64
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e Jaké je v dané situaci objektivné nejlepsi rozhodnuti - tzv. normativni hledisko.

Teoreticky zajimavé je normativni hledisko. Deskriptivni hledisko nékdy nelze pomi-
nout, napriklad pfi rozhodovani pii riziku - viz dale. Rozdil mezi normativnim a deskrip-
tivnim hlediskem vyplyne nazorné z tohoto piikladu. Pii rozboru konfliktni situace -
stretnuti dvou neptatelskych letounu, bychom mohli pfi hodnoceni vysledku souboje
ocenovat stejné situace, ze a) obé letadla se navzdjem zni¢i a b) ani jeden letoun neni
poskozen. To bychom mohli oznacit za normativni hledisko. Zcela jiné, deskriptivni hledisko,
by patrné mél ten, kdo v letadle sedi.

5.1 Antagonisticky konflikt

5.1.1 Hry s konstantnim souctem

Budeme se zabyvat antagonistickym konfliktem dvou u¢astniku. Matematickym modelem
tohoto antagonistického konfliktu je hra dvou hracu v normalnim tvaru s konstantnim
souctem.

Strategii prvniho hrace misto x; budeme déale znacit u a strategii druhého hréace
budeme misto xs znacit v. Modelem antagonistického konfliktu je tedy hra definovana
mnozinami

{Q=A{1, 2}; U V; Ji(u,v), Jo(u,v)} (5.3)

Je rozumné definovat optimalni strategii jako takovou strategii, od niz zadna odchylka
nemuze prinést hraci vyhody, za predpokladu, ze druhy hra¢ zachova svoji optimalni
strategii. Optimalni strategii prvniho hrace oznac¢ime u* € U a optimalni strategii druhého
hrace oznacime v* € V', potom tedy plati

Ji(u,v*) < J(utvt), YueU veV
Jo(u,v*) < Jy(u*,v). (5.4)
Ve hte s nulovym souctem je J, = —J; a proto staci uvazovat pouze jedinou vyplatni funkci

J = Jj. Potom hra s nulovym souctem je uréena mnozinami {Q = {1,2}; U, V; J(u,v)}.
Optimdlni strategie v*, v* prvniho a druhého hrace v této hie jsou strategie, pro které
plati

J(u,v*) < Ju o) < Jut, ). (5.5)

Je ztejmé, ze prvni hrac se strategiemi u se snazi maximalizovat vyplatni funkci, zatimco
druhy hra¢ se volbou strategii v snazi vyplatni funkci minimalizovat, protoze vyhra
prvniho hrace je rovna ztraté druhého hréce.

Déle je zrejmé, ze i ve hie s konstantnim souctem lze pouzit jedinou vyplatni funkei,
nebot J, = K — J;. Optimaln{ strategie se nezméni, pficteme-li k vyplatni funkci J;
libovolnou konstantu nezavislou na strategiich a podobné pro J,. Proto kazdou hru s
konstantnim souctem lze pfeménit na hru s nulovym souctem, ve které vyplatni funkce je
J = Ji1 — Js, nebo také pouze J = J.

Zména hry s konstantnim souctem na hru s nulovym soué¢tem mé nazornou inter-
pretaci. V konfliktu, v némz se hraci déli o pevné danou castku (hra s konstantnim
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souctem), je lhostejné, snazi-li se hrac¢ ziskat z této ¢astky pro sebe co nejvice, nebo
se snaz{ prvni hra¢ maximalizovat rozdil svého zisku a zisku protihrace a druhy hrac se
tento rozdil snazi minimalizovat. Piipadné se prvni hrac¢ snazi svij zisk maximalizovat
a druhy hra¢ se snazi minimalizovat zisk prvniho hrace (pak na néj z konstantni ¢astky
zbude nejvice).

5.1.2 Maticové hry

Koneény antagonisticky konflikt dvou hracu popisujeme maticovou hrou. V ni je pocet
strategii obou hracu konecény. Koneény pocet strategii u € U prvniho hrace oé¢islujeme
prirozenymi ¢isly 1 az m. Podobné konecny pocet strategii druhého hrace v € V ocislujeme
prirozenymi ¢isly 1 az n. Potom koneénd hra s nulovym souc¢tem je maticova hra

{Q={12};U={1,... m},V={1,....,n}; J(i,j) = a;;;i € U;j € V}}, (5.6)
kde matice A rozméru m x n s prvky a;; je matice hry.
Poznamka: Prvni hrac¢ vybira radek ¢ v matici hry a druhy hrac¢ vybird sloupec j v

matici hry. Prvni hrd¢ chce maximalizovat a druhy hrd¢ minimalizovat prvek a; ; v matici
hry. O

Situace je uplné jasna, existuje-li v matici hry A prvek, ktery je soucasné nejmensi
na fadku a nejvetsi ve sloupci. Uvedeme si trividlni priklad, ktery nédzorné ilustruje nase
uvahy. Méjme matici hry A ve tvaru

Pi

2 3 4 (2)

A = 3 4 4 (3)
2 1 6 (1)

v (3) (4) (6)
Prvni hrac, ktery voli fadek ¢ matice A, chce maximalizovat a proto se podiva po jed-
notlivych fadcich a v nich nalezne nejmensi prvek (pro ného nejhorsi pripad). Minimaln{
hodnoty min; a;; = ¢; jsou v zdvorce pfipsany k jednotlivym fadkim matice A. Prvni
hra¢ vybere pochopitelné ten fadek ¢*, v némz je minimalni prvek nejvétsi ¢;« = max; ;.
V nasem piipadé je to druhy tadek, tedy ¢* =2 a ¢;« = 3.

Druhy hrag¢, ktery voli sloupce j matice A, chce minimalizovat a proto se podiva po
jednotlivych sloupcich matice A a v nich nalezne nejvétsi prvek (pro ného nejhorsi piipad).
Maximalni hodnoty max; a;; = v; jsou v zévorce pripsany k jednotlivym sloupcim matice
A. Druhy hra¢ vybere pochopitelné ten sloupce j*, v némz je maximalni prvek nejmensi
1+ = min; ;. V naSem piipadé je to prvni sloupec, tedy j* =1 a ¢+ = 3.

Protoze se v obou piipadech jedna o stejny prvek a; ;- = as1 = 3, je tento prvek
sedlovym prvkem hry a strategie * = 2, j* = 1 je optimalni strategie. Prvek a;- j» =
J(i*,j*) se nazyva cena hry.

Vsimnéme si, ze odchyli-li se libovolny hrac od takové optimalni strategie, poskodi se
tim a protihrac ziska. Déle je dulezité si uvédomit, ze hraci sva rozhodnuti nemusi v tomto
pripadeé tajit. Kazdy hra¢ muze své rozhodnuti zverejnit pred rozhodnutim druhého hrace
a nic netrati. Pro sedlovy bod totiz plati

max min g;; = min max a,;
(2 J J (2



KAPITOLA 5. UVOD DO TEORIE HER 67

Prvni hra¢ urcuje podle vykladu nejprve pro vSechna ¢ veli¢inu ¢; rovnu ¢; = min; a; ; a
potom z téchto prvku hledd prvek maximalni, tedy max; ¢; = max; min; a; ;.

Podobné druhy urcuje nejprve pro vsechna j veli¢inu ¢; rovnu ¢; = max; a; ; a potom
z téchto prvku hleda prvek minimalni, tedy min; ¢; = min; max; a; ;.

V teorii her velicina max; min; a; ; je dolni cena hry. Je to zarucend vyhra prvniho
hrace. Naopak velicina min; max; a; ; je horni cena hry. Je to zarucend vyhra druhého
hrace. Oznaceni horni a dolni cena plyne z toho, Ze obecné plati max; minja;; <
min; max; a; ;.

Priklad: Vytesime si problém nakupu uhli na zimu. Problém je v tom, ze uhli v 1éte
je laciné, ale v 1été nevim, jaka bude nasledujici zima. Bude-li zima mirnd, tak v zimé
spotfebuji 10q uhli, bude-li zima normalni, pak spotiebuji 15q uhli a bude-li zima krut4,
pak spottebuji 20q uhli. V 1été 1q uhli stoji 100K¢ a v zimé jsou ceny uhli 100K¢, 150K¢ a
200Ke¢ podle toho, bude-li zima mirna, normalni ¢i krutd. Budeme predpokladat, ze zbytek
uhli nevyuziji, napt. se budu po zimé stéhovat. Moje rozhodovani spoc¢iva v tom, jaké
mnozstvi uhli koupit v 1été, abych minimalizoval své celkové vydani za nakup uhli na zimu
(véetné dokoupeni uhli v zimé, pokud letni ndkup nestaci). Piiroda, jako muj protihrag,
ma tii moznosti a sice, ze zima bude mirnd, norméalni nebo krutd. Moje rozhodovéani
spociva v tom, zda v lété koupit 10q, 15q nebo 20q. Vydani pfi vSech moznostech je
shrnuto v néasledujici tabulce

Zima
mirné | normalni | kruta

10 | 1000 | 1750 3000
koupeno v 1été [q] 15 | 1500 | 1500 2500
20 | 2000 | 2000 2000

V tabulce jsou uvedena vydéani, kterda se pochopitelné budeme snazit minimalizovat.
Nase rozhodovéani spoc¢iva ve volbé fadku a strategie prvniho hrace, ktery voli fadky, dle
zvyklosti je takova, ze prvni hrac¢ hleda nejvyssi vyhru. Proto zménime znaménka u vsech
prvka matice hry v ptredchozi tabulce. Dostaneme proto nasledujici tabulku, ze které
nalezneme obvyklym postupem horni a dolni cenu hry.

@i(min. v radku)
—1000 —1750  —3000 (—3000)
—1500  —1500  —2500 (—2500)

—2000 —2000 [-2000 (—2000)

;(max. ve sloupci) (—1000) (—1500) (—2000)

Z ptredchozi tabulky je zfejmé, ze hra ma sedlovy bod v —2000. Optimalni vydani je tedy
2000K¢ a optimalni strategie je nakoupit v 1été 20q uhli a vydat tedy 2000K¢.
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Je ziejmé, ze druhy hrac¢ (ptiroda) neni inteligentni hraé¢, protoze nevoli své rozhod-
nuti tak, aby maximalné poskodil prvniho hrace. V tom neni tento piiklad realisticky. O
takovych hréach pojedndme pozdéji.

5.1.3 SmiSené rozsireni maticové hry

Situace vSak muze byt ponékud komplikovanéjsi. Méjme na piiklad hru s vyplatni matici

Pi
11 5 (5)
Ao ur] e -
V; (11) (9)

Podle ptedchoziho postupu vybere prvni hra¢ druhy radek (voli strategii i = 2), nebot v
ném je minimdln{ prvek ¢; = min; a; ; nejveétst (je to prvek as; = 7). Druhy hra¢ obdobné
vybere druhy sloupec (strategii j = 2), nebot v ném je maximaln{ prvek 1, = max; a; ;
nejmensi (je to prvek ass = 9).

Prvni hra¢ ma zarucenou v nejhorsim ptipadé vyhru 7, coz je dolni cena hry. Naopak
druhy hra¢ ma zarucenou vyhru 9, coz je horni cena hry.

Hracéi nynf maji diivod svéa rozhodnuti tajit, nebot dozvi-li se hra¢ o rozhodnuti pro-
tivnika, muze z této informace ziskat pro sebe vyhodu. V této hie totiz dolni cena hry neni
rovna horni cené hry - hra nema sedlovy bod. Plati 7 = max; min; ¢, ; < min; max; a; ; =
9.

Pokud tedy voli hraci pevné néjaké strategie, jiz takova jednoduchd hra nema feSeni.
Pevné strategie nazyvame ryzi strategie. Pokud hra nema sedlovy bod, nema tedy reseni
na mnoziné ryzich strategii.

Abychom mohli fesit kazdou maticovou hru, budeme predpokladat, ze kazdy hrac
bude své strategie vybirat nahodné s urcitou pravdépodobnosti. Strategie vybirané s
urcitou pravdépodobnosti nazyvame smiSené strategie. Situace, pii které voli prvni hrac

11

| |
| I
0 3/4 1 v O 0.5 1 B

Obréazek 5.1: SmisSené strategie 1. hrace SmiSené strategie 2. hrace

smigené strategie ve hie s vyplatni matici (5.7) je zndzornéna na obr. [5.1h. Na obrdzku
jsou useckami znazornény ceny hry. Druhy hrac voli ryzi strategie j = 1 nebo j = 2 a
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prvni hrac¢ voli smiSené strategie. Souradnice v urcuje pravdépodobnost volby strategii
prvniho hrace. Pro v = 0 voli prvni hrac ryzi strategii ¢ = 1 a pro v = 1 voli ryzi strategii
i = 2. Cislo py = ~y zna&i pravdépodobnost volby druhé strategie, podobné p; = 1 — 7 je
pravdépodobnost volby prvni strategie. Plati samoziejmé p; + p, = 1 a v € [0, 1]. Pokud
druhy hrac volil ryzi strategii j = 1, bude cena hry

pra1y + peagy = (1 — )11+ 7y

Tato funkce je znédzornéna na obr. useckou spojujici body o poradnicich 11 a 7.
Podobné, voli-li druhy hrac strategii 7 = 2, bude cena hry v zavislosti na v vyjadiena

P1a12 + Paass = (1 — )5+ 9y

Tato funkce je znazornéna na obr. useckou spojujici body o potradnicich 5 a 9.

Obé usecky se protinaji v bodé o soutfadnici v = 3/4, to znamend, ze prvni hrac
voli strategii ¢ = 1 s pravdépodobnosti p; = 1 — v = 1/4 a druhou strategii i = 2 s
pravdépodobnosti p» = v = 3/4. Cena hry je potom rovna 8. Tuto cenu hry nemuze
druhy hrac ovlivnit.

Voli-li prvni hra¢ smisené strategie s pravdépodobnostmi jinymi nez odpovida pruseciku
usecek na obr. , poskodi se, nebot druhy hra¢ muze svou volbou strategie cenu hry
snizit. Ztejmeé pro v € (0,3/4) bude tedy druhy volit ryzi strategii j = 2 a proy € (3/4,1)
voli druhy hrac ryzi strategii j = 1.

Podobné 1ze nalézt smiSené strategie druhého hrace podle obr.|5.1b . Zde také ¢, = 3 je
pravdépodobnost, s niz voli druhy hrac¢ druhou strategii a ¢; = 1 — (3 je pravdépodobnost
volby prvni strategie j = 1.

Voli-li prvni hrac strategii ¢ = 1, je cena hry v zavislosti na pravdépodobnosti volby
strategie druhého hrace znazornéna tseckou spojujici body 11 a 5. Cena hry je urcena
rovnici

qra11 + q@are = (1 — Blary + Bare = (1 — F)11 4 50.

Podobné linearni zavislost plati pro ryzi strategii prvniho hrace i = 2. Obé tusecky se
protinaji v bodé o soutadnici 8 = 0.5, cena hry je opét rovna 8.

Volime-li pravdépodobnosti volby strategie druhého hrace ¢; = 0.5, g = 0.5 a pravde-
podobnosti volby strategie prvniho hrace p; = 0.25 a py = 0.75, pak tato rozsitena hra
ma sedlovy bod a optimalni cena hry je rovna 8.

Hledame-li optimalni strategie mezi pravdépodobnostnimi piredpisy, dostaneme nekone¢nou
hru, kterou oznacujeme jako smiSené rozsireni puvodni hry.

Mnozinu strategii této hry budeme znacit tak, ze puvodni symbol pro mnozinu strategii
déame do okrouhlé zavorky. Prostory strategii prvniho a druhého hrace jsou tedy

(U) = {u:[ul,...,um]T,Zuizl;uiZO} (5.8)
(V) = {v:[vl,...,vn]T,Zvjzl;vij}

Potom u;, v; jsou rovny pravdépodobnostem s nimiz prvni hrac voli strategii ¢ resp. druhy
hrac voli strategii j. Vyplatni funkce této hry je

m n

J(u,v) =Y wa; v, =u"Av (5.9)

i=1j=1
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O smiSeném rozsiteni maticovych her plati zakladni véta teorie maticovych her, kterd
tvrdi, ze smiSené rozsiteni kazdé maticové hry ma reseni. Provedeme konstruktivni
dukaz predchoziho tvrzeni, z néhoz ziskame navod na feSeni smiSeného rozsiteni maticové
hry linedrnim programovanim.

Uvazujme nejprve maticovou hru, jejiz matice méa vSechny prvky kladné. Oznacime
cenu hry jako v, pak (7 = J(u*,v*)). Pro neoptimélni strategie plati

u’Av < 4 < (u)" Av (5.10)

pro vsechny u € (U); v € (V). Protoze u > 0; v > 0 a dle piedpokladu také a; ; > 0,
pak v > 0.

Aby prava nerovnost v ([5.10)) platila pro vsechny v € (V) staci, aby platila pro vsechny
v ve tvaru [1,0,...,0]%,[0,1,0,...,0]", az [0,0,...,1]7, to je pro ryz strategie. Pro ryzi
strategie dostaneme soustavu nerovnosti

anu} 4 aguy 4 .. A apul, > v pro v=][1,0,...,0"

appuy + agpus + ...+ apmpuy, > v pro v =][0,0,..., 1]T (5.11)

Z levé nerovnosti v (5.10]) dostaneme pii volbé ryzich strategii u obdobné nerovnosti ve
tvaru

a11vy + a1pvy 4+ ...+ apv, <y pro u:[l,O,...,O]T

A1V} + AoV + ...+ appvs, <y pro u=10,0,...,1]" (5.12)

Zavedeme nové nezaporné promeénné

5 b
Ti=—7 Y= (5.13)
gl Ty
Potom soustava nerovnosti ((5.11)) pfejde do tvaru
a11r1 + ao1xg + ...+ amlx:‘n 2 1
A1, %1 + Q2pTo + ...+ Appy, > 1 (5.14)
a podobné soustava ((5.12]) prejde do tvaru
anyr tapy2+...+ay, < 1 (5.15)
am1Y1 + Am2Y2 +...+ AmnlYn S 1 (516)
Potom soustava (5.14)) je omezeni 1lohy linearniho programovani s funkei
1
T+ To+ ...+ Ty =— (5.17)

v
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kterou mame minimalizovat.

Je tomu vskutku tak, nebot hleddme u} tak, aby v bylo maximalni. Podle (5.13)) plat{

u; = 7yx;. Secteme-li predchozi rovnice pro vsechna i, pak > u; = 1 = vY x; coz je
kritétium (5.17)). Je-li v vybérem v} maximalizovano, pak z; hleddme tak, aby (5.17) bylo
minimalizovano.

Obdobné nerovnosti ([5.15]) jsou omezeni tlohy linedrniho programovani, ktera je dudlni

k ptedchozi tloze. Kritérium je zde rovno

y1+y2+...+yn:; (518)

kterou mame vybérem y; maximalizovat. Je to tedy uloha linedrniho programovani ve
tvaru

max {c"y : Ay <bjy; > 0;j=1,...,mc" =[1,1,...,1;b" =[1,1,...,1]} (5.19)

Cena hry je podle (j5.18)

Ju" V) =y=—= 5.20
(u,v") =~y Iy S (5.20)

a smiSené strategie druhého hrace jsou
v =[]t (5.21)

Dualni feseni této tlohy urci smisené strategie prvniho hrace
ut = [17,.. .z’ (5.22)
nebot podle a je dualni tloha linearniho programovani
min{bTx ATx>cia; >0;i=1,...,mc’ =[1,...,1];b" = [1,...,1]} (5.23)

Povsimnéme si, ze primarni tloha v obvyklém tvaru urci jako primarni feSeni smiSené
strategie druhého hrace.

Pfedpoklad o kladnosti prvki matice A neni podstatny, nebot optimélni strategie
smiSsené¢ho rozsiteni se nezméni, pricteme-li ke kazdému prvku této matice stejné libo-
volné ¢islo k. Pokud tedy matice A neméd vsechny prvky kladné (nezdporné), pak ke vsem
jejim prvkum pricteme takové kladné ¢islo k, aby prvky nové matice jiz nezaporné byly.
Cenu puvodni hry ziskdme odectenim konstanty k£ od ceny upravené hry.

Priklad: Pomoci linedarniho programovani vytresime maticovou hru, jejiz matice A je

dle (5.7)). Podle (5.19) se tedy jednd o tlohu linedrniho programovéani ve tvaru

Iy +5y2 < 1
T+ < 170= }

max {yl + Y2

Ze simplexové tabulky plyne teseni y; = 1/16, yo = 1/16 a cena hry je rovna v = J* =
/Xy =8.
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Tabulka 5.1: Simplexova tabulka pro feseni maticové hry

Y1 Y2 Y3 Ya b

11 5 1 0 1

7 9] o 1 1

-1 -1 0 0 0
64/9 0 1 -5/9 | 4/9
7/9 1 0 1/9 1/9
-2/9 0 0 1/9 1/9
1 0 9/64 -5/64 |1/16
0 1 -7/64 11/64 | 1/16
0 0 1/32 3/32 |1/8

Podle (5.21)) jsou optimélni strategie druhého hrace

v' =y, el =105, 0.5]7

Dudlni feseni ¢teme v poslednim fadku simplexové tabulky z; = 1/32, 25 = 3/32. SmiSené
strategie prvniho hrace jsou podle ([5.22))

u' = [yzn, ya]' = (174, 3/4)7

Vysledek souhlasi s predchozim grafickym odvozenim. Jednoduché grafické teseni lze
pouzit pouze pro hry typu 2 x 2.

Priklad: Navrh kvalitniho zesilovace
Kvalita néjakého zesilovace zavisi na vlastnostech jednoho kondenzatoru. Tento kon-
denzator v bézném provedeni stoji 1K¢, ale 10 K¢ stoji zarucni oprava, je-li vadny. Muzeme
vSsak pouzit kondenzator kvalitnéjsi, ktery stoji 6K¢, za néjz vyrobce nese zaruku v tom
smyslu, ze uhradi naklady na opravu, je-li kondenzator vadny. Muzeme si také zvolit
mimoiddné kvalitni kondenzator, ktery stoji 10K¢, za néjz vyrobce ruci tak, ze v pripade,
ze je vadny, nejen uhradi zaruéni opravu, ale jesté vrati ¢astku za jeho nakup.

Tuto redlnou rozhodovaci situaci muzeme popsat maticovou hrou. Prvni hra¢ ma tii
mozné strategie a sice koupit normélni, lepsi nebo nejkvalitnéjsi kondenzator. Druhy hrac
- priroda - rozhodne o tom, zda bude kondenzator dobry ¢i vadny. Vyplatni matice této
hry je v nasledujici tabulce
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Priroda
Kondenzéator | Kondenzator
dobry Spatny
Koupé normalniho kondenzatoru | -1 -10
Koupé kvalitnéjsiho kondenzatoru | -6 -6
Koupé nejkvalitnéjsiho kond. -10 0

Prvky vyplatni matice A jsou vydani, maji zdporné znaménko, nebot prvni hra¢ podle
konvence voli fadky a maximalizuje vyhru - tedy minimalizuje vydani.

Matice A nesplnuje podminku nezapornosti prvku a proto ji upravime tak, ze ke
kazdému jejimu prvku pricteme +10. Uloha linedrniho programovani, odpovidajici smiSe-
nému rozsiteni maticové hry, je potom

91 < 1
maxqy +y2 @ 4y + 4y < 159,20
0y < 1

Resen{ provedeme simplexovym algoritmem. Uvedeme zde pouze feseni. Resen{ priméarni
ulohy je y; = 1/9, yo = 1/10. Cena upravené hry je tedy v = 1/(y; + y2) = 90/19. Cena
puvodni hry je potom

Ju'\v)=——-10=—— = -5,26
Optimalni strategie druhého hrace je
v = [y, yye)” =[10/19 9/19]"
Optimalni strategie prvniho hrace je
ut = [yr, yre, yas]t =[10/19 0 9/19)"

Opét zde plati, ze druhy hrac - ptiroda - neni inteligentni protihrac¢ a proto tento model
situace neni zcela presny.

Rozmysleme si, jak v praxi realizovat smisené strategie. Je tfeba si zvolit néjaky
nahodovy mechanismus, ktery generuje ¢isla se stejnou pravdépodobnosti jako jsou pravdé-
podobnosti smisenych strategii. Pii realizaci nahodného pokusu dostaneme teseni.

Méjme napiiklad smiSené strategie rovné u* = [1/6,1/3,1/2]. Ndhodny generator,
ktery generuje vystupy s pravdépodobnostmi 1/6, 1/3 a 1/2 muzeme realizovat napiiklad
nadhodnym pohledem na vtefinovou rucicku hodinek. Pokud bude ukazatel v poloze 0 az
10s - volime prvni strategii, bude-li v poloze 10s az 30s = volime druhou strategii a bude-li
kone¢né ukazatel v poloze 30s az 60s = zvolime tieti strategii.
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Je ztejmé, ze pesimisticky zalozeni hraci nebudou chtit své rozhodnuti svérit néjakému
nahodovému mechanismu. Nahodovy mechanismus muze zvolit strategii znac¢né nevyhod-
nou, majici tfeba malou pravdépodobnost. Nic nam nepomuze ttécha, ze toto rozhodnuti
je objektivné nejlepsi a pii opakovanych pokusech by se jeho vyhoda projevila.

V tom je osidnost celého pojeti pravdépodobnosti. Vime, ze pravdépodobnost padu
tasky se stfechy domu je velmi mald. Znalost této pravdépodobnosti nam ale vibec
nepomuze, kdyz konkrétné na nas ta taska spadne.

5.2 Rozhodovani pti riziku a neurcitosti

Nyni budeme piedpokladat, ze pouze jeden (podle konvence prvni) tcastnik konfliktu je
inteligentni. Druhy je lhostejny ke své vyhte a voli své strategie nahodné.

K popisu takové konfliktni situace pouzijeme hry dvou hrac¢u v normalnim tvaru.
Vyplatni funkce druhého hrace nemusime uvazovat, nebot on je lhostejny ke své vyhfe a
jeho vyplatni funkce nema na jeho rozhodovani vliv.

Druhy hrac se rozhoduje tak, ze voli své strategie v nahodné podle néjakého rozlozeni
pravdépodobnosti p(v) na mnoziné V. Chovani prvniho hrace zavisi na tom, zda rozlozen{
p(Vv) znd ¢i neznd. Zné-li prvni hrac rozlozeni p(v), jedné se o rozhodovanani pti riziku,
neznd-li prvni hra¢ rozlozeni p(v), jedna se o rozhodovani pti neurcitosti.

5.2.1 Rozhodovani pti riziku

Pti rozhodovani s rizikem spocteme pro kazdou strategii u prvniho hrace stfedni hodnotu
vyhry

E(u) = /v J(w, v)p(v)dv (5.24)
Strategie prvniho hrace je optimalni, kdyz je stfedni hodnota vyhry maximélni
u" = arg max &(u) (5.25)
ucU

Jedna-li se o konecnou hru s matici hry A, pak, voli-li druhy hrac¢ sloupec j s pravde-
podobnosti p;, voli prvni hrac takovou strategii +*, pro kterou je stfedni hodnota vyhry
maximalni. Plati tedy

n

i = arg miaXZ:1 a; ;p; (5.26)

]:
Kazdou vyhru ve sloupci nasobim pravdépodobnosti p; piislusného sloupce a prvni hrac
voli takovou strategii (takovy fadek), pro kterou je fadkovy soucet takto vyvéazenych
prvku maximalni.

5.2.2 Rozhodovani pfi neurcitosti
V ptipadé neurcitosti vznikaji obtize s tim, jak definovat optimalni strategie. Neexis-

tuje jedina volba optimalni strategie, existuji ruzné definice optimalni strategie, které se
nazyvaji principy. Uvedeme nékteré z nich.
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Princip minimaxu
Pesimisticky zalozeni hraci voli takovou strategii, aby se zajistili proti nejhorsimu ptipadu.
Podle principu minimaxu volime tedy takovou strategii, abychom si zajistili dolni cenu
hry. Volime tedy ¢* takové, aby

" = arg max mina;
i j

U her se sedlovym bodem je to samoziejmé optimalni feSeni.

Princip nedostatecné evidence
Nezname-li jak druhy hrac voli své strategie, muzeme predpokladat, ze vSechny strategie
druhého hrace jsou rovnocenné, voli je tedy se stejnou pravdépodobnosti.

Je-li mnozina V nekonec¢nd, pak predpokladame u druhého hréace rozlozeni s nejmensim
obsahem informace. Je-li mnozina V interval, pak rozlozeni s nejmensim obsahem infor-
mace je rovnomérné rozlozeni. Je-li mnozina V interval [y, c0), pak rozlozeni s nejmensim
obsahem informace neexistuje. Predpokladame-li znalost stfedni hodnoty p daného ro-
zlozeni, pak rozlozeni s nejmensim obsahem informace je exponencielni rozlozeni. Je-li
koneéné mnozina V = E!, pak pro existenci rozlozeni s nejmensfm obsahem informace
musime predpokladat znalost rozptylu a stfedni hodnoty rozlozeni. Potom rozlozeni s
nejmensim obsahem informace je normalni rozlozeni N (yu, o?).

Predpokladdme-li znalost rozlozeni, problém se zméni na rozhodovani pii riziku. Pro
konecné hry stanovime optimalni strategii +* jednoduse tak, ze secteme vsechny prvky v
radcich matice A a vybereme jako optimélni ten fadek, v némz je tento soucet maximalni

n
i* = arg max g a; j
J=1

Princip minimaxu ztraty

Zde jako optimalni volime to rozhodnuti. které nas zajistuje proti velkym ztratdm ve
srovnani s rozhodnutim, které bychom ucinili pti znalosti ryzi strategie druhého hrace.

Definujeme si funkei ztrat Z(u, v)
Z(u,v) =J(u,v) — max J(u,v)

a optimalni strategie je takova strategie u*, pro niz je maximdlni vyraz min, Z(u,v).
U konec¢nych her misto funkce ztrat pocitame ztrdtovou matici Z s prvky z; ;
R = Qij — MAX A5
Optimalni je takova strategie ¢*, ktera maximalizuje fadkovd minima matice ztrat. Za-
jistime si tak dolni cenu hry s matici hry Z(u,v).

Pouziti tohoto principu nas chrani proti ndmitkam téch, ktefi ” jsou po bitvé generdly”.

Princip ukazatele optimismu
Podle tohoto principu vypocteme funkce
M(u) = maxJ(u,v)
veV

m(u) = ‘r,réi{lfJ(u,v)
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a volime ukazatel optimismu a € [0, 1] prvniho hrac¢e. Optimalni strategie u* podle
tohoto principu maximalizuje vyraz

P(u) = aM(u) + (1 — a)m(u)
Pro a = 0 je tento princip totozny s principem minimaxu - zajistime si dolni cenu hry.

Pro a = 1 volime takovou strategii, v jejimz fddku je maximalni prvek matice hry. Riziko
jiz zde splyva s hazardem.

Pro konecné hry volime strategii ¢* pro kterou je maximalni vyraz

a maxa;; + (1 —a)min a;;.
j j

Priiklad : Méjme hru s vyplatni matici

1
A=|5
4

O 00 W~
SO W

Spocteme strategie podle ruznych principu.
Podle principu minimaxu ur¢ime dolni cenu hry, kterd je rovna 1 a odpovidajici strategie
je i* = 1. Podle principu nedostatecné evidence je soucet prvku v fadku maximalni v
druhém tadku, proto i* = 2.

Pro urceni strategie podle minimaxu ztraty sestrojime ztratovou matici Z tak, ze v
kazdém sloupci nalezneme maximéalni prvek a ten ode¢teme od vsech prvku ve sloupci,
pak

(0
—4 —4 -3 (—4)
Z=|0 0 -6 (—6)
~1 -8 0 (—8)

Rédkové minima matice Z jsou vynesena v zavorce vedle matice Z. Maximum z fadkovych
minim je ziejmé (—4) a nastane pii volbé strategie i* = 1.

Nyni urcime strategii podle principu ukazatele optimismu. Ovéite, Ze pro hru s vyplatni
matici podle tohoto piikladu je funkce P(u) urcena vztahy

P(1)=3a+1; P(2)=8x; P(3)=>6«

Pro a = 0 je optimum podle ukazatele optimismu ¢* = 1 a pro a = 1 je ¢* = 2, protoze v
druhém téadku lezi maximalni prvek. Strategii * = 2 budeme volit pro o > 1/5.

Priklad: Volba léku.
Pacient mé jedno z péti moznych virovych onemocnéni. Lékai ma k dispozici tii druhy
1ék1, jejichz 1ééebné ucinky jsou zavislé na tom, kterou nemoc mé pacient. Prvni lék
zarucuje z 50% zdolani prvnich ¢tyF nemoci. Druhy 1ék bezpecéné 16¢i prvni druh onemocnéni.
Treti 16k ni¢i v 50% viry pii druhém onemocnéni a zarucené zdold paty druh nemoci.
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Situaci popiseme maticovou hrou - strategii lékare je volba jednoho ze tii 1éku a priroda
voli jeden z péti druhti onemocnéni. Vyplatni matice je v nasledujici tabulce

onemocnéni (minima tadek)
1 2 3 4 )

1 50 50 50 50 0 (0)
16k 2 00 0 0 0 0 (0)
3 0 50 0 0 100 0)
(max. sloupcu) (100) (50) (50) (50) (100)

Hra zfejmé nema sedlovy bod. Povazujeme-li hru za antagonisticky konflikt dvou in-
teligentnich hracu, je optimélni feSeni ve smiSenych strategiich u* = [2/3, 0, 1/3]7.
Cena hry je v = 33%. Pokud nemédme zadné informace o pravdépodobnosti vyskytu
onemocnéni, voli 1ékai s pravdépodobnosti 2/3 prvni 1ék a s pravdépodobnosti 1/3 tieti
1ék. Druhy 1ék nepouzije vibec. Potom mé nadéji 33%, ze jeho 1écba bude uspésna.
Piiroda jako druhy hrac ale neni Skodoliba, nevoli své strategie tak, aby nejvice

poskodila protivnika. Predpoklddejme, ze jsou znamé pravdépodobnosti vyskytu jed-
notlivych onemocnéni, které necht jsou po fadé rovny

13 3 2 5

147147 147 147 14
Nyni se tedy jednd o hru s rizikem. Pti pouziti prvniho léku je pravdépodobnost tispéchu

1 3 3 2 5 9
= — — =50— =32,1
5014+5014—|—5014—1—5()14—1—014 5014 32,1%
Pro druhy 1ék je pravdépodobnost tispéchu obdobné 100—114 a pro treti 1€k je pravdépodob-

nost uspéchu
3 5 13
50— 4+ 100— = 50— =48
14 + 14 14 %
Nejvétsi nadéji na dspéch je pii pouziti tieti strategie - uspéch bude ve 48% piipadu.
Budou-li se nemoci vyskytovat s uvedenymi pravdépodobnostmi, ale 1ékai bude volit
své strategie podle smiseného rozsiteni hry, pak hodnota hry bude pouze

9 13

Spoctéte strategie podle ruznych principu pii hie s neurcitosti.

5.3 Neantagonisticky konflikt dvou hracu

Castéjsi nez konflikty s protichudnymi zajmy jsou konflikty, v nichz si kazdy dcastnik
sleduje své vlastni z&jmy.

Matematickym modelem takového konfliktu je hra dvou hracu s nekonstantnim souc-
tem urcend mnozinami (5.3). Zde je jiz obt{zné a nejednoznacné definovat optimaln{ strate-
gii.

Uvazujme napiiklad spor dvou podniki. Jejich mozné akce jsou:



KAPITOLA 5. UVOD DO TEORIE HER 78

1. Zalovat druhy podnik - tuto strategii ozna¢ime Z.
2. Nabidnout druhému podniku spojeni v jedinou organizaci - strategie S.

3. Navrhnout druhému podniku ustupek - strategie U.

Vyplatni dvojmatice hry s nekonstantnim souctem je nasledujici

Z S U
A —-1; -1 9; —10 9; —10
S —10; 9 —5; 100 0; 0
U —10; 9 0; 0 5; 5

I

V pruseciku strategii je dvojcisli, na prvnim misté je vyplata prvniho hréce J;(u,v) (ten
voli fadky) a na druhém misté je vyplata druhého hrace Jo(u,v).

7 vyplatni funkce je ziejmé, ze zaluje-li jeden podnik druhy, ziska pro sebe vyhodu.
Oboustranna zaloba neni vyhodna pro zadny podnik a spojeni je vyhodné pro druhy
podnik.

Pro nalezeni optimalni strategie musime pred zahdjenim hry védét, jaké jsou moznosti
dohody s protivnikem.

Nelze-li uzaviit zadnou dohodu, budou volit hrécéi nejspise strategie (Z,Z), nebot
jednostranna odchylka kazdého hrace od této strategie zmensi jeho vyhru.

Existuje-li moznost uzaviit zavaznou dohodu, bude vyhodné, voli-li hraci strategii
(S,S). Jejich spoleénd vyhra bude 100 — 5 = 95. Druhy hrac¢ ale musi ze své vyhry dét
prvnimu hraci kompenzaci za to, ze mu k této vyhfe dopomohl. Problém, jak spole¢nou
vyhru rozdélit, skryva v sobé dalsi konfliktni situaci, kterou nutno vytesit pred hranim
této hry.

Je-li mozné uzaviit dohodu o volbé strategii, ale neni mozno pferozdélit vyhry -
prerozdéleni by mélo formu tuplatku, ktery neni mozno vymahat ani predem vyplatit,
domluvi se hra¢i zfejmeé na strategiich (U, U).

Dostavame tedy tii moznosti feSeni neantagonistického konfliktu dvou tcastniku:

e nckooperativni teorie
e kooperativni teorie s prenosnou vyhrou

e kooperativni teorie s nepifenosnou vyhrou

5.3.1 Nekooperativni teorie

Za vyhovujici strategii v tomto piipadé volime tu, jejiz jednostranné poruseni poskodi
hrace, ktery ji porusil. Dvojici @, Vv nazyvame rovnovazné strategie. Pojem rovnovazné
strategie u her s nekonstantnim souc¢tem je obdobny pojmu optimalni strategie u antag-
onistickych her.

Zde se ale muze stat, ze voli-li jeden hra¢ nerovnovaznou strategii, poskodi se sice,
ale druhého hrace poskodi vice. Stupen vynuceni rovnovazného bodu je zde slabsi. Potize
navic vznikaji, je-li rovnovaznych bodu vice nez jeden. Néktery muze byt vyhodny pro
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jednoho hrace a jiny pro druhého. Jejich strategie se pak mohou sejit mimo rovnovazny
bod.

Proto se zavadi pojem dominujici rovnovazny bod, coz je takovy rovnovazny bod,
pro ktery neexistuje jiny rovnovazny bod, ktery je vyhodnéjsi pro oba hrace. Podobné
zameénné rovnovazné body jsou takové rovnovazné body, u nichz zaména rovnovaznych
strategii u libovolného hrace neméni cenu hry.

Je ztejmé, ze volba rovnovaznych strategii je rozumna pouze tehdy, je-li jediny dominujici
rovnovazny bod, nebo jsou-li vSechny dominujici rovnovazné body zaménné. Takovy
rovnovazny bod nazyvame optimalnim rovnovaznym bodem.

Neantagonisticky konflikt dvou ucastniku s koneénym poctem strategii popisujeme
tzv. dvojmaticovou hrou. Strategie prvniho hrace jsou U = {1,2,...,m} a druhého
hréce jsou V.= {1,2,...,n}. Vyplatni funkce prvniho a druhého hréce jsou

Jl(u, V) = Cli’j, ? € U7 JQ(U, V) = bi,j; ] € V

Prvky a; ;, b; j tvoii vyplatni dvojmatici.

Nema-li dvojmaticova hra rovnovazny bod, muzeme obdobné jako u obycejné maticové
hry zavést smiSené rozsiteni dvojmaticové hry. Strategie u; resp. v; jsou pravdépodobnosti
volby strategii prvnfho a druhého hrace. Vyplatni funkce jsou J;(u,v) = ulAv resp.
Jo(u,v) = u"Bv, kde matice A resp. B maji prvky a;; resp. b; ;.

Smisené rozsfieni kazdé dvojmaticové hry mé feseni. Reseni smiseného rozsifeni dvo-
jmaticové hry vede na tlohu nelinearniho (kvadratického) programovéni ve tvaru

max {XT(A +B)y —ely —f'x : Ay <e;B'x<f;x>0;y > O} (5.27)

kde vektory e, f jsou jednotkové vektory kompatibilnich rozméru. Optimalni strategie
jsou rovny

* *

x X * y
= — AVA—
2Ty > Yj
Matice A i B musi mit opét kladné prvky, pokud je nemaji, upravime je tak, ze pricteme
k matici A nebo B libovolné kladné ¢islo. Pritom v predchozi tloze nelinedrniho pro-
gramovani plati, Ze jejl maximum je rovno nule.
Priklad: Problém prestize
Pii jednani o néjakém problému je casto dulezitéjsi otazka prestize ucastniku. Kazdy z
tcastniki muze projevit bud nedstupnost nebo tstupnost. Jednostrannd dstupnost vede
ke ztraté prestize, oboustranna neustupnost vede k dusledkum neptiznivym pro oba hrace.
Modelem tohoto konfliktu je dvojmaticova hra, viz nasledujici tabulka

U N
U 0;0 —10; 10
N 10 ; —10 —100 ; —100

kde U a N jsou dvé mozné strategie kazdého hrace, znacici tistupnost a netstupnost.

(5.28)

u

Rovnovazné body jsou dva a to strategie (U, N) nebo (N, U). Pro prvniho hrace je
vyhodnéjsi druhy rovnovazny bod (pfi ném on voli netdstupnost) a pro druhého hrace je
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vyhodnéjsi prvni rovnovazny bod (pii ném on voli také netstupnost). Pfi tom netstupnost
obou hracu konci neptiznivé pro oba. Hra by méla rozumné feseni, kdyby tstupnost byla
hodnocena vyse nez zisk prestize.

Podobny pripad existuje pti uzavirani dohod. Jestlize existuje moznost ziskat vyhodu
jednostrannym porusenim dohody, ma konflikt feseni porusit dohodu pro obé strany, coz
je ve svych dusledcich nevyhodné pro oba. Dohodu, jejiz poruseni ptinasi vyhodu pro
toho, kdo ji porusil, je tedy lépe neuzavirat.

Priiklad: Véznovo dilema
Dva spolupachatelé maji moznost pfiznani (P), nebo zapfeni (Z) své viny. Jednostranné
zapirani by mohlo obvinénému znacné uskodit. Jednostranné ptiznani ptinasi vyhodu
tomu, kdo se pfiznal, a proto se priznaji oba. Navrhnéte ocenéni v této dvojmaticové hie
tak, aby hra méla bud jediny rovnovazny bod (P, P), nebo dva rovnovazné body (Z, Z)
a (P, P).

5.3.2 Kooperativni teorie - prenosna vyhra

Uvazujme nyni neantagonisticky konflikt, v némz je mozné uzavirat zavazné smlouvy o
volbé strategii i o prerozdéleni vyhry. V téchto hrach musime vyfesit tii problémy:

o Kdy ma smysl smlouvu uzavirat
e Jaké volit potom strategie

e Jak rozdélit vyhru

Odpovéd na prvni dva problémy je jednoduchd. Smlouvu md smysl uzaviit, ziskaji-li hraci
spolupraci vice nez pii samostatném rozhodovani.

Kazdy hrac si spocte svoji zaru¢enou vyhru (dolni cenu hry). Pro prvniho hréce je to
vyhra, kterou oznac¢ime J, a pro druhého hrace je to vyhra, kterou oznacime J,, pak

J, = maxminJ;(u,v), J, =maxminJs(u,v)
u v v u
Hraci si spoctou zisk, budou-li spolupracovat, ktery je ziejmé roven

Js = Iﬁf%( [Jl(u7 V) + J2(u7 V)]
Je zfejmé, ze méa vyznam uzavirat dohodu pouze tehdy, je-li Js > J, + J,. Hraci si pak
zajisti minimalni vyhru a jesté mohou néco ziskat z prebytku.

Rikdme, 7e hra je podstatna, plati-li J, > J, + J,, je-li J, = J, + J,, pak je hra
nepodstatna a v tom piipadé nema smysl uzavirat dohody. Opacnd nerovnost neni mozn4,
ovérte. Pri podstatné hie volf hraci strategie u;, v;, zajistujici spoleénou maximaln{ vyhru.

Problém, jak rozdélit vyhru, neni jiz tak jednoduchy a jednoznacény. Oznaéme a4
castku, kterou dostane prvni hrac, as je pak ¢astka, kterou dostane druhy hrac. Dvojice
(a1, as) je rozdéleni. Prijatelnd omezeni jsou zfejmé omezena vztahy

am+ay=Js, ar>Jy, ax>J,
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Omezeni vyplyvaji z toho, ze délit se muze pouze spoleénd vyhra, pricemz kazdy hrac chce
ziskat nejméné tolik, kolik je jeho zaruc¢end vyhra. Mnozinu rozdéleni (ay, as) spliujici
predchozi vztahy nazyvame jadrem hry. Uvedeme si néktera moznd rozdéleni.

Tzv. charitativni rozdéleni
Js s
27 T2

je casto neprijatelné a mnohdy neni ani jadrem hry.

a; =

Spravedlivé rozdéleni je takové rozdéleni, kdy se vyhry rozdéli v pomeéru ptinosu
obou hracu
a; 2 ay = (Js—Jy) + (Js—Ju)

Optimalni rozdéleni muzeme definovat jako rozdéleni (af, a}), kde af, a3 jsou
soutadnice tézisté jadra. Ptipadné usporadame nadhodny pokus, v némz na jadie zvolime
rovnomeérné rozdéleni. Stfedni hodnota tohoto rozdéleni urcuje tézisté jadra a tim op-
timalni rozdéleni. Plati

@ = Jo+=(J—J.—J,)

1
2
1
a5 = Jot g (= di= ) (5.29)

Hraci si pti optimélnim rozdéleni ponechaji zaru¢enou vyhru a o zbytek se rozdéli rovnym
dilem.

Rozdéleni spole¢né vyhry neni tedy jednoznacné. Vsechny nase avahy zde vychazely ze
zarucenych vyher J, a J,. Nékdy ale neni opodstatnény ani predpoklad zarucené vyhry.
Napriklad jednoducha dvojmaticova hra s vyplatni dvojmatici

[0, —1000 ; 10, 2]

mé ziejmé J, =0, J, = 2; J;, = 12; af =5, ab = 7. Tézko druhy hrac¢ (volici sloupce)
prinuti prvniho hréce, aby mu ze spoleéné vyhry néco dal, nebot pohrizka volby prvni
strategie (prvniho sloupce) u druhého hréce znamend predevsim pro néj katastrofu.

5.3.3 Kooperativni teorie - neprenosna vyhra

Hraci zde mohou spolupracovat v tom smyslu, ze mohou uzavirat zavazné smlouvy o volbé
strategie, ale nikoliv o prerozdéleni spolecné vyhry. Spolupréce je legalni, prenos vyhry
ma povahu tuplatku. Zustavaji zde tedy pouze dva problémy

o Kdy ma smysl uzavirat smlouvu o volbé strategii.
e Jaké strategie potom volit.

Dohodu o volbé strategii ma smysl uzavirat, je-li alesponn pro jednoho hrace vyhra v
pripadé dohody vyssi nez zarucend. Dosazitelné rozdéleni je dvojice (a; , as), pro
kterou plati

Jo(u,v) pro nékteré ue U, veV
Jo (5.30)

a; = Jl(U, V), a2

v

ay > Jy; a2
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kde J, a J, jsou dolni ceny hry obou hracéu. Dohodu je tedy vyhodné uzaviit, je-li

(al ) a2> 7é (‘]u’ Jv)

Mnozinu dosazitelnych rozdéleni muzeme dale zizit zavedenim tzv. paretovského rozdé-
leni. Jde o takové dosazitelné rozdéleni a = (a; , as), Ze neexistuje jiné dosazitelné
rozdéleni, v némz by jeden hra¢ ziskal vice a druhy netratil. Mnozinu paretovského
rozdéleni ozna¢ime P.

Abychom nalezli jediné rozdéleni, které bychom mohli oznacit za optimalni, budeme
hledat rozdéleni, které je nejblizsi ke stfedni hodnoté paretovskych rozdéleni. Necht tedy
b= (b1, by) je stiedni hodnota rovnomérného rozlozeni pravdépodobnosti na P (je-li P
ohrani¢end mnozina). Rozdéleni a* = (a} , a}) nazveme optimalnim rozdélenim, jestlize

la™, bl = min fla, b (5.31)
Priklad : V tomto jednoduchém piikladu ukazeme, jaké ruzné vysledky daji feseni

neantagonistického konfliktu dvou hracta. Uvazujme koneénou dvojmaticovou hru s vyplatni
dvojmatici

(J)
6; 10 8: 5 4 2
(1) 1:3 5;6 6; 6
0;0 15; 4 5; 9

I

Podle nekooperativni teorie nalezneme nejprve vSechny rovnovazné body. Jsou to
ziejmé body (i , j) o soufadnicich (1 , 1) a (2, 3) s vyhrami (6 , 10) a (6 , 6).
Prvni z nich je sice vyhodnéjsi pro druhého hrace, ale neni dominujici. Proto neexis-
tuje optimalni rovnovazny bod. Pokud druhy hra¢ voli strategii 7 = 1, aby dosahl pro
né¢ho vyhodnéjsi rovnovazny bod, ale prvni hrac¢ voli strategii ¢ = 2 nutnou pro dosazeni
druhého rovnovazného bodu, pak jejich vyhra je (1, 3), coz je nevyhodné pro oba. Hra
pri nekooperativni teorii nema teSeni.

Podle kooperativni teorie s prenosnou vyhrou nalezneme nejprve zarucené vyhry
obou hra¢u (dolnf ceny her obou hracun). Zrejmé plati J, = 4, J, = 4. Pti spolupréci ziskaji
nejvétsi spolecnou vyhru Js = 19. Spolupréce je tedy vyhodnd, optimalni strategie je pak
(*, 7%) = (3, 2) a optimdlni rozdéleni spolecné vyhry je podle ziejmé aj = 9.5,
az = 9.9.

Pii kooperaci a nepienosné vyhte urcime nejprve mnozinu dosazitelnych rozdéleni.
Jsou to zfejmé rozdéleni s vyhrami (6 , 10); (8 , 5); (5, 6); (6, 6); (5, 5); (15, 4),
tedy s vyhrami alespon (J, , J,) = (4, 4). Dohodu je tedy vyhodné uzaviit. Paretovska
rozdéleni jsou potom rozdéleni (6 , 10); (8, 5); (15, 4). Stfedni hodnota paretovskych
rozdéleni je

b= (;(6+8+ 15) ; ;(1o+5+4)> = (9.6 ;6.3)

Nejblizsi rozdéleni ke stfedni hodnoté je rozdéleni (8 ; 5), které je tedy optimdalnim
rozdélenim a jemu odpovidd optimaln{ strategie (i* , 7*) = (1, 2). O

7, tohoto jednoduchého piikladu je ziejmé, ze druhy hrac¢ vlastné uzaviranim dohod
ziskal méné, ziskal pouze o jednotku vice nez je jeho dolni cena hry. Naopak prvni hrac
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ziskal uzavienim dohody o ¢tyfi vice nez je jeho dolni cena hry. Je to zpusobeno vysokou
vyhrou prvniho hrace pii strategii (i , 7) = (3, 2).

Vidime tedy, Ze volba optimalni strategie v neantagonistickém konfliktu ma silny sub-
icky model konfliktu. Tyto tvahy tsti v tzv. teorii uzitku ¢i teorii rizika. Zde se témito
zajimavymi problémy nebudeme zabyvat.

5.4 Piiklady

1. Reste graficky dlohu smiseného rozsffeni maticové hry s matici hry A rozméru 2 x n.
Jak pozname z grafického teseni, ze hra ma sedlovy bod?

2. Plati vzdy pro cenu hry pii smiSeném rozsiteni

Cena hry > Dolni cena hry
Cena hry < Horni cena hry

1
Cena hry = —(Dolni cena hry + Horni cena hry
2

3. V kterém kroku odvozeni algoritmu na feSeni smiSeného rozsifeni maticové hry
pomoci linedrniho programovani je nutny predpoklad nezapornosti prvku matice

hry A?

4. Rozdéleni nakladu na propagaci.
Dva vyrobci - hraéi 1 a 2 - se zajimaji o dva trhy A, B. Na trhu A lze ziskat
zakazky se ziskem 150 jednotek. Na trhu B lze ziskat zakazky se ziskem 90 jednotek.
Kazdy vyrobce mé prostiedky bud na velkou propagaci na jednom trhu nebo malou
propagaci na obou trzich. Kazdy hra¢ ma tedy moznost volit jednu ze tii strategif -
velka propagace na trhu A, velkd propagace na trhu B, nebo kone¢né mala propagace
na obou trzich.

Zakazky a tim i zisk se déli podle nasledujicich pravidel:

a) Vede-li na urc¢itém trhu propagaci pouze jeden vyrobce, ziskd celou zakézku.

b) Vedou-li oba vyrobci na ur¢itém trhu stejnou propagaci nebo zadnou, ziskaji
polovinu zakazek.

c¢) Vede-li jeden vyrobce na uré¢itém trhu velkou propagaci a druhy propagaci malou,
ziskd prvni vyrobce dvé tietiny zakazek a druhy pouze jednu tretinu zakazek.

Sestavte matici hry a teSte ji. Jak je tfeba zménit pravidla hry, aby hra neméla
sedlovy bod? Jeden vyrobce voli pouze velké propagace, ale nevime, na kterém
trhu. Jak této informace muze vyuzit druhy hrac?

5. Ptiprava na zkousku:
Student se muze pripravit na zkousku velmi dukladné, normélné, nebo vubec nes-
tudovat. Pii tom nevi, zda zkousSejici bude ptisny nebo ne a zda bude mit ¢as na
podrobnou zkousku ¢i ne. Sestavte hru, zvolte ocenéni jednotlivych strategii a Teste
ji jako hru dvou inteligentnich hrac¢t nebo jako hru s rizikem a neurcitosti.
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6. Pfi feSeni smiSeného rozsiteni maticové hry muzeme nékdy néktery sloupec ¢i radek
ve vyplatni matici vypustit, protoze u ného vzdy vyjde nulova pravdépodobnost
volby. Jaké vlastnosti musi mit prislusny sloupec ¢i radek?

7. Rozmyslete si algoritmus nalezeni vSech rovnovaznych strategii ve dvojmaticové hre.
Jak z nich vybereme dominujici a zdménné rovnovazné body? Jak uré¢ime optimalni
rovnovazné body?



Kapitola 6

Numerické metody

V této kapitole uvedeme nékteré numerické metody teSeni problému nelinearniho pro-
gramovéani. Vechny metody jsou zalozeny na itera¢nich postupech (algoritmech). Proto
si nejprve strucné zavedeme potiebné pojmy a tvrzeni.

6.1 Algoritmy a jejich konvergence

Definice:
Algoritmus P je zobrazeni definované na prostoru X, které kazZdému bodu x € X
prirazuje podmnozZinu z X. O

Nemusi to tedy byt zobrazeni bodu na bod, ale bodu na mnozinu. Algoritmus generuje
posloupnost bodu x;, € X tak, ze z podmnoziny P(x;) vybere libovolny bod xj1. Potom,
je-li dan pocatecéni bod xg, algoritmus generuje posloupnost

Xka1 € P(Xk)

Obvykle numerickymi metodami hleddme minimum t. zv. hodnotici funkce. Hodnotici
funkce je ¢asto piimo kritérium f(x), nebo tieba norma gradientu |grad f(x)|. Algoritmus
obvykle zajistuje v kazdé iteraci pokles hodnotici funkce.

Zobecnéni pojmu spojitosti pti zobrazeni bodu na bod je pojem uzavieného zobrazeni.

Definice:
Uzaviené zobrazeni: Zobrazeni P bodu x € X na mnoZinu'y C X je uzaviené v bodé
x € X, jestlize z predpokladu

X — X; X € X Y=Y Yi€ Pk
plyne
y € P(x).
Zobrazeni P je uzaviené, je-li uzavrené v libovolném bodé x € X. O

Pti zobrazeni bodu na bod vyplyva uzavienost zobrazeni ze spojitosti, to znamena, ze
pro x;+1 = P(xy) a plati-li x, — x, pak P(x;) — P(x).

Méjme tedy mnozinu feSeni I" nasi ilohy nelinedrniho programovani, posloupnost bodu
X, je generovana algoritmem xj.; € P(Xy), pii cemz kazdy bod ostfe snizuje hodnotici
funkci tak dlouho, az dosdhneme I'. Potom muzeme vyslovit nasledujici vétu:

85
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Véta o globalni konvergenci:
Necht P je algoritmus na X, ddle predpokldddme, Ze je generovdna posloupnost {Xj}r,
predpisem X411 = P(x). Je dina mnozina reseni I' C X a predpokldddme, Ze

1. wvsechna xj jsou obsaZena v kompaktni mnoziné S C X
2. existuje spojitd hodnotici funkce Z na X, Ze pro

x¢D, pak Z(y)<Z(x), VyePx)
xel, pak Z(y)<Zkx), VyeTPKX)

3. Zobrazeni je uzavrené pro vsechny body mimo I’

Potom limita libovolné konvergentni posloupnosti {xy} je resend. O

Poznamka: Mnoho slozitych algoritmu je slozeno z nékolika jednodussich algoritmu,
které definuji uzaviené zobrazeni. Je mozno dokazat, ze algoritmus slozeny z fady jednodussich
uzavienych algoritmu je také uzavieny.

Globalni konvergence nezarucuje nalezeni globalniho feseni naseho problému. Vétsina
algoritmu nalezne pouze lokalni feseni, které je rovno globalnimu feSeni pouze tehdy,
jsou-li splnény dalsi predpoklady, které se nejcastéji tykaji konvexnosti problému.

O

Konvergence iteracnich vypocetnich postupu

Optimalni feseni budeme znacit s hvézdickou - tedy x*, \* a pod.

Iteracni postup je koneény, jestlize po konecném poctu kroku K plati
x" =P(xk)

[tera¢ni postup je nekonecny, je-li x* = limy_, o, Xx.

Konvergenci iterac¢nich algoritmu zarucuje véta o pevném bodeé, ktera ale vyzaduje,
aby zobrazeni definované algoritmem P bylo kontrahujici zobrazeni. Uvedeme si tedy
potiebna tvrzeni.

Definice:

Necht S je podmnozina normovaného prostoru X a necht P je zobrazeni S na S. Pak P
je kontrahujici zobrazeni, jestlize existuje o, 0 < a < 1 takové, Ze

| P(x1) =P(x2) | £ allxi—x|| ¥xq, xp € 8.

|

Véta o pevném bodé:
Je-li P kontrahujici zobrazeni na uzavrené mnoziné S, pak existuje jediny vektor x* € S
spliiugict x* = P(x*). Dale x* lze ziskat metodou postupniyich aproximaci (algoritmem P),
zacneme-li z ltbovolného bodu xq € S. O
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Casto nés vice nez vlastni konvergence zajimé, jak rychle se iteracnim postupem
blizime k teseni. Rychlost konvergence vyjadiujeme tzv. fddem konvergence. Pritom
vzdalenost dvou bodu x a y muzeme hodnotit napt. Eukleidovou metrikou

n

o(x, y) =>_(zi — )" (6.1)

i=1
kde x;, y; jsou ité slozky vektoru x resp. y.

Definice:
R4d konvergence posloupnosti x;, je roven supremu nezdpornych éiselp > 0, pro kterd
plati
0 < Jim ZX0n X (6.2)
k=00 [o(xp, x*)]”
Pri tom predpokldiddme, Ze iteracni postup je nekonecny. a

Pokud p = 1 zavadime jemnéjsi miru konvergence.

Definice:
Jestlize .
lim (X4t X7) = a < 1 (6.3)
k—oo 0 (Xp, X*)
rikdme,Ze posloupnost xy konverguje linearné s polomérem konvergence . Pro o =0
mluvime o superlinearni konvergenci.

a

V dalsich odstavcich pojedndame o vybranych numerickych metodach nelinearniho pro-
gramovani.

Zacneme metodami jednorozmérové optimalizace, to je optimalizace pti jedné nezavisle
proménné. Tyto metody se uplatni i pii mnoharozmérové optimalizaci, nebot v prostoru
vyssi dimenze volime smér hledani a optimalizace v daném sméru je vlastné tloha jed-
norozmeérového hledéani.

Potom uvedeme nékolik metod optimalizace, které nevyuzivaji derivace hodnotici
funkce. Tyto metody jsou principielné jednoduché, jejich konvergence je mnohdy horsi.

Nasledovat budou vybrané metody nelinedrniho programovani, nejprve bez omezeni a
potom budeme diskutovat feseni optimalizacnich problému s omezenim.

6.2 Jednorozmérova optimalizace

6.2.1 Fibonacciova metoda

Fibonacciova metoda tesi problém nalezeni extrému néjaké funkce f(z) jedné proménné x
na daném intervalu. Budeme ptedpokladat, ze dand funkce je na zvoleném intervalu uni-
modalni, to znamenad, Zze ma na zvoleném intervalu jeden extrém - napf. jedno minimum,

viz obr. [6.1]

Je dan pocatecni interval d; nejistoty nezavisle proménné, v niz hledané minimum lezi.
Nasim tikolen je co nejvice zmensit interval nejistoty, ve kterém lezi minimum funkce. Pri-
tom mame k dispozici ur¢ity pocet pokusu (volbu bodu x;, i = 1,2,..., N), ve kterych
zjistujeme hodnotu dané funkce.
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Obrédzek 6.1: Unimodalni funkce

Ukazeme, ze interval nejistoty se v zavislosti na poc¢tu pokusu zmensuje podle Fi-
bonacciho cisel.

Fibonacciho ¢isla F; tvori posloupnost, kterd je popsana rekurentnim vztahem
F, = Fi1 + Fio, (6.4)

kde Fy = F; = 1. Uvazujme nejprve, ze mame k dispozici pouze dva pokusy (N = 2), ve
kterych muzeme zjistit funkéni hodnotu nezndmé unimodalni funkce. Abychom co nejvice
zmensSili interval nejistoty, ve kterém lezi minimum této funkce, umistime pokusy tésné
vedle sebe uprostied daného intervalu - viz obr.[6.2]pro N = 2. Body, ve kterych zjistujeme
hodnotu funkce, jsou v obr. v ramecku. Je-li v bodé hodnota funkce mensi nez v
bodé , pak minimum funkce zfejmé lezi v prvni poloviné intervalu. V opacné pripadé
lezi v druhém intervalu. Interval nejistoty jsme tak zmensili na polovinu pomoci dvou
pokusu.

| IN =2
2
. N3
;
: H tN =4

[e<]
(=]
(S ——H
(S —H

Obrazek 6.2: Fibonacciho metoda

Pokud budeme mit k dispozici ti pokusy - viz obr. pro N = 3, pak nase strategie
bude jina. Prvni dva pokusy - body |1]a|2 | umistime do % a % intervalu nejistoty . Pokud
v bodé [2] bude hodnota funkce mensi nez v bodé [1], pak minimum funkce ziejmé lez
v prvnich dvou tfetindch intervalu nejistoty. Tieti pokus umistime tésné vedle druhého a
je-li hodnota funkce v bodé mensi nez v bodé , pak minimum zfejmé lezi v prvni
tretiné intervalu nejistoty.
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Pokud v bodé bude hodnota funkce vétsi nez v bodé , pak minimum funkce
ziejmé lezi v druhych dvou tretinach intervalu nejistoty. Tteti pokus potom umistime
tésné vedle bodu a pak muzeme rozhodnout, zda minimum funkce lezi v druhé nebo
tieti tfetiné intervalu nejistoty. Tim jsme tFemi pokusy zmensili interval nejistoty na 1/3.

Méme-li k dispozici ¢tyti pokusy - viz obr. [6.2] pro N = 4, pak prvni dva pokusy - body
a|2|- umistime do % a % intervalu nejistoty . Je-li v bodé |2 | hodnota funkce mensi nez
v bodé , pak minimum funkce zfejmeé lezi v prvnich tfech pétinach intervalu nejistoty.
Treti pokus umistime pak do % Pokud bude v bodé | 3| hodnota funkce mensi nez v bodé
, pak minimum funkce zfejmé lezi v prvnich dvou pétinach intervalu nejistoty. Volbou
bodu tésné vedle bodu konecné zmensime interval nejistoty jesté na polovinu.
Minimalni interval nejistoty bude tedy pii ¢tyfech pokusech % puvodniho intervalu.

Oznac¢me tedy pocatecni interval nejistoty jako d;. Pak interval nejistoty po N pokusech
bude

1
dy = —d
N= T

kde F'y je Fibonacciho ¢islo.

Pocétecni interval nejistoty necht je interval [a, b]. Obecny algoritmus volby bodu, ve
kterych zjistujeme hodnotu funkce, je nasledujici:

1. Zvolme oy = a, 1 = b.

2. Vypoctéme proi =1,2,..., N — 1

_ Fn_;
Qiy1 = Bi— 71151 — oy
Fn_in1
_ Fy_s
Biv1 = o+ ja —|6; — ail
N—i+1

3. Jeli f(@ir1) < f(Bis1), pak iy = o, Bis1 = Bi1, je-li naopak f(@i1) > f(Bis),
pak a; 11 = @11, Biv1 = Bi. Vzdy jedno z ¢isel o, (; je rovno jednomu z ¢isel oy,

Bita-
d

Tento algoritmus optimalnim zpusobem redukuje interval nejistoty, ve kterém lezi
minimum unimodalni funkce v zavislosti na po¢tu pokusu.

Nyni prozkouméme rychlost konvergence Fibonacciovy metody. Plati

dyt1  Fn

dy  Fxp

Generator Fibonacciovych éisel je popsan diferenéni rovnici (6.4)). Resenf této diferenéni
rovnice muzeme psat ve tvaru
N N
FN = Cl)\l + 02)\2

kde Ay a Ay jsou kofeny charakteristické rovnice

M =X\+1
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Jeden koten A\ = ”T‘/g = 1.618 je nestabilni a druhy kotfen Ay = 1’2—*/5 je stabilni. Pak

. dyyr Y 1
Jim St i s = 5= oo

Proto Fibonacciova metoda konverguje linearné s konvergencnim polomeérem 0.618. Mag-
ické ¢islo Ay = 1.618 je znamé jako pomér zlatého fezu. Tento pomér byl ve starém

vvvvvv

Nevyhodou Fibonacciovy metody je, Zze naSe strategie od zacatku zavisi na daném
poctu pokusu. Pokud napiiklad pridame jesté jeden pokus, pak vlastné musime zacit iplné
znovu. Tuto nevyhodu odstranuje metoda zlatého tezu, ktera je vlastné Fibonacciova
metoda pro N — oo. Podle metody metody zlatého fezu redukujeme nejistotu kazdym
pokusem o % = (0.618. V metodeé zlatého tezu tedy plati

1 N
dy = () d; = 0.618"d,.
At

Proto pokusy vzdy volime v bodech 0.618 a (1 — 0.618) = 0.382 intervalu nejistoty.
Metoda zlatého fezu konverguje stejné jako Fibonacciova metoda linedrné s konvergencénim
polomérem 0.618. Rozdil mezi Fibonacciovou metodou a metodou zlatého tezu je patrny
pouze pro mensi pocet pokusu, jak plyne z nasledujici tabulky, kterda ukazuje redukci
intervalu v zavislosti na poc¢tu pokusu

N 2 3 4 D 6 8 10

Fibonacciova | 0.5 0.333 0.2 0.125 0.077 0.0294 0.0111
metoda
Zlaty tez 0.618 0.382 0.236 0.146 0.09 0.0344 0.0131

Fibonacciova metoda nevyzaduje znalost derivaci funkce, jejiz extrém hledame. Za pied-
pokladu unimodality funkce je dokonce optimalni. Casto zkoumana funkce je hladké a
tuto jeji vlastnost lze vyuzit pro konstrukci efektivnéjsich metod. Existuje cela rada téchto
metod, které se lisi podle toho, kolik hodnot funkce méame k dispozici a zda zname derivace
hledané funkce. Vsechny tyto metody maji fad konvergence vétsi nez jedna.

6.2.2 Newtonova metoda

Je to jedna z nejstarsich metod. Newtonova metoda vyzaduje znalost prvni a druhé
derivace zkoumané funkce. V bodé z, ktery je vysledkem i-té iterace, aproximujeme
zkoumanou funkei kvadratickou funkei ¢(z), pak

F(o) = a(e) = Fa) + F@)le —2) + (@) - ) (65

Novy odhad 441 bodu, ve kterém nastava extrém funkce f(z), polozime do bodu, ve
kterém nastavé extrém aproximaé¢ni funkce ¢(x), to je do bodu, ve kterém je nulova prvni
derivace funkce ¢(x). Pak

0= q'(zpr1) = f(@r) + [ (@p) (Tpg1 — 2)
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Odtud
f'(xx)

Tky1 = Tk — f//(xk>'

(6.6)
Metoda je totoznd s itera¢nim feSenim rovnice g(z) = 0, (pak g(z) = f'(z)). Proto

9(331@)
g ()

Tpy1 = Tk —

Podle predchoziho vztahu je funkce g(z) aproximovéna v bodé z teénou a proto se tato
metoda nazyvé také metoda tecen - viz obr. [6.3]

g()

Ti+2 Tht1 Ty —

Obrazek 6.3: Newtonova metoda

Pi#iklad: Naleznéme iteracnim postupem v/2.
Pro hledané z = v/2 tedy plati g(z) = 22 — 2 = 0. Odtud

g(w) xp — 2
/ =Tk —
g (xy) 21},

Tpr1 = Tk —

Zvolime-li pocateéni odhad xy = 1, pak snadno spocteme, ze x; = 1.5, x5 = 1.41666,
x3 = 1.41421. Konvergence algoritmu je vskutku velmi rychla.
O
Globalni konvergence Newtonovy metody neni zarucena. Pokud ale Newtonova metoda
konverguje, pak konverguje s fadem konvergence alespon dva. Plati nasledujici tvrzeni:
Véta:
Necht funkce g(z) = f'(x) md spojité druhé derivace a necht ve staciondrnim bodé, ktery
oznacime x* plati g(z*) = f'(z*) =0, ¢'(z*) = f"(x*) # 0. Za téchto predpokladi, je-li
xo dostatecné blizko x*, posloupnost xy, generovand Newtonovou metodou konverguje k x*
s radem konvergence alespon dva.
O

Diikaz: Necht pro body &, které lez{ v okoli optimélniho bodu z* plati, ze |¢" ()| < r
a |g'(§)] > s. Pak v okoli bodu z* plati

9(r%) = 0= glos) + 9/ (ex) 0" — 1) + 3" (O — i)
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kde £ je néjaky bod mezi z* a x. Odtud

x 19"
Tt = Tp — g/( k) - g/ (6) (I* . xk>2'
9'(xe) 29 (k)
7 Newtonovy metody plyne, ze prvni dva ¢leny na pravé strané piredchoziho vztahu jsou
rovny Zyy1. Proto plati

1 g//(g) * 2
_2 g’(;[:k) (.1' — iL‘k)
Protoze jsme dle predpokladu omezili hodnoty prvnich a druhych derivaci funkece g(x) v
okoli bodu z*, pak v okoli tohoto bodu plati

*
T — Tg1 =

pr — 27| < oy — 2P
2s

Odtud dle definice fadu konvergence plyne, ze Newtonova metoda vskutku konverguje
s fadem konvergence alespon dva. To znamend, ze blizko feseni kazda iterace zptesnuje
vysledek o jeden tad. |

Metoda Regula falsi

Newtonova metoda vyzadovala znalost prvni a druhé derivace zkoumané funkce. Metoda
Regula falsi aproximuje druhou derivaci funkce pomoci prvni diference jejich prvnich

derivaci
f’(l"k) - f/(xk:—l)

T — Tg—1

f”(xk) -

Potom iteracni predpis metody Regula falsi je

Tk — Tk—1

f'(zk) — f(zr-1)

Th4+1 = Tk — f/($k>

Véta:
Za stejnych predpokladu jako u Newtonovy metody je 7dad konvergence metody Regula falsi
roven 1.618. O

Protoze dukaz tadu konvergence metody Regula falsi je zajimavy, uvedeme jej po-
drobné.

Dikaz: Budeme pouzivat jednodussi znaceni g, = g(zr) = f'(x1), ¢* = g(a*) = f'(x*)
(ale v minimu samoziejmé g(x*) = 0) a obdobné gy = g(xk_1) . ZFejme plati
L — Tk-1

* *
Tpp1 =T = Tp— X _gkg g
k — Jk—1

r 1
G ——
= (zp—2a") |1 - —=2 ]

9k —9k—1
L Tp—Thk—1
F9x—9k—1 _ g*—gg
_ * Tp—Tp—1 T*—T
- <xk .%‘) 9k—gk—1
L Tp—Thk—1
9k—9k—1 _ 9% —gg
Tp—Tp_q z*fzk
_ * * .
= (o= 2") (@1 = 27) | —gmgs

Tp—Tk—1
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Pti tom plati
gk—9k—1 _ g =gk

gk - gk—l — g/(gk), Tp—T—1 g;*fl‘k

1

=
P a1 (k)

kde & je konvexni kombinace bodu xy, z,_1 a n; je konvexni kombinace bodu zy, xp_1,
x*. Pak plati

Z ptredchoziho vztahu plyne, ze metoda Regula falsi konverguje, startujeme-li dostatecné
blizko optima x*.

Abychom urcili ad konvergence, pak pro velké k muzeme psat
Tpyr — = M(xp — 2") (51 — z7)

kde

Potom pro ¢, = z;, — x* plati
€1 = Mepep

Logaritmovanim ptredchozi rovnice dostaneme pro z; = log M ey, diferencni rovnici pro zj
Zk+1 = Rk + k-1,
coz je Fibonacciho rovnice ([6.4). Pro ni plati

. Zk+1
lim —— = X\
k—oo Zk.

kde Ay = 1.618. Odtud
Zk+1 — )\12k — 0
Tudiz
Mepq

log Mej1 — Mlog Mep, — 0, aproto log——5- —
(MEk)

Proto konecné plati
SRHL =D = konst.

(er)™

Tim je dokézan tad konvergence p = A\; = 1.618 metody Regula falsi.

6.2.3 Metoda kvadratické interpolace

Vyhodou této metody je, zZe nevyzaduje znalost derivaci zkoumané funkce. Vychazime ze
znalosti funkénich hodnot ve tfech bodech zq, xs a x3. Body fi = f(x1), fo = f(x2),
f3 = f(x3) prolozime kvadratickou funkei - viz obr. [6.4

(x — x9)(x — x3)

(x — x1)(x — 3) (x —x1)(x — 29)
(x1 — 22) (21 — x3) s

(Iz - 1101)@2 - 953) (553 - $1)($3 - 1‘2)

+ fa

q(r) = f1
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q(z) = az? + Br + v

X1 T4 T2 T3

Obrazek 6.4: Metoda kvadratické interpolace

Nyni uréime bod x4, ve kterém je nulova prvni derivace funkce ¢(z). Po tpravé dostaneme

oy — 1 (23 —a3) f (1) + (23 — 27) f(22) + (@7 — 23) f (23)
2 (zg — x3) f(21) + (23 — 1) f(22) + (T2 — T2) f (23)

Ze c¢tyt bodu, které nyni mame k dispozici vynechame ten, ve kterém je zkoumana
funkce maximalni a ze zbylych tii bodu opakujeme algoritmus.

Metoda kvadratické interpolace konverguje s fddem konvergence 1.3.

Modifikace této metody podle Daviese, Swanna a Campeyho spociva v tom, ze bod
To se voli uprostied bodu z; a x3 Pak pro minimum kvadratické aproximace plati

A _
I (Y b (O N
2 f(x1) = 2f(22) + f(x3)
kde Ax = x5 — x1. V dalsim kroku se vypocteny bod x4 zvoli stfedem nového intervalu a
krajni body se urc¢i ve stejné vzdalenosti na obé strany od bodu x4 a vypocet se opakuje.

Metoda kubické interpolace

Metoda kubické aproximace vychazi ze znalosti funkénich hodnot spolu s derivacemi ve
dvou bodech zkoumané funkce. Zname tedy v bodech z, a x;_1 hodnoty f(zg), f'(zx) a
f(zk—1), f'(xr_1). Volime aproximac¢ni polynom tfetiho fadu, ktery ma funkéni hodnoty
a derivace v bodech x; a xp_; stejné jako zkoumana funkce.

Minimum aproximaéniho polynomu ¢(z) = ax® + bx? + cx + d nastdva v bodé

B —2b + V4b?2 — 12ac

o 40> —12ac >0
6a

X

Minimum kubického interpola¢niho polynomu uréené z fr, = f(zx), fi = f'(zx) a fr_1 =
f(zk-1), fi_1 = f'(zr_1) je v bodé

Tpr1 =Tk — g
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kde
e = T — Tk—1 w = \/ZQ_fllq—lf]:;
fk*l_fk: / ) f/+w—Z
3—————+ 1+ f e—2k
e o g g Jro = fr—1 +2w

R4d konvergence metody kubické interpolace je pouze dva. Globalni konvergence pfi
kvadratické nebo kubické aproximaci je zarucena, pokud f(zx4+1) < f(xx). Aproximaéni
funkce mohou byt ruzné, jako aproximacni funkce muzeme volit také napf. spliny.

A —=

6.2.4 Nepresné algoritmy jednorozmérové optimalizace

Protoze algoritmy jednorozmérového hledani jsou casto diléimi algoritmy vicerozmeérové
optimalizace, je jim v literatufe vénovana velka pozornost. Je ziejmé, ze itera¢nim postu-
pem, ktery musime ukoncit po konecném poctu iteraci, nedosdéhneme presné hledané min-

vvvvvv

se cely algoritmus nezhrouti, kdyz pouzijeme neptresny diléi algoritmus jednorozmeérového

hledéni.

Nejprve uvedeme podminku, kdy je jednorozmérovy algoritmus uzavieny. Pro danou
funkci f(x) mame dany dva vektory - pocdtecéni vektor x a smér s. Predpoklddame, ze z
bodu x provadime jednorozmeérové hledani na polopiimce ve sméru s. Dale predpokladame,
ze minimum v daném sméru skutecné existuje.

Definujme zobrazen{ z prostoru R?" do prostoru R"

S(x,s):{y : y=x+as pronéaké o >0, f(y)= min f(x—l—ozs)}

0<a<oo

Plati, ze predchozi zobrazeni je uzaviené v (x,s) je-li funkce f spojitd a s # 0.

Déle uvedeme nékolik kritérii pro ukonceni jednorozmeérového hledani.

Procentni test

P1i tomto testu urcujeme hledany parametr a pouze s urcitou presnosti vzhledem k jeho
spravné hodnoté. Volime napt. konstantu ¢, 0 < ¢ < 1 (vhodna hodnota je ¢ = 0.1) a
parametr « pro jednorozmeérovou optimalizaci spliiuje omezeni |a — o < ca®, kde a* je
jeho hodnota minimalizujici funkci ve sméru s.

Tento algoritmus je uzavieny. Toto kritérium muzeme pouzit pii kvadratické nebo
kubické interpolaci.

Armiuv test

Zakladni myslenka tohoto testu je, ze pfi jednorozmérové optimalizaci hledané o nesmi
byt ani prilis malé, ani prilis velké. Definujme funkci

ola) = f(xg + asg)
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o(a)

©(0)

0 a — Qmaz o
n

Obrézek 6.5: Armiuv test

a’mam >

Uvazujme nyni linedrni funkci ¢(0) 4+ £¢/(0)a pro urcité ¢ z intervalu 0 < ¢ < 1
(vhodna volba je ¢ = 0.2). Tato funkce je v obr. jako polopiimka vychézejici z bodu
©(0) se sklonem e¢’(0). Hodnota a neni pfilis velkd, kdyz

o) < 9(0) + ¢’ (0)ar (6.7)
Aby « nebylo naopak ptilis malé, volime 1 > 1 (vhodnd volba je n = 2) a pak parametr
« neni povazovan za prilis maly, je-li
p(na) > ¢(0) + &' (0)na
To znamend, ze kdyz « zvétsime n-krat, pak uz nenf splnén test (6.7)). Oblast pfijatelnych
a je v obr. znézornéna tucné.

Pii Armiovu testu vychazime z libovolného «. Spliuje-li test , zvétsujeme ho 7-
krate tak dlouho, az test neni splnén. Pak vhodné « je to nejvétsi (predposledni),
které test splnilo. Pokud prvné zvolené a nespliuje test , pak je opakované
déleno n tak dlouho, az nalezneme takové «, které test splituje.

Goldsteinuv test

Jiny test pro presnost jednorozmeérové optimalizace je Goldsteinuv test. Vychazime opét z
Armiova testu (6.7)), ktery urcuje, zda hledané o nenf prilis velké. Zde volime ¢ v intervalu
1 < ¢ < 0.5. Hodnota hledaného parametru « neni naopak povazovana za prilis malou,
je-li splnén Goldsteinuv test

p(a) > @(0) + (1 - e)¢'(0)a

To znamend, ze () musf lezet nad pifmkou se smérnici (1 — €)¢’(0) - viz obr. [6.6]
Oblast prijatelnych a je v obr. znazornéna tucné. Goldsteinuv test je uzavieny jed-
norozmérovy algoritmus.

Wolfeho test

Tento test je vyhodny, muzeme-li snadno uréit derivace kriteridlni funkce. Zde je £ zvoleno
v intervalu 1 < ¢ < 0.5 a « pak mus{ vyhovovat Armiovu testu (6.7)) a také

P'(a) 2 (1-2)¢'(0)
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p(a)

©(0)

0 ' ' @
QOmin Ynagxr —

Obrézek 6.6: Goldsteinuv test

0 ~ ; ; o

Xlmin Almar  X2min ®megy ——

Obrazek 6.7: Wolfeho test

Tento test je zndzornén na obr. [6.7] Oblast pfijatelnych « je také v obr. ZNazornena
tucne.

6.3 Numerické metody bez omezeni

V této kapitole uvedeme nékteré algoritmy hledani minima nelinedrni mnoharozmérové
funkce f(x). Nejprve strucné uvedeme metody, které nevyuzivaji derivace zkoumané
funkce. Tyto metody se nazyvaji metody primého hledani nebo komparativni metody.

V dalsich odstavcich pojedname o vice pouzivanych metoddach, které vyuzivaji derivace
kriteridlni funkce.

6.3.1 Komparativni metody
Gaussova-Seidlova metoda

Tato jednoducha metoda je v podstaté metoda cyklické zamény proménnych. Jak
sam nazev napovida vicerozmérovou optimalizaci pfevedeme na posloupnost jednorozmé-
rovych optimalizaci ve sméru jednotlivych soutadnic.

To znamen4, ze z vychoziho bodu x provadime minimalizaci ve sméru prvni souradnice
z1. Po nalezeni lokdlniho extrému funkce f(x) ve sméru s; = [1,0,...,0]7 pokracujeme
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ve sméru druhé souradnice atd..

Gaussova-Seidlova metoda je jednoducha, nevyhodou je pomaly vypocet. Pti tom neni
ani zarucena konvergence metody. Vyhodou je moznost paralelniho vypoctu.

Metody primé komparace

V této jednoduché metodé volime pociteéni bod x(© a pifrustek Ax. Nalezneme bod
x() tak, ze k prvnf soufadnici pocatecniho vektoru x(9 piicteme Az;. Neni-li tento bod
uspésny, pak Ax; odecteme. Pokud ani tento bod neni uspésny, pak ponechame puvodni
bod. Toto provedeme postupné ve vsech souradnicich. Dostaneme pak posloupnost bodu

xgo) + Az :z:gl) xﬁ"‘”
(0) (1) (n—1)
L0 z Cx@ o | T EAT e &4 7
xﬁ}’) 335;1) (=1 :I: Ax,

kde pfi netspéchu muze byt prirustek Az; i nulovy. Tento postup muzeme opakovat, nebo
muzeme provést modifikaci metody pomoci vektoru tspésného sméru

s = [Axy, —Axo, 0,...,Ax,|, kde znaménka, piipadné nuly, jsou podle dspésného ¢i
neuspésného smeéru.

Potom provedeme expanzi ve sméru vektoru s. To znamend, ze postupné pro a =
1,2,... pocitame f(x + as) tak dlouho, pokud nastédva pokles kriterialni funkce. Pokud
piirustek Ax je pftilis velky, pak provedeme redukci, to znamend, ze Ax zmensime na
polovinu. Po provedené minimalizaci ve sméru s dostaneme novy bod a pro ného zjistime
novy smeér a opakujeme minimalizaci v novém sméru.

Metoda pravidelného a flexibilniho simplexu

Tato jednoducha metoda startuje vytvorenim simplexu v prostoru X.

Simplex je konvexn{ polyedr tvofeny jako konvexni obal n + 1 bodi xV, x® . x®+D),
Simplex v roviné je trojuhelnik, v tfirozmérném prostoru je to Ctyfstén atd.. Z téchto
bodu vynechdnim nejhorsiho a konstrukci nového bodu vytvorime novy simplex, to je
dalsi iteraci simplexové metody. Simplexova metoda je metoda heuristickd, kterd je ale
velmi jednoducha, nazorna a snadno implementovatelna.

Pravidelny simplex vytvoiime z nasledujicich bodu

1 e d
T d d
? - Tl x) Z x|

Tn d e

kde xM je libovolné zvoleny bod v prostoru R" a konstanty d a e uréime z nésledujicich
vztahu
(n+1)+1 a

n2 o V2

=a
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kde a je délka hrany pravidelného simplexu. M&-li minimalizovand funkce nejvétsi (to
znamens nejhorsi) hodnotu v bodé x*)

k = argmax f(x¥)

nahradime tento bod v mnoziné vrcholt simplexu x, ..., x™*Y) novym bodem
M = x® 19 [C — x(k)} = 2¢ — x®
kde

1 n+1 )
c— — (_x(k) +3 X(%)) _
n i=1

Bod ¢ je tézisté bodia x® s vynechdnim bodu nejhorstho x®. Bod %% je v podstaté
reflexni bod, lezici na polopifmce vychézejici z bodu x*®) a prochazejici stredem c. Tento
bod je umistén symetricky k nejhorsimu bodu x*) vzhledem k c. Tfm dostaneme opét
mnozinu n + 1 bodu, které tvoti novy simplex.

Rychlost a pfesnost nalezeni optimalniho bodu zélezi na velikosti simplexu. Cim vétsf
je simplex, tim se rychleji blizime k optimu. Piesnost vypoc¢tu naopak vyzaduje malou
velikost simplexu. Proto pii vypoctu je treba ménit délku hrany simplexu. Podle Neldera
a Meada je to mozno délat pomoci expanze, kontrakce nebo redukce zakladniho simplexu.
Dostaneme tak metodu proménného (flexibilniho) simplexu.

e Expanze: Je-li v novém bodé X* | ktery vznikl reflexi, minimalni hodnota kri-
teridlni funkce

< (k) i (i)
fFEY) < _min {F},
pak smér reflexe je ispésny a proto provedeme expanzi simplexu ve sméru reflexe a
novy vrchol simplexu volime v bodé

£ = ¢+ afc — xW),

kde « je vétsi nez jedna, obvykle 2 nebo 3.

e Kontrakce: Je-li naopak novém bodé ¥, ktery vznikl reflexi, hodnota kriteridln
funkce vétsi nez v ostatnich bodech simplexu

FED) > max [,

i=1,...n+1, ik

je simplex zfejmé piilis velky, nebot stary bod i bod vznikly reflexi nejsou tispésné.
Proto provedeme kontrakci simplexu podle vztahu

™ = ¢+ Blc — xW)],

kde [ je mensi nez jedna, obvykle # = 0.5. Tim zkratime smér postupu v netdspésném
smeru.
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e Redukce: Celkovou redukci velikosti simplexu provedeme nasledujicim postupem.
Z bodu tvoricich simplex vybereme nejvyhodnéjsi bod x) podle vztahu

j = argmin f(x")
Vrcholy nového, redukovaného, simplexu budou rovny

X0 = x) 4y [x® — x0)),

new

kde koeficient redukce v < 1 volime obvykle rovny 0.5.

Iteraéni vypocet podle simplexového algoritmu s proménnym simplexem ukonc¢ime, kdyz

n+1

> (D) = &) <,

i=1,i#k

kde € je zvolena presnost nalezeni minima.

6.3.2 Gradientni metody

Gradientni metoda je jednou z nejstarsich a nejoblibenéjsich numerickych metod. Smér
hledéni volime timérny gradientu zkoumané funkce. Pfi tom gradient funkce f(x) v bodé
Xy, ktery budeme znacit g(x,) = grad f(xi) je sloupcovy vektor (g(xz) = VI f(xz)).
Casto budeme pouzivat pro gradient g(x;) jednodussi znacen{ g, . P¥i minimalizaci dané
funkce f(x) je iteracni algoritmus

Xp+1 = X — 8

kde a je nezaporna konstanta.

Podle toho, jak volime konstantu «, rozliSujeme ruzné typy gradientnich metod:

e Nalezneme oy optimalni. Tato metoda se nazyva metoda nejrychlejsiho sestupu
(steepest descent).

e Konstanta ay je zavisla na velikosti gradientu, provadime vlastné jednorozmeérovou
optimalizaci ve sméru gradientu.

e Volime pevné «p = «, dostaneme potom gradientni metodu s pevnym krokem.
Tim nemame vubec zarucenou konvergenci algoritmu a proto se tato varianta jiz
nepouziva.

Optimalni a4 uréime z podminky

af(Xk - akgk)
60%

=0 (6.8)

Z predchoziho vztahu vypoéteme optimdlni oy, kdyz budeme funkci f(x) aproximovat
kvadratickou funkci

F0) = ) = ) HGx — x°), (69
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kde matice H je pozitivné definitni a minimum funkce f(x) je v bodé x*. Prvni a druhé
derivace funkce f(x) jsou rovny

( 0f(x) 0*f(x)

ox2 -H

[29) = Hix - x) — (),

Za proménnou x dosadime dalsi iteraci x = x; — a8, = Xg41. Pak
1
F(xe1) = f(<7) + 5 (%6 — angy — x7)" H (30 — angy —X7) = @(aw),

kde funkce ®(ay) je funkei o pro pevné x; a x*. Pro optimdlni ay, musi byt derivace
funkce ®(ay) podle oy rovna nule, pak

0P(« .
8( ) = ayg Hgy, — g H(x, —x") =0
Qg
Odtud . .
N H glH '
8ty 8, HEy
Algoritmus metody nejrychlejsiho sestupu je tedy
T
8 8k
Xp41 = X — g 6.11
O

Optimalni o muzeme také hledat pomoci algoritmu jednorozmeérového hledani jako
ap = arg m>i51f(xk —agy) (6.12)

V realnych problémech nenalezneme presné optimélni hodnotu ay a ani to neni nutné. Je
pouze tieba zarucit celkovou konvergenci gradientniho algoritmu. Proto v kazdé iteraci
musi nastat pokles hodnotici funkce f(xjy1) < f(x)) a zdroven parametr oy nesmi byt
prilis maly, aby byla zarucena celkovéa konvergence algoritmu.

Jedna z moznost{ je omezeni hledén{ optimalniho «y na urcity interval « € [0, s|, pro
zvoleny skalar s. Pak tedy
o = arg min_f(x; — o)
a€gl0, s

Abychom se vyhnuli zdlouhavym vypoctum, zavadi se ur¢itd pravidla zalozena na pos-
tupné redukci kroku.

Nejjednodussi je volit pevné ¢islo a > 0 a a4 volit rovné a tak dlouho, dokud
f(xx — axgy) < f(xx). Pokud nerovnost pro néjaké k prestane platit, pak redukujeme
a = fa, (0 < 8 < 1), pripadné redukujeme krok opakované. Tato jednoduchd metoda
ale nezarucuje konvergenci algoritmu - redukce kritéria v kazdém kroku neni dostatecna,
aby zarucovala konvergenci algoritmu.

Abychom se vyhnuli potizim s konvergenci pouziva se Armiovo pravidlo. Volime
tedy pevné skalary a, 8 € (0, 1), € € (0, 1). Polozime oy, = ™* a, kde my, je prvni celé
¢islo m, pro které plati

o) = f(xe — argy) — f(xi) < —cangy gy
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Volime tedy oy, postupné rovné 3°a, f'a az ™ a. Obvykle volime a = 1, 8 € [0.5,0.1],
e € [107°,107!]. Timto zpusobem nejsme spokojeni pouze s redukei, ale redukce kritéria
musi byt dostatecnd - imérna gradientu.

V predchozi rovnici jsme oznacili p(ay) = f(xr — axgi) — f(Xx), pak plati ¢(0) = 0,

sy Of(x) dx

¥ ( ) ~ T ox  da ‘
Vyznaéena tucéné. Mnozina prijatelnych feseni netvorii interval, ale oy, ve tvaru oy, = 'a
vzdy nalezneme. Ptijaté feSeni je v obr. vyznaceno cernou teckou.

= —g{ g,. Mnozina pfijatelnych feseni podle Armiovy metody je v obr.

oo

!

0—\

T
—E0LgL gy

Obrazek 6.8: Armiovo pravidlo

Pro nalezeni a4, je mozno pouzit i Goldsteinovo pravidlo nebo metodu kvadratické ¢i
kubické interpolace.

Gradientni metoda nevede k optimu piimo. Sméry hledani pomoci gradientni metody
nejrychlejstho sestupu jsou na sebe kolmé. Plati tedy gf. g, = 0. Platnost predchoziho
vztahu prokazeme pro kvadratické funkce . Zde plati

gg-;—lgk = [H (Xk — Org — X*)]T H (Xk - X*)

Po upravé predchoziho vyrazu dostaneme

T
(x; —x*)"HTH (x, — x*) — Bk Bk gl H'H (x, — x*) = 0.

Predchozi vyraz je vskutku roven nule, nebot plati g(x) = H (x — x*).

Nyni se budeme vénovat problému konvergence gradientniho algoritmu. Algoritmus
gradientni metody (X541 = P(x;)) muzeme dekomponovat do dvou na sebe navazujicich
algoritmu P = S . G. Algoritmus G : E™ — E?" definovany G(x) = (x; —g(x)) ndm d4
pocatecni bod a smér hledani. Algoritmus S je algoritmus jednorozmérového hledéni ve
sméru negativniho gradientu. Je to tedy zobrazeni S : E*" — E™

S(x, s) = {y cy=x+as: a>0, f(y) :m>i£1f(x+ozs)}
Tento algoritmus je uzavieny pokud s # 0 a algoritmus G je spojity. Proto je algoritmus P
uzavieny. Algoritmus generuje klesajici posloupnost (pro g(xy) # 0). Protoze jsou splnény
predpoklady véty o globdlni konvergenci, algoritmus gradientni metody konverguje.
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Vysetieme nyni rychlost konvergence gradientni metody. Uvazujme kvadraticky pripad
(funkee f(x) je dle (6.9)) a metodu nejrychlejstho sestupu (6.11)). Plat

J(Xp41) — f(x¥) _ (X — gy, — X*)TH (X — gy — X¥)
f(xx) — f(x*) (xx — x*)" H (x4 — x*)

oznatme X —X* =Yy, 8. = g, o = «, pak

f(k) = f(x*) _ (v —og) H(y - ag)

a’g’Hg — 2ag’Hy

- =1+
fxr) = f(x7) (y) H(y) y'Hy
Po dosazeni za optimalni o dostaneme
g'g g'¢ THe_9 88 T
f(xie) = f(<') _ |, gTHg giHg 8 M8~ 2 gifg & MY
fxe) = f(x¥) y"Hy
Protoze Hy = g dostaneme konecné po tpravée
_ * T
f(xk) = f(x*) g H g, g, Hg;
Zjednoduseni predchoziho vyrazu dostaneme na zakladé Kantorovicovy nerovnosti.
Véta: Kantorovicova nerovnost
Necht Q je pozitivné definitni symetrickd matice. Pak pro libovolnyj vektor x plati
T 4a A
x> P (6.14)
xI'Qx xTQ 'x ™ (a+ A)
kde a, A je nejmensi a nejuétsi vlastni cislo matice Q. O

Ditkaz: Necht 0 <a =X\ < Xy <---, <\, = A, kde \; jsou vlastn{ ¢isla matice Q.
Vhodnou volbou soufadnic lze matici Q diagonalizovat. Pak ale

1
x'x=> 7, x"Qx =Y \aj, xX'Q'x=)" )\—:1:3
2
Zavedeme 6; = ;2 a definujme funkce
1 0;
d(0) = )= =
Pak
xI'x B S a? 1 I ®(0)
-1, — z2 @2 w2
Qe x'Q7Ix yaa? B ZZA;; ya o )
D

1
Protoze > 6; = 1 jsou funkce ®(6), W(#) konvexni kombinace A;, nebo " Minimalni

hodnota poméru ¢/V je dosazena pro néjaké \ = 01A; + 0, \,, kde A\, A\, Ssou po tadé
nejmensi a nejvétsi vliastni ¢isla matice Q a 6, 4+ 6,, = 1. Plati

O, O _ At =B =AM A=A

A A A An T A
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Pak ) .
o6 3 A
N s : A — n
(8) ~ aclunn) 22X T XA+ A, — A
A+ A\
Minimum pfedchoziho vyrazu je v bodé \ = Lt , proto
d(0) S A\ N\,
T(O) = (A +An)

Proto plati nasledujici tvrzeni:

Véta:
Metoda nejrychlejsiho sestupu konverguje v kvadratickém pripadeé pro libovolny pocatecni
bod xy € E" k jedinému minimu X* a pro vsechna k plati

f(xpen) = F(x7) _ (A= a)*
fexi) = f(x) ~ (A+a)

kde a, A jsou po Tadé nejmensi a nejuétsi vlastni éisla matice H kvadratické formy .
O

(6.15)

Predchozi tvrzeni plati, nebot podle (6.13)) a (6.14)

f(Xpy1) — f(xF) < 4aA A +20A+a® —4aA (A a)’

fox) =) =0 (A+a) (A+a)’  (Ata)
Proto metoda nejrychlejsiho sestupu konverguje linearné s polomérem konvergence

A—a\? —1\? A
nejvyse < a) = (T ) , kde r = — > 1 je ¢islo podminénosti matice H kvadrat-
a

A+a r+1
ické formy .

Nekvadraticky piipad tesi nasledujici véta:

Véta:
Predpokladdme, Ze funkce f(x) md spojité druhé parcidalni derivace a md relationi min-
imum v bodé x*. Ddle predpokladdme, Ze Hessova matice H(x*) md minimalni vlastni
¢islo a > 0 a mazimdlni vlastni ¢islo A. Jestlize {xx} je posloupnost generovand metodou
nejrychlejsiho sestupu, kterd konverguje k x*, pak posloupnost { f(xx)} konverguje k f(x*)

o . oo (A—a
linedrne s polomérem konvergence, ktery neni vétsi nez e : O
a

6.3.3 Newtonova metoda a jeji modifikace

Opét hleddme minimum funkce f(x) pro x € E™. Funkci f(x) aproximujeme kvadratickou
funkeci, pak

. 1
Fx) = S k) + g (x = x1) + 5 (x = x) " H (x — %) (6.16)
Dalsi iteraci x;41 dostaneme z podminky nulovosti prvni derivace predchozi funkce, pak

(2

T
) =g, +tHx—x%x,)=0
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Odtud
Xp4+1 = Xk — H_lgk (617)

V obecném pripadé nekvadratické funkce f(x) nahradime matici H matici druhych derivaci
V2 f(xy), pak dostaneme €isty tvar Newtonovy metody

X = i — [V2f(x)] glx) (6.13)

V obecném piipadé nekvadratické funkce f(x), pokud jsme daleko od minima, je kvadrat-
ickd aproximace nepresna a Hessova matice muze byt singuldrni nebo i negativné definitni.
Newtonovou metodou muzeme nalézt i maximum, protoze Newtonova metoda hleda sta-
cionarni bod. Proto se pouzivd modifikace Newtonovy metody, podle nasledujiciho
algoritmu:

-1
Xg+1 = X — O [VQf(xk)} g(Xk) (619)
Uzijeme tedy Newtontv smér hledéni s, = — [V2f(x;)] " g(xx), pak je iteraéni postup
Xp+1 = X — 8k
Obecnéjsi modifikované gradientni metodé ve tvaru

Xk+1 = Xk — oszk.g(xk) (620)

kde Sy je néjaka symetricka matice, se budeme vénovat pozdéji.

Pro cistou Newtonovu metodu plati véta o lokalni konvergenci:

Véta:
Necht funkce f(x) md spojité treti parcidlni derivace, ddle predpokldddme, Ze v lokdlnim
minimu x* je Hessova matice V2 f(x*) = H(x*) > 0. Potom, je-li pocdtecni bod dostatecné
blizko k x, posloupnost bodii generovand Newtonovou metodou konverguje k x*. Rdd kon-
vergence Newtonovy metody je alespon 2.

O
Dikaz : Predpokladejme, Zze pro body x a y v néjakém J-okoli bodu x* plati
IHx) -HE)| <8 lx-yl, |[H)"| <5

odtud plyne
2
IHG) —Hy)lHx =yl < i lx =yl
Gradient g(x;) muzeme v d-okoli bodu x* vyjadfit ve tvaru

g(xr) = g(x") + H(x) (x — x*) = H(X) (x} — x")

kde X € (xg, x*). Posledni{ tiprava v piedchozim vztahu plati, nebot g(x*) = 0. Pak plat{

i =7l = [ = (FGx) " g(3x0) = x°
= | H) ™ ) - x7) — g
< B [ HL(ai) (0 — x) = H(%) (0 — x|
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Proto plati
ki1 — x| < B1Ba | i — x|
a lokalni kvadratickd konvergence algoritmu je dokazana.
O

S globalni konvergenci Newtonovy metody to neni moc dobré. Jaké jsou tedy nedo-
statky ¢isté Newtonovy metody

e inverze Hessovy matice H(x) nemusi existovat

e cista Newtonova metoda nemusi zajisfovat klesdni - miZze nastat

J(Xpy1) > f(xx)

e konecné ¢ista Newtonova metoda muze konvergovat k maximu

Ani modifikovanad Newtonova metoda vSechny nedostatky neodstrani. Proto je pro globalni
konvergenci tieba upravit Newtonovu metodu. Smér hledani s se ziska fesenim

Hys, = —g;,
Aby teseni existovalo provedeme modifikaci
[Hy, + Ag] sk = —gy,

kde diagonalni matici Ay, volime tak, aby matice (Hy + Aj) byla pozitivné definitni. Tuto
modifikaci provedeme vzdy, kdyz Newtonuv smér neexistuje, nebo to neni smér klesani.

Muzeme také provést omezeny Newtonuv krok, ktery ziskdme minimalizaci
1
f(xk +s) = f(xx) + V[f(xg)s+ isTVQf(xk)s (6.21)

v néjakém okoli nuly. Tomuto okoli se iikd oblast duvéry (trust region). Pak

Sk = arg min f(x; +s
k= arg min S +s)
kde 7, je néjaka kladna konstanta. Omezeny krok zarucuje klesani pro 7, dostateéné malé.

Problémem je zde volba oblasti duvéry 7. Rozumné je zvolit poc¢atecni hodnotu v a
zvetsit ji, kdyz iterace postupuji uspésné a naopak ji zmensit, kdyz jsou iterace neispésné.
Uspésnost iteraci muzeme hodnotit podle poméru skutecného a predikovaného zlepseni

o f(Xk) - f(Xk+1)
©T () — fxp +sp)

kde f(xy+sk) je hodnota ziskand kvadratickou aproximaci podle (6.21]). Pokud r, — 1 je
mozno zvetsit 7y, proto vri1 > V&. Lze ukazat, ze tato omezend Newtonova metoda také
resi problém

Hy, + 0] sk, = —g;

kde T je jednotkova matice a 0 je nezaporny skalar.
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6.3.4 Gaussova-Newtonova metoda

Gaussova-Newtonova metoda fesi problém minimalizace kritéria ve tvaru nejmensich
¢tvercu

F(x) = 5 G = Sh" (h(x) (6.22)

kde h(x) je nelinedrni funkce. Jednd se tedy o nelinedrni nejmensi ctverce. Cisty tvar
Gaussovy-Newtonovy metody je zalozen na linearizaci funkce h(x) v bodé x;. Pak

h(x) = h(x;) + Vh(xy) (x — xx)

Novou iteraci ziskdme minimalizaci normy linedrni aproximace (misto h(xy) budeme psat

hy)
Xpi1 = arg }lgél}% ; [hy, + Vhy, (x — x3)]" [hg + Vhy, (x — x;)]
= arg éréﬂ% ; {hfhk +2 (x— Xk)T Vhih; + (x — xk)T Vh; Vh; (x — Xk)]
Odtud po doplnéni na tuplny ¢tverec dostaneme minimélni hodnotu predchoziho vyrazu

—1
ki1 =X — (Vhy Vhy)  (Vhy) by (6.23)

Toto je ¢isty tvar Gaussovy - Newtonovy metody.

Pokud je matice (Vh; Vhy,) singuldrni , pak ji regularizujeme volbou takové diagonélni
matice Ay, aby matice (Vh} Vhy 4+ A;) byla pozitivné definitni. Pokud diagonalni matici
Ay volime Ap = ail, (o, > 0) dostaneme tzv. Levenbergovu - Marquardtovu
metodu. Misto (6.23)) je itera¢ni algoritmus podle Levenberga-Marquardta

-1
Xk+1 = Xk — (th th + akI) (th)T hk (624)

Pokud je koeficient o, maly, metoda se blizi Gauss - Newtonové metodé, pokud se koefi-
cient «y, blizi nekonecénu, pak se blizime metodé nejrychlejsiho sestupu. Zde je problémem
volba vhodného koeficientu ay,. Nejprve musi byt dostateéné veliky, abychom se dostatecné
rychle blizili k optimu a pokud jsme blizko optima, pak naopak musi byt maly, abychom
zarucili konvergenci algoritmu.

Nelinedrni nejmensi ¢tverce maji fadu praktickych aplikaci specielné v nelinedrni es-
timaci a aproximaci.

Piiklad: Trénovani neuronovych siti
Neuronové sit reprezentuje model nelinedrniho systému. Neuronova sit se skldda z vicevrst-
vych perceptronii. Necht tedy neuronova sit ma N vrstev. Kazd4 vrstva, kterou budeme
oznacovat indexem k = 0,...,N — 1 je tvofena n; akénimi jednotkami - které jsou
popsany nelinearnim zobrazenim mezi jednim vstupnim a jednim vystupnim signalem
- ¢(&). Uzivané nelinearni funkce jsou na piiklad

o) = —— sigmoidélni funkce

o¢) = —— funkce hyperbolicky tangens
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Vstupem do j-té aktiva¢n{ jednotky je linedrn{ kombinace signalu (z}, ..., z}*), které jsou
vystupem z predchozi vrstvy. Tyto signély tvori vektor x. Vystup j-t¢ aktivacni jednotky
v (k + 1) vrstve je signal, ktery oznac¢ime zj, . Plati tedy

Nk

J _ 07 87 .8 -

Tr11 —¢<04k +Zak xk)v J=1.. g,
s=1

kde vahy «;” je tieba urcit. Urceni vah vede na feseni problému nelinedrnich nejmensich
¢tvercu. Tento proces se také nazyva uceni nebo také trénovani neuronové sité. Vahy ve
vSech vrstvach a ve vSech jednotkéch tvori vektor vah

a={of + k=0,... . N=1,s=0,...,n j=1,... ,np1}

Pro dany vektor vah a a vstupni vektor u = x do prvni vrstvy produkuje neuronové sit
jediny vystupni vektor y = xy z N-té vrstvy. Celd neuronova sit realizuje tedy nelinedrn{
zobrazeni vstupniho vektoru u = xy na vystupni vektor y = Xy a toto zobrazeni je
parametrizovano vektorem vah «. Pak tedy

y =xy = f(a,x0) = f(a, u).

Predpokladejme, ze zndme m péart vstupnich a vystupnich signala (uy, y,),

ooy (W, ¥y,,) zméfenych na redlném objektu. Nasim cilem je pomoci neuronové sité
vytvorit model objektu, ktery by reagoval stejné jako redlny objekt. Chceme tedy natrénovat
neuronovou sit tak, aby odchylka e; vystupu neuronové sité a vystupu realného objektu
e, =y, — f(a,u;) byla co nejmensi pro vsechny i-té dvojice vstupniho a vystupniho
signdlu. To realizujeme urcenim vah «, které minimalizuji soucet kvadrati chyb

1 m
o = argmin 3 Sy — fla,w)|)? = arg min e’ (a)e(a)
i=1

kde vektor e(«) je vektor chyb, ktery je nelinedrné zavisly na vahach «. Uéeni neuronové
sité vede tedy na problém nelinedarnich nejmensich ¢tvercu.

6.3.5 Metody konjugovanych smeérua

Metody konjugovanych smért byly vyvinuty proto, aby urychlily konvergenci gradientnich
metod a vyhnuly se potizim spojenym s modifikaci Newtonovy metody. Pomoci konjugo-
vanych sméru muzeme vyvinout vypocetni postupy, které konverguji po kone¢ném poctu
kroku (samoziejmé pii minimalizaci kvadratické funkce).

Nejprve si uvedeme definici konjugovanych vektoru.

Definice:
Vektory sy, . ..s, jsou konjugované k symetrické matict Q, kdyZ plati

s; Qs; =0, Vi, j, i#] (6.25)
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Uvazujme nejprve kvadratickou funkci

f(x)=alx+ ;XTHX
Pak plati nasledujici tvrzeni:
Véta:
Jsou-li sq, 81, ...8,_1 nenulové vektory konjugované vzhledem k matici H, pak pro kaZdé
Xg € R" a
Xp+1 = X + QS

kde o = a, je voleno tak, aby

ap = arg main f(xk + asg)

*

plati, Ze x,, = x*.
O
Metoda konjugovanych sméru tedy konverguje v kvadratickém piipadé nejvyse v n
krocich. Provedeme konstruktivni dukaz predchozi véty.
Dikaz: Pokud plati predchozi véta, pak

x" = Xo + pSo + @181 + -+ + ¥p—1Sp—1

Je tomu vskutku tak, nebot prvni dva €leny na pravé strané piechozi rovnice jsou rovny
X1, prvni tii ¢leny jsou rovny x,, atd.. Proto

X" —Xo = apSg + 181 + -+ Xp_1Sn—1

Piedchozi rovnici budeme zleva nasobit vektorem s! H a protoZe jsou sméry s; konjugo-
vané, plati
si H (x* — x¢) = aysi Hsy..
Proto
sTH (x* — xq)
st Hs;,

ap =
Pro libovolné k plati také
X — X = gSg + 181 + -+ - + Qp—_1Sk—_1
Piedchozi rovnici budeme opét zleva nésobit vektorem s! H, pak
s;tH(x, —x0) =0, = s;Hx, =s]Hxg

Proto
sTHx* —sTHx, s} Hx* — sl Hx,
ak = =
s Hs;, siHs;,

Gradient nasi kvadratické funkce je

g, = a+ Hxy, g(x*) =0=a+ Hx"
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Proto muzeme upravit vyraz pro «j do koneéného tvaru

s Hx) s (agora) sl
g siHs;, si Hsy, st Hs;,

Tento vyraz pro ay je ale totozny s optimalnim ay uréenym podle
arg min f (X + asy), nebot potom musi platit
[e%

Of (xx + asy)

oo =0

Po dosazeni za f(xy + asy) = a’ (x; + asy) + 2 (xx + as,)TH(x;, + asy) do predchoziho
vyrazu dostaneme pro a4 stejny vztah jako v predchozim odvozeni.
O

V obecném piipadé nekvadratické funkce f(x) misto matice H uvazujeme matici
V2 f(x).

Pro kvadraticky piipad plati gi's; = 0 pro i < k, coz znamend, Ze sméry g, a s;
jsou navzajem kolmé. Platnost tohoto vztahu ukazeme ve dvou krocich. Nejprve, je-li 7 o
jednotku mensi nez k, pak

gfﬂsk = (a+Hxpy) s, = (a4 Hxy, + aHs) sy,

T
s

= +(a+Hxy) s, +as{Hs, = g/'sy — —= Bk si Hs;, =

s;. Hsy,

V obecném piipadé pro i < k plati
gi.18i = (a+Hxg1)"s; +asp Hs;, = g/'s;

protoze smeéry s; jsou konjugované sméry. Protoze g} s; = gl's;, pak také gi's; = gi_;s;
R
az = g;.18; = 0.

6.3.6 Metoda konjugovanych gradientt

V predchozim odstavci jsme nefesili problém generovani konjugovanych sméru. Ukazali
jsme pouze, ze pokud mame n konjugovanych smeéru, pak jsou-li to sméry hledani a v
téchto smérech postupujeme v kazdé iteraci s optimalnim krokem, metoda v kvadratickém
pripadé konverguje v konecném poctu iteraci. V metodé popisované v tomto odstavci se
konjugované sméry generuji z gradienti a dosavadniho sméru pohybu. Metoda konjugo-
vanych gradientu je tedy specielni metodou konjugovanych sméru. Konjugované smeéry se
generuji sekvencéné podle nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus konjugované gradientni metody:

e Startujeme z libovolného bodu xq € R". Prvni smér sy je ve sméru zaporného
gradientu
sp = —g, = —a — Hxq (6.26)

posledn{ rovnost plati pro kvadraticky pifpad f(x) = a’x + ix"Hx.
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e Obecné plati

Xk+1 = Xk + Sk (627)
kde .
g Sk
— 6.28
Ak siHs;, (6:28)
e Novy konjugovany smér je
Sk+1 = —8ri1 T OrSk (6.29)

kde (3, je optimalni, B = argming f (Xep1 + ax (—gry + Bsi) ). Plati

T
g1 Hsy

= 2kt 7% 6.30

ﬂk SgHSk ( )

]

Sméry s; jsou konjugované sméry. Plat{ tedy s;, Hs; = 0, pro ¢ < k. Po dosazen({ z

(6.29) dostaneme
s Hs; = —g[, Hs; + BtsfHs; =0, pro i<k

Pro ¢ = k to plati, nebot podle (6.30) je pravé podle tohoto vztahu 3, uréeno. Pro i < k
jsou oba ¢leny nulové, ¢ili ggﬂHsi = 0 a také st Hs; = 0. Platnost ptedchozich vyrazi
lze dokazat tplnou indukei.

Pro nekvadraticky ptripad nutno pocitat gradient i Hessovu matici. Metoda konjugo-
vanych sméru pak bohuzel neni globalné konvergentni, to znamena, ze samoziejmé neni
ani konvergentni v koneéném poctu kroku.

Proto po n nebo n 4+ 1 krocich nutno provést reinicializaci, to znamend nastartovat
metodu konjugovanych gradienttt od po¢atku znova, nebotf metoda startuje s ¢istym gra-
dientnim krokem.

Abychom se vyhnuli nutnosti vypoc¢tu Hessovy matice druhych derivaci, ktera se
vyskytuje ve vypoctu velikosti kroku «y, - viz. , provadi se vypocet oy pomoci algo-
ritmu jednorozmeérového hledani. Vypocet koeficientu [ se provadi podle jinych vztahu,
ve kterych se nevyskytuje Hessova matice.

Jeden takovy postup se nazyva metoda Fletchera a Reevese. Podle této metody
se vypocet «4 provadi algoritmy jednorozmérového hledani a vypocet (3, je dle vztahu

T
Br+18k+1

By = = 6.31

g;{gk ( )

Ptitom po n krocich se provadi reinicializace. Pfedchozi vztah pro [ je ekvivalentni s
(6.30) v kvadratickém piipadeé.

Jind modifikace je metoda Polaka a Ribiera. Podle této metody se koeficient [
pocita podle vztahu
T
B (gk+1 - gk) 8k+1

Br = 6.32
g g;‘ggk ( )
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Pti tom po n krocich se opét provadi reinicializace. Pfedchozi vztah pro (i je opét ekvi-

v~/

Polaka a Ribiera.

Jind metoda konjugovanych sméru je tak zvand metoda paralelnich tecen, nebo
kratce metoda PARTAN.

Motivaci k této metodé bylo to, ze gradientni metoda nejrychlejsiho sestupu generuje
sméry sestupu, které jsou navzijem kolmé. Nékdy se tento jev oznacuje nazorné jako
postup “cik - cak”. V metodé PARTAN se déla zrychleny krok, ktery se odvozuje z
gradientu a predchoziho sméru.

g1

Y3~ Ypy1

Obrézek 6.9: Metoda PARTAN Ty~ Thio

Algoritmus metody PARTAN je nésledujici - viz obr. [6.9

e Startujeme z libovolného bodu x,. Bod x; uré¢ime gradientni metodou nejrychlejsiho
sestupu
X1 = Xo + ®o8p

kde aq je optimalné urcéeno algoritmem jednorozmérového hledéani.
e Nyni obecné z bodu x; uréime nejprve pomocny bod
Yi = Xk + o8y
kde ay, je opét optimalné urceno algoritmem jednorozmeérového hledani.
e Potom se provede zrychleny krok
Xpy1 = Xp-1 + B (Y5 — Xk-1)
kde (i je opét optimélné urceno algoritmem jednorozmérového hledani.

a

V jednom itera¢nim kroku se tedy provadi dvé jednorozmeérové optimalizace. Metoda
PARTAN je metoda ekvivalentni metodé konjugovanych gradienti.
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6.3.7 Kvazi-newtonovské metody

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientni metody, které lezi nékde mezi metodou ne-
jrychlejsiho sestupu a Newtonovou metodou. Snazi se vyuzit prednosti obou metod. Gra-
dientni metody maji zarucenou konvergenci a Newtonova metoda mé v okoli optima tad
konvergence rovny dvéma. Newtonova metoda ale vyzaduje vypocet Hessovy matice, nebo
spise jeji inverze.

Minimalizaci funkce f(x) podle modifikované Newtonovy metody provedeme po-
dle nésledujiciho algoritmu

Xe+1 = Xk — Oéksvaf(Xk) (633)

kde Sy, je symetrickd matice a oy, se voli takové, aby xj41(a) bylo minimélni.

Je-li matice Sy rovna inverzi Hessovy matice, pak se jednd o modifikaci Newtonovy
metody, je-li S, = I, pak se naopak jedna o metodu nejrychlejsiho sestupu. Aby algoritmus
byl klesajici algoritmus, je nutné, aby matice S, byla pozitivné definitni.

Protoze modifikovanda Newtonova metoda se blizi gradientni metodé, bude i jeji kon-
vergence podobna konvergenci gradientni metody. Pro kvadraticky ptipad minimalizace

Fx) = S 0x— %) TH(x — x°),

muzeme pro algoritmus ((6.33)) urcit optimdlni krok oy

g1 S18s

= = H(x; — x*
g%SkHSkgk Sk (i )

73

Potom tad konvergence modifikované Newtonovy metody je urcen nasledujicim tvrzenim:

Veéta: Konvergence modifikované Newtonovy metody.
Pro algoritmus plati v kvadratickém pripadé pro kazdé k

Ak_ak

)2 f(xx)

kde Ay, aj jsou po Tadé nejvetsi a nejmensi vlastni ¢isla matice S H.

f(Xp41) < (

Ay — ag

|

Konvergence modifikované Newtonovy metody je tedy linedrni a polomér konvergence
zavisi na maximalnim a minimalnim vlastnim ¢isle matice S, H.

Uvedeme jesté tzv. klasickou modifikovanou Newtonovu metodu, ve které se
Hessova matice H(xy) neurcuje znova v kazdém kroku. Algoritmus je nésledujici

Xp1 = Xp — o (H(x0)) ™" VT f(x) (6.34)

Inverze Hessovy matice se podle tohoto algoritmu provadi pouze v pocateénim bodé x,.

Zakladni myslenka kvazi - newtonovskych metod je snaha konstruovat inverzi
Hessovy matice nebo jeji aproximaci uzitim informace ziskavané béhem iterac¢niho procesu.

Necht funkce f(x) m4 spojité druhé derivace. V bodech x;,; a x; uréime gradienty
i1 = (Vf(xr+1))", 8 = (Vf(x1))" a definujeme vektor

di = Xp11 — X
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Potom Hessovu matici muzeme aproximovat podle vztahu

8it1 — 8k = H<Xk)(xk+1 - ch) = H(Xk)dk

Je-li Hessova matice konstantni, jak je tomu v kvadratickém pripadé, pak, zavedeme-li
vektor q; = g1 — 8, plati q; = Hydy.

Mame-li tedy n nezavislych smeért dy, dy, ..., d,—; a jim odpovidajici gradienty g, a
z toho plynouci vektory q;, = g;,; — g;, pak
H=QD"'

kde slozené matice Q, D jsou

D=[do....dir], Q=[dp ... ]

Vyvinuty algoritmus vypoctu Hessovy matice neni iterac¢ni. SpiSe nez Hessovu matici
potfebujeme urcit jeji inverzi.

Hledame-li aproximaci Sy, inverze Hessovy matice zalozené na datech z jednotlivych
kroku iteracniho algoritmu, pak chceme, aby platilo

Sk+1ql- = d,‘, 0 S 1 S k.

Pak pro k = n — 1 je S, = H™'. Ttera¢ni postup ma mnoho feseni. Uvedeme nékteré
iteracni metody vypoctu aproximace Hessovy matice.

Korekce pomoci matice s jednotkovou hodnosti

Aproximaci inverze Hessovy matice budeme provadét iteracné podle vztahu
Sk+1 = Sk -+ akzsz (635)

kde ay je néjaka konstanta a z je néjaky vektor, které je tieba urcit. Matice zpz! je
¢tvercova matice hodnosti jedna, ktera se také nazyva dyada.

Z Sk11q; = d; plati pro i =k
dy, = Se1qy, = Skay, + azrz) qy,
Piedchozi vztah nasobime zleva vektorem q} a dostaneme
2

quk - qgstk = ak (Zz%)

Odtud dostaneme vztah, ktery pozdéji vyuzijeme
2
ar (zfay) = af (dx — Seay) (6.36)

Nyni odvodime iteraéni algoritmus nésledujicimi tipravami vztahu (6.35)), pak

Sii1 = Sp+ akzkzz
2
aj, (Zip%) T
= S.+ — 5 ZkZ},
ax (21, qy)

a%zk (zqu q}gzk) zf
q{ (dk - Squ>

= S, +
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Odtud koneéné dostaneme

(di — Skay,) (dx — Skay)”
q? (dy — Skay,)

Ukézali jsme, ze pro ¢ = k plati (6.37). Tento vztah plati i pro i < k. Proto, kdyz
Hessova matice je konstantni, matice S;, konverguje k H™' v nejvyse n krocich. Jedina
potiz pti aplikaci algoritmu v obecném ptipadé je nutnost zachovat v jednotlivych krocich
pozitivni definitnost matice Sy. Proto musf platit q} (d — Sxq,) > 0, coz ale obecné nent
garantovano.

Spi1=Si+ (6.37)

Metoda Davidona, Fletchera a Powella

Jiny postup je korekce aproximace inverze Hessovy matice matici hodnosti dvé. Metodu
navrhl Davidon a pozdéji rozvinuli Fletcher s Powellem. Metodu oznacujeme zkracené
podle autoru jako DFP metodu.

Metodu startujeme z libovolného pocateéniho bodu xq a libovolné symetrické pozitivne
definitni matice Sg. Dalsi iteraci ziskame podle

Xjy1 = arg mgn f(xk + asyg) (6.38)

kde smér s; je
Sk = —Sk8y- (6.39)

Vektor g, je vektor gradientu a matice Sy je dle

did;  Sia, 9t Sk
Sii1 = Sk + ~ 6.40
TN AT, df Sy (6.40)

kde vektor q; = g1 — 8-

Pti minimalizaci kvadratické funkce jsou vektory s; konjugované vzhledem k Hessové
matici. Metoda DFP je tedy metoda konjugovanych sméru a pro So = I je to metoda
konjugovanych gradientu.

Broydenovy metody

Zaménime-li vektory dj a q;, pak vlastné nehledame piimo inverzi Hessidnu, ale pfimo
Hessovu matici. Potom tedy misto matice Sy aktualizujeme néjakou jinou symetrickou
matici, kterou tifeba oznac¢ime Q. Potom po zdméné vektoru pro ni plati vztah

ST _ Qpdi di Qy
qaj de d; Q;.di
Tato aktualizace se oznacuje jako aktualizace Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shannoa,
zkracené aktualizace BFGS.

Poznamka: V nékterych pramenech se uvadi jiny vztah pro aktualizaci Hessovy mat-

ice podle BFGS

4% _ Qi Qs
gde  dyQudy

Qi1 = Qp + (6.42)
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O
Inverzi matice Q; provedeme podle véty o maticové inverzi
-1 A tab"A™!
A+ab’| =A14+—F 6.43
|: } 1 4 bTA—la ( )

kde A je n x n matice a a, i b jsou n-rozmérné vektory. Predchozi formule plati, kdyz
vSechny inverze existuji. Vétu o maticové inverzi musime v nasem ptipadé pouzit dvakrat.

Potom aktualizace inverze Hessovy matice je
qgsqu> dpd;  dqfSk + Seq,dy

_ 6.44
aid, ) dpqy qai d (6.44)

Sky1 =Sk + <1+

Numerické simulace ukazuji, zZe tato metoda dava lepsi vysledky nez metoda DFP. Obé
metody koriguji v dalsi iteraci odhad Hessovy matice matici hodnosti dvé. Proto je mozno
definovat celou tfidu metod Broydenovych

S? = (1 — ) SPFP 1 85 (6.45)

kde SPFP je aktualizace inverze Hessovy matice podle metody DFP a obdobné SPFES je
aktualizace inverze Hessovy matice podle metody BFGS a ¢ je redlny, obvykle nezaporny,
parametr.

V téchto metodach velice zélezi na kvalité algoritmu jednorozmérového hledani parametru
a. Metoda se obvykle znovu startuje po m krocich, kde m < n. Metody tohoto typu jsou
globdalné konvergentni a lokalné konverguji superlinearné.

6.4 Numerické metody s omezenim

Vétsina optimaliza¢nich problému méa omezujici podminky. Proto numerické metody jejich
feSeni jsou velmi dulezité. Numerické metody optimalizace s omezenim se déli na dvé
zakladni skupiny - primarni a dualni metody.

Primarni metody jsou metody, které pouzivaji puvodni formulaci problému. Hledaji
optimum v dovoleném rozsahu proménnych, to znamend, ze stale (v kazdé iteraci) reseni
je pripustné. To znamena, ze pokud ukon¢ime vypocet, dosazené feSeni je pripustné a lezi
ziejmeé blizko optima. Mezi nevyhody téchto metod pocitame nutnost nalezeni pripustného
bodu pfi startu primarnich metod a nalezeni pripustného smeéru, abychom neporusili
omezeni. Tyto metody obycejné nevyuzivaji specielni strukturu problému a jsou proto
pouzitelné pro obecné problémy nelinearniho programovani. Rychlost konvergence téchto
metod je srovnatelna s druhymi metodami.

Dualni metody vyuzivaji nutné podminky optima. Pouzivaji Lagrangeovy koefi-
cienty. Resf problém obvykle v jiné dimenzi.

Mezi primarni metody pocitame
e metodu pripustnych sméru

e metodu aktivnich mnozin
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e metodu projekce gradientu
e metodu redukovaného gradientu
e metody penalizacnich a barierovych funkei a s nimi souvisejici

e metody vnitintho bodu (interior point methods)

Nejvyznamnéjsi dualni metoda je velmi oblibend a ti¢innd metoda kvadratického pro-
gramovani (SQP - Sequential Quadratic Programming). Nékdy se pro tyto metody pouziva
oznaceni piimé a nepiimé metody.

V dalsich odstavcich uvedeme zakladni myslenky nékterych metod.

6.4.1 Metody pripustnych sméru

Zékladni myslenka metody je velmi jednoduchd. Vyjdeme z pripustného bodu x;. Potom
smér s, je pripustny smér v bodé x;, kdyz plati

1. existuje a takové, ze bod x; + asi je pripustny bod pro vsSechna o« v intervalu
0<a<a

2. novy bod X1 = X;, +as;, zajistuje klesani hodnotici funkce pro néjaké o z uréeného
intervalu, pak
f(xk + asg) < f(xg)

Problémem metody je, Zze nékdy nemusi existovat pfipustny smér a metoda v tomto
nejjednodussim tvaru neni globalné konvergentni.

Pokud jsou ale omezeni ilohy linearni, pak pripustny smeér lze nalézt pomoci linearniho
programovani. Tento postup se nazyva Zoutendijkova metoda. Méjme tedy problém

min { f(x) : Ax<b; x>0} (6.46)
Aby pifpustny smér zajistoval klesanf hodnotici funkce, musi svirat tupy tihel s gradientem
v piislusném bodé. Proto pripustny smér musi spliiovat nésledujici podminky A (xp+si) <

b, x;+s;>0,a Vf(xx)sg <0.To ale fesi tloha linedrniho programovéni ve tvaru

Héax{—Vf(xk) sk ; Asp <b—Axy, s > —Xi} (6.47)
k

Po nalezeni ptripustného sméru nalezneme dalsi bod pomoci algoritmu jednorozmeérového
hledani ve smeéru sy, tedy fesenim tlohy

Xjy1 = arg mgn f(xx + asy)



KAPITOLA 6. NUMERICKE METODY 118

6.4.2 Metody aktivnich mnozin

Zékladni myslenka metod aktivnich mnozin je opét velmi prosta. Omezeni ve tvaru nerovnosti
rozdélime na dvé skupiny - aktivni omezeni a neaktivni omezeni. V aktivnich omezenich
jsou nerovnosti splnény jako rovnosti a proto musi byt brany v iivahu. Neaktivni omezeni
jsou ta omezeni, kterd naopak nejsou splnéna jako rovnosti a mohou proto byt tuplné
ignorovana.

Méjme tedy tlohu
min {f(x) : ¢i(x)<0,i=1,...,m} (6.48)

Necht pro nékterd 4 jsou omezeni splnéna jako rovnosti. Tato ¢ tvoi{ mnozinu aktivnich
omezeni, kterou ozna¢ime A. Ostatni omezeni muzeme ignorovat. Nase tloha se zméni
na

min {f(x) : gi(x)=0,i€ A} (6.49)

Protoze nevime, ktera omezeni nakonec budou aktivni a ktera nikoliv, zvolime si na
pocatku iteracniho feSeni néjakou mnozinu W aktivnich omezeni, kterou nazveme pra-
covni mnozinou.

Pti teseni predchoziho problému vychazime tedy z néjakého bodu x, ktery vyhovuje
omezenim g;(x) = 0,7 € W a g;(x) < 0,i ¢ W. Pak hleddme minimum funkce f(x) na
pracovnim podprostoru uréenym mnozinou aktivnich omezeni. Pfitom mohou nastat dvé
moznosti.

1. Pii hledéni je nutno ovétovat, zda ostatni omezeni jsou splnéna. Pokud narazime
na hranici ur¢enou omezenim, které neni v mnoziné aktivnich omezeni, tak toto
omezeni je nutno zahrnout do mnoziny aktivnich omezeni. Timto zpusobem roste
pracovni mnozina aktivnich omezeni.

2. Predpoklddejme nyni, Ze jsme nalezli minimum funkce f(x) na pracovni mnoziné
aktivnich omezeni a ostatni omezeni, kterd nejsou v mnoziné aktivnich omezeni,
nejsou porusena. Tento bod oznacime x,,, pak

X, = argmin {f(x) : g;(x) =0, i€ W, gi(x) <0, i ¢ W}

Je tfeba nyni rozhodnout, zda jsme v optimu nasi puvodni tlohy, nebo zda vypusténim
nékterého omezeni z mnoziny aktivnich omezeni nenalezneme lepsi feseni puvodni
ulohy. To muzeme zjistit napt. podle znaménka Lagrangeovych koeficienti.

Pokud jsou nezaporné vSechny Lagrangeovy koeficienty ptislusejici pracovni mnoziné
aktivnich omezeni, to znamena \; > 0 pro vSechny i € W, pak bod x, = x* je
fesenim nasi puvodni tlohy (pokud samoziejmé splituje i ostatni omezeni).

Pokud naopak pro nékteré i € W je néktery Lagrangeuv koeficient \; < 0, pak
vypusténim tohoto i-tého omezeni dosdhneme lepsi feseni puvodni tlohy. To plyne
z citlivostni véty o vyznamu Lagrangeovych koeficientt. Jestlize misto omezeni
gi(x) = 0 budeme mit omezeni g;(x) = —a < 0 pro n¢jaké malé o > 0, pak se
puvodni kritérium zméni o (\;«). To znamend, ze pro zménu i-tého omezeni z ak-
tivntho na neaktivni g;(x) = —a < 0 hodnota kritéria klesne. Timto zpusobem
naopak zmensime pracovni mnozinu omezeni.



KAPITOLA 6. NUMERICKE METODY 119

Postupnym zvétSovanim a zmensovanim pracovni mnoziny aktivnich omezeni a min-
imalizaci kritéria na mnoziné pracovnich omezeni dosahneme postupné feseni puvodni
ulohy. Minimalizaci na pracovni mnoziné aktivnich omezeni, to je minimalizaci pti omezenich
pouze ve tvaru rovnosti, provadime metodou projekce gradientu nebo metodou reduko-
vaného gradientu. Tyto metody budou popsany v nésledujicich odstavcich.

6.4.3 Metoda projekce gradientu

Uvedeme zde zakladni myslenky metody. Pripustny smér se hleda pomoci projekce neg-
ativniho gradientu na mnozinu piipustnych hodnot uréenou omezujicimi podminkami.
Tuto metodu publikoval poprvé Rosen v roce 1960.

Nejprve budeme uvazovat pouze linearni omezeni, jedna se tedy o problém ve tvaru
min {f(x) ; Ax <b;x > 0} (6.50)

Predpokladame, Zze jsme nasli pripustny bod x;.

Uvazujeme pouze ta omezeni, kterd jsou splnéna jako rovnice (pouze aktivni omezeni).
Linedrni omezen{ muZeme zapsat ve tvaru alx < b;, kde vektory al jsou rovny i-tym
f4ddktm matice A. Volime tedy pomocnou matici Q slozenou z téch iaddki al’ matice A,
ve kterych jsou omezeni splnéna jako rovnice. V takto vytvofené matici Q vynechame
linearné zavislé radky. Matice Q je pak rozméru p x n a jeji hodnost je p < n.

Aby novy bod x;.1 = X + as, kde a > 0 splioval omezeni, to znamena, aby platilo
Ax;.1 < b, pak smér s musi spliiovat

Qs <0 (6.51)

Déle, aby smér s byl pifpustny (zajistoval klesdni minimalizované funkce f(x)), musi
svirat tupy uhel s gradientem
Vf(Xk) s <0

Obé predchozi podminky splnime, vezmeme-li za smér s ortogondlni projekci gradientu
g, = Vf(xx)T do linedrniho podprostoru generovaného fadky matice Q. Promitame tedy
do ortogonalniho dopliku mnoziny viech vektorti, které lze zapsat ve tvaru Q”q.

Zaporny gradient rozkladame na dvé slozky - vektory s a v - pak
—g,=s+v=s+Q'q (6.52)
Ptedchozi rovnici nasobime zleva matici Q, pak
—Qg, = Qs +QQ'q

Protoze Qs = 0 (nebot zatim chceme zustat v uréené mnoziné aktivnich omezenf), pak z
predchozi rovnice uréime vektor

-1
a=-(QQ") Qg
Odtud hledany piipustny smeér

s= |-T+Q7 (QQ") " Q| = Py, (6.53)
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kde matice )

P= {—I +Q" (QQ") Q] (6.54)
je projekéni matice. Pokud podle (6.53) vyjde nenulovy smér s, pak plati
—gls = (—gf —sT + sT) s=q'Qs+s’s=sTs>0

Je to tedy piipustny smér, zajistujici klesani. Pokud podle (6.53)) vyjde smér s = 0, pak
mohou nastat dvé moznosti:

1. Je-li vektor q > 0, pak z (6.52)) plyne
-g,=Q'q (6.55)

Pro kazdy jiny pripustny smér z musi samoziejmé platit Qz < 0 - viz (6.51)).
Vynasobime-li tento vztah zleva vektorem q?, ktery je dle pfedpokladu nezdporny,
pak

q'Qz<0, = —g{z<O0.

To znamend, 7ze kazdy pripustny smér svird ostry thel s gradientem (gfz > 0) a
proto bod x;, ze kterého vychézime, je bodem minima. Itera¢ni proces hledani tedy
konéi.

2. Je-li alespon jedna slozka vektoru q zaporna, lze nalézt novy nenulovy piipustny
smér. Je-li tedy ¢; < 0, pak vytvoiime novou matici Q tak, ze z matice Q vynechdme
i-ty fadek a s matici Q vypocteme novou projekéni matici P a novy smér § # 0.
Je-li vice slozek vektoru q zapornych, vybereme tu nejzapornéjsi ¢; < 0.

Nyni je nutno ovérit, zda novy smér s neporusi omezeni. Pro s = 0 plati .
Po vynéasobeni transpozice rovnice zprava vektorem § dostaneme (pii respek-
tovan{ vztahu Qs = 0)

0 < —g;5=0q' Q5 =gas
kde a; je i-ty fadek matice A, to je ten, ktery jsme pii tvorbé matice Q z matice
Q vynechali. Protoze dle predpokladu je ¢; < 0, pak musi byt a;s < 0 a proto novy
smeér S neporusi omezeni.

Zname-li pripustny smér s # 0, uréime délku kroku ay, tak, ze uréime & podle
a=max{a : x;+as piipustné}
pak optimalni oy urc¢ime z
a = argm{%n{f(xk +as) : 0<a<a}

Pokud ap = @&, pak jsme ziejmé narazili na dalsi omezeni, které se tedy stalo aktivnim
omezenim. Proto pifi dalsi iteraci toto omezeni musime pfidat do mnoziny aktivnich
omezeni.

Pokud jsou omezeni nelinedrni, ve tvaru h(x) < 0, pak je v bodé x; linearizujeme,
urcime aktivni omezeni a vytvofime projekci zaporného gradientu funkce f(x;) do te¢ného
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podprostoru uré¢eného témito aktivnimi omezenimi - viz obr. 6.10. Jsou-li aktivni omezeni
urcena vztahem h(xy) = 0 je projekéni matice Py analogicky ke vztahu (6.54) urcena

—1
P — |-+ Vh(x)" (Vh(x)Vh(x,)") Vh(xk)]. (6.56)
Pii tom muze nastat situace zndzornénd na obr. [6.10l Vlivem kiivosti nelinedrnich

omezeni padne takto ziskany bod, (ktery oznac¢ime jako bod y), mimo omezeni, nespliuje
tedy podminku h(y) = 0.

— gk
/ y
PR T
______ ~
h(z) <0 Tpp1 T h(z) =0

Obréazek 6.10: Projekce bodu y na mnozinu omezeni

Proto musime postupovat nasledovné: Nejprve tedy ziskame bod y pomoci projekce
negativniho gradientu do linearizace aktivnich omezeni - pomoci projekéni matice P dle
(6.56). Potom je tieba ve sméru kolmém k te¢né nadroviné promitnout bod y do mnoziny
omezeni.

Hledame tedy bod x;,; = y + Vh(x;)Ta takovy, aby h(x;,;) = 0. To nalezneme
linearizaci omezeni. V bodé x; plati

h(x;.1) = h(y + Vh(x;)a) = h(y) + Vh(x;) Vh(x;) o

Aproximace plati pro |a] i |y — x| malé. Z podminky h(x;,1) = 0 uréime
-1
o = — [Vh(x;)Vh(xx)"]|  h(y)

a dalsi iteraci podle vztahu
-1

X1 =y — Vh(xy)" [Vh(x)Vh(x:)"| " h(y)

Je ztejmé, ze se behem itera¢niho postupu mohou uplatnit dalsi omezeni - viz obr. 6.11a,
pripadné prumét bodu y do mnoziny omezeni nemusi existivat - viz obr. [6.11p. Proto
pii implementaci metody je tieba provést fadu modifikaci. Bylo zjisténo, ze metoda ma
linedrni konvergenci.

6.4.4 Metoda redukovaného gradientu

Metoda redukovaného gradientu byla v roce 1963 navrzena Wolfem pro linearni omezeni a
v roce 1965 Carpentierem pro nelinedrni omezeni. Metoda souvisi se simplexovou metodou
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7 h(z) <0 \
hQ(m) =0 |

Obréazek 6.11: Problémy pfi projekci bodu y na mnozinu omezeni

linearniho programovani a s metodou projekce gradientu. Ve shodé se simplexovou metodou
se 1 v této metodé proménné déli na bazové a nebazové.

Uvazujme nejprve linedrni omezeni. Problém bude potom ve tvaru
min{f(x) : Ax=Db, x >0} (6.57)

Linedrni omezeni, kterych necht je m, predpokldddme ve standardnim tvaru. Predpokld-
dame, ze problém neni degenerovany, coz znamena, ze libovolnd mnozina m fadka matice
A je linearné nezavisla. Potom libovolné piipustné reSeni ma nejvyse n — m proménnych
nulovych.

Vektor proménnych rozdélime na dvé ¢dsti x = [u’, vT]T, kde subvektor u m4 dimenzi
m. Obdobné rozdélime matici A na dvé submatice B a C podle vztahu A = [B, C] kde
submatice B je ¢tvercova regularni matice rozméru m x m. Puvodni problém ma nyni

tvar
min{f(u,v) : Bu+Cv=b, u>0, v>0} (6.58)

7 predchoziho omezeni muzeme proménnou u vypocitat
_n-l -1
u=B "b-B 'Cv

Potom piirtustek kritéria vyjadiime pomoci gradientu kritéria vzhledem k proménné v, to
je pomoci tzv. redukovaného gradientu

Flaw) — A0V 9y

u v dv=V,f(u,v)du+V,f(u,v)dv
= V,f(u,v)dv — V,f(u,v)B 'Cdv

[Pt - Tuain o

Redukovany gradient funkce f(u,v), ktery ozna¢ime g™ je vektor rozméru n —m a
je roven

o) — (df(;‘;")> = [Vof(u,v) - V.f(u,v)B'C] (6.59)

Nutné podminky prvniho fadu pro optimalitu jsou splnény pravé tehdy, kdyz
gz(r) = 0, pro vSechny v; > 0
¢ > 0, proviechny v; =0.
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To je ziejmé z nasledujici tvahy:

T
Piirustek kritéria je ziejmé df (u,v) = [g(r)} dv. Podle nutnych podminek je prirustek
nezaporny v optimalnim bodé.

Pokud je v; > 0, pak prirustek dv muze byt libovolny a proto musi byt v optimu
odpovidajici slozka gradientu nulova. Je-li naopak v; = 0, pak prirustek dv musi byt
pouze nezaporny (pro dodrzeni omezeni) a proto musi byt v optimu odpovidajici slozka
gradientu nezaporna.

Nyni uréime tzv. promitnuty redukovany gradient s jehoz slozky jsou

S'_{O pro v; =0, a gzm>0

—g!” jinak

Ve sméru s provadime jednorozmérovou minimalizaci a uréujeme nové body

Vil = Vi +as

Up1 = u, — aB !'Cs

a optimalni
o" = argmin f (U1, Vi)

Pokud ugy1 a viiq jsou pripustné body, pak pokracujeme v nové iteraci vypoctem nového
redukovaného gradientu atd.

Pokud pfi jednorozmeérové minimalizaci narazime pro néjaké a < «* na omezeni,
(néktera slozka vektoru ugi; nebo vy se stane nulovou), pak musime rozlisovat dva

pripady:

1. pokud se stane nulovou néktera slozka vektoru vyi.i, pak polozime o := & a
pokracujeme dalsi iteraci.

2. pokud se stane nulovou slozka vektoru u 1, pak polozime opét a* := &, ale soucasné
musime zménit rozdéleni vektoru x na dva subvektory u a v tak, ze ptislusnou
nulovou slozku vektoru ugy; pfesuneme do mnoziny slozek vektoru v a naopak
nékterou nenulovou slozku vektoru vy ; zase presuneme do mnoziny slozek vektoru
u. Proto musime odpovidajicim zptusobem zménit rozdéleni matice A na submatice

B aC.

Pokud jsou omezeni nelinedrni, problém je ve tvaru
min {f(x) : g(x) =0, x> 0} (6.60)

Vektor proménnych opét rozdélime na dvé ¢dsti x = [u?,vT|", kde subvektor u ma
dimenzi m, ktera je rovna poctu omezeni.

Nelinearni omezeni v bodé x;, linearizujeme. Z omezeni g(x;) = 0 plyne pro piirtustky

_ 08 g, _
dg = audu + 8vdv =0.
Odtud .
_ |0g| Og
du = — [au] 8vdv
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Prirustek kritéria je potom roven

d f(u,v) = V,f(u,v)du+V,f(u,v)dv

= V.f(u,v)dv—V,f(u,v) [gﬂ gidv

Redukovany gradient funkce f(u, v), ktery opét oznacime g™ je vektor rozméru n —m a

je roven
df (u,v T
o) — <f(>) _

dv

Vo f(u,v) - Vaf(u,v) [gﬂ §§] (6.61)

Dalsi postup je stejny jako v linearnim pripadeé.

Metody pokutovych a bariérovych
funkci

Tyto metody problém optimalizace s omezenim aproximuji problémem optimalizace bez
omezeni.

Penalizacni metody aproximuji puvodni problém s omezenim problémem bez omezeni
?
pii ¢emz za vyboceni z omezeni platime ”penale“, které se pridava k puvodnimu kritériu.
Penéle ¢i pokuta je v tomto pripadé vnéjsi pokutova funkce.

Bariérové metody aproximuji puvodni problém s omezenim problémem bez omezeni
pridanim ¢lenu, ktery nés penalizuje, pokud se blizime k hranici omezeni. V tomto piipadé
se jedna o vnitini pokutovou funkci.

6.4.5 Metody pokutovych funkci

Mejme tedy problém optimalizace s omezenim

min {f(x) : g(x) <0} (6.62)

Definujeme si penaliza¢ni (pokutovou) funkei P(t) s vlastnosti P(t) > O prot > 0a P(t) =
0 pro t < 0. Pomoci penalizaéni funkce P(t) aproximuji predchozi problém optimalizace
s omezenim problémem bez omezeni ve tvaru

min {f(x) +ad P(gi(x))} (6.63)
i=1
kde a je dostatecné velkd kladnd konstanta. Funkce P(t) muze byt na piiklad rovna

P(t) = max [0, t]?

Pro omezeni ve tvaru rovnosti muzeme volit pokutovou funkci P(t) = t?. Pokud a bude
hodné velké, tak omezeni budou priblizné splnéna a pro a — oo bude Teseni konvergovat
k feseni puvodniho problému s omezenim.
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aP(x)
L =100 a = 100

Obrazek 6.12: Pokutové funkce aP(x) pii omezeni a < x < b.

Postup feseni je takovy, ze pro rostouci posloupnost koeficientu {a;}, kde aj11 > a; >0
opakované fesime problém bez omezeni s penaliza¢ni funkci, to je problém

min {g(a;,x)} = min {

Fo0) +ay 3 P<gi<x>>} (6.64)

i=1

Q(a_3: QI)
//
I
0 x
ToT1 X9 T3 -

Obrazek 6.13: Posloupnost feSeni problému s pokutovou funkei pti omezeni x > 0.

Kazdy subproblém ma4 feseni, které oznacime x;. Pfi tom plati fada zajimavych tvrzeni

1. Pro posloupnost feseni jednotlivych problému plati

q(ay,%5) < qlajyn,Xj41)
P(x;) > P(xj41)
f(x5) < f(x41)

2. Je-li x* optimalni feseni puvodni 1ilohy s omezenim, pak

f(x) = qlaj,x;) = f(x5)
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3. Jestlize x; je posloupnost generovana penalizacni metodou, pak limitni bod této
posloupnosti je fesenim puvodni tlohy

lim f(x;) = /(x")

J—0o0

Dokazte predchozi nerovnosti a nakreslete obrazek demonstrujici uvedené nerovnosti - viz
obr. (.13

Je tteba poznamenat, ze penalizac¢ni metody jsou sice velmi jednoduché a v praxi dobie
pouzitelné, ale penalizacni funkce obecné velmi zhorsuji rychlost konvergence pouzitych
algoritmu. K minimalizaci problému bez omezeni je mozno pouzit libovolnou numerickou
metodu.

6.4.6 Metody bariérovych funkci

V bariérovych metoddch platime penédle, kdyz se blizime k hranici omezeni - viz obr. [6.14]
Ptiblizovani se tedy déje z vnitinitho bodu mnoziny piipustnych hodnot. To znamena, ze
bariérova metoda je pouzitelna pouze tehdy, méa-li mnozina piipustnych hodnot vnitini
body. Metoda bariérovych funkci nutné musi startovat z vnitintho bodu, takze jiz pri
startu metody muze nastat problém s nalezenim vnitiniho bodu.

LB(2)

Obrazek 6.14: Bariérova funkce %B(x), pii omezeni a < x < b.
J

Mé¢jme tedy optimalizacni problém

min {f(x) : g(x) <0} (6.65)

Bariérové funkce B(x) je definovand na mnoziné X = {x : g(x) < 0}. Pfitom je to funkce
nezapornda a spojitd a B(x) — oo, pokud bod x se blizi ke hranici omezeni.

Bariérova funkce muze byt na priklad rovna
1
B(t) = —7 nebo  B(t) = —log(—t) (6.66)

Postup feseni je takovy, ze pro rostouci posloupnost koeficientu {3;}, kde 5;11 > 3; > 0
fesime problém bez omezeni s bariérovou funkci, to je problém

mip {160+ 5 3 Ba)} (6.67

J =1
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Kazdy subproblém mé pro urcité 3; feseni, které oznacime jako x;. Pfi tom plati, Ze limita
posloupnosti feSeni x; pro  — oo generovana bariérovou metodou je feSenim puvodni
tlohy. Musime ale zajistit, Ze pfi itera¢nim vypoctu neporusime omezeni, nebot mimo
omezeni neni bariérova funkce definovana, pripadné bariérovou funkci musime dodefinovat
B(t) = oo pro x ¢ X.

Kombinace penalizaéni a bariérové funkce byla pouzita v metodé SUMT (Sequential
Unconstrained Minimization Technique) - techniky, kterd vyuziva sekvenéni minimalizaci
bez omezeni k feseni problému minimalizace s omezenim. Autofi této metody byli Fiacco
a McCormick v sedesatych letech. Optimalizac¢ni problém s omezenim ve tvaru

min {f(x) : g(x) <0, h(x) =0} (6.68)
muzeme prevést na sekvenéni feseni problému bez omezeni ve tvaru
) 1
min { £06) = - S lon(-a10x) + 0, (1,607 (6.69)
i i

pro rostouci mnozinu koeficientt «; a 3;. Zde se pouziva kombinace penalizaéni i bariérové
metody.

Bariérové metody se staly zdkladem modernich metod zvanych metody vnitiniho
bodu, kterym vénujeme nasledujici odstavec.

6.4.7 Metody vnitiniho bodu

Metody vnitintho bodu (interior point methods) byly pouzity poprvé Karmarkarem v
roce 1984 pro feseni problému linearniho programovani. Tyto metody vychézeji z metody
SUMT. V roce 1988 byly rozsiteny na obecny problém Néstérovem a Némirovskym.

Méjme konvexni mnozinu omezeni g;(x) <0, i = 1,..., m, kde funkce g; jsou konvexn{
a hladké. Uvazujme nyni neprazdnou mnozinu ostrych omezeni

X={x: g(x)<0,i=1,...,m}.
Na této mnoziné si definujeme logaritmickou bariérovou funkci

B(x) = { ;Oz?il log(—g:(x)), §;§

Bariérova funkce B je konvexni a hladkd na mnoziné X a blizi se nekonecnu, kdyz se bod
x blizi ke hranici mnoziny X.

Nyni uréime bod x(©, ktery je bodem minima bariérové funkce B(x)

x(© = arg min B(x) = arg max I, (—g;(x)) (6.70)
xeX xeX

Poznamka: Uvédomme si, ze plati

x(? = argmin [— > 108;(—91'("))1
= argmax log IT;(—g:(x))]
= argmax 1L (—g:(x))]
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|

Bod x(© se nazyva analyticky stifed nerovnosti g;(x) < 0. Tento bod existuje,
pokud je mnozina X ohranic¢end. Je to bod, ktery je vlastné robustnim feSenim mnoziny
nerovnosti. Je to vnitini bod mnoziny X, ktery je v jistém smyslu nejvice vzdalen od
hranice oblasti.

Bod x(® mizeme ur¢it Newtonovou metodou za piedpokladu, Ze zndme piisné pifpustny
pocateni bod.

Tak napiiklad pro linedrni nerovnosti alx < b;, i = 1,...,m , je bariérova funkce

1
B(x) =", log (bi - afx) . Konstanta b; —al x > 0 je rovna "nesplnén{” i-té rovnosti.

Meéjme opét optimalizaéni problém
min{f(x) : ¢(x) <0, i=1,...,m} (6.71)

kde funkce g; jsou hladké a konvexni. Pro a > 0 definujme funkci
af(x)+ B(x) = af(x) = >_log (—g(x)) (6.72)
i=1

Tato funkce je hladka a konvexni. Je zdola omezena za predpokladu, ze mnozina
{x : f(x) <7, g:i(x) <0} je pro nejaké v ohranicena. Koeficient « je vlastné relativni
vaha mezi kritériem a bariérovou funkci.

Nyni si definujeme funkci

x*(a) = arg min (af(x) + B(x)) (6.73)

xeX

Funkce x*(a) pro a > 0 se nazyva centralni cesta. Pro a = 0 je bod x*(0) analyticky
stted nerovnosti a pro @ — oo vede tato cesta k feseni puvodniho problému . Body
x*(av) pro uré¢ité o muzeme opét urcit Newtonovou metodou, ovéem opét za predpokladu,
ze je dan prisné pripustny poc¢atecni bod (vnitin{ bod mnoziny omezeni).
Metoda feSeni optimaliza¢niho problému bez omezeni je tedy jednoduché:

Pro ur¢ité o > 0 a piisné piipustny bod x uréime Newtonovou metodou bod x*(«),
pricemz startujeme z bodu x. Dalsi iteraci provedeme z nového pocatecniho bodu x =
x*(a), ktery je roven pravé vypoctenému bodu na centralni cesté. Pro nové (zvétsené)
a = af, kde 8 > 1 spocteme novy bod na centrdlni cesté. Timto zpusobem ziskdme
posloupnost bodu na centralni cesté, které odpovidaji rostouci hodnoté parametru o.
Posloupnost bodu na centralni cesté, které ziskame feSsenim minimalizacniho problému
bez omezeni, vede na reseni naseho puvodniho problému s omezenim. Uvédomme si, ze
slozitost metody neroste s poc¢tem omezeni. To je podstatny piinos této metody (vlastné
v8ech penalizacénich a bariérovych metod).

Pti tom se vyskytuji problémy s volbou pocateéni hodnoty parametru « a s volbou
koeficientu 3, ktery zajistuje rust koeficientu o v dalsf iteraci. Tato volba znamend kom-
promis, nebot pomaly rist koeficientu o, znamend mensi pocet kroki Newtonovy metody
v jedné iteraci, ale celkova konvergence metody k feseni je pomalejsi.
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Nyni ukdzeme na souvislost bodu na centralni cesté s dualitou. Nutné podminky pro
bod x* () = arg min (af(x) + B(x)) jsou

1

aVf(x*(a)) + ; (@) Vgi(x*(a)) =0 (6.74)
Ptedchozi rovnici piepiseme do tvaru
. ™\ Vo (x (@) = S
V(@) 3 AVl (@) =0, A= ens0 (6

Z predchozi rovnice plyne, ze x*(«) minimalizuje Lagrangeovu funkci

L A) = f(x(a)) + i A gi(x (@) (6.76)

Z teorie duality vime, ze minimum primarniho problému neni mensi nez feseni dualniho
problému, cili

Pz ) = i) =g (760 + ()

— fx(@) + f;Aigxx*(a»

. m
= f() - (6.77)
kde jsme optimum puvodniho problému oznacili f*.
To znamena, ze bod na centralni cesté nam poskytuje dolni odhad
* * * m
foc(a) 2 f 2 fix(a) - (6.78)
To muzeme pouzit pri odhadu presnosti dosazeného feseni.
Nyni srovndme nutné podminky optimality puvodnfho problému (6.71]) s nutnymi
podminkami (6.74]) pro bod na centralni cesté. Pro konvexni optimaliza¢ni problém

min {f(x) : ¢i(x)<0,i=1,...,m} (6.79)

plati, ze bod x* je bod optima, pravé kdyz existuje vektor A > 0, ze plati (Kuhnovy -
Tuckerovy podminky)

gi(x) < 0
Vi) + Z N Vgi(x*) = 0
C hglx) = 0 (6.80)

Z predchoziho vykladu plyne, ze bod x*(«) na centralni cesté vyhovuje nutnym a postacujicim
podminkam v nasledujicim tvaru. Existuje vektor A > 0, ze plati

gi(x) < 0
Vix)+Y N Vgx) = 0

=1

(6.81)

. 1
—Aigi(x*) = a
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Odtud plyne, ze centralni cesta je spojita deformace podminek optimality pro puvodni
problém.

Metoda stifedu

Modifikaci predchozi metody je metoda stiedu (Method of Centers). Pro konvexni optimal-
izacni problém si zvolime konstantu v > f*, kde f* je optimalni hodnota kriterialni
funkce. Definujeme body x*(7), které jsou analytickymi stfedy nerovnosti f(x) < 7, a
gi(x) < 0. Plati

(o) = ang i (~lon(r = 0) — 3 o) (682
xeX i=1
Bod x*(y) spliuje nutné podminky ve tvaru
1 Ui 1
——— VX)) + ), ——— Vg(x(a) =0 6.83
y—Fee) OOt & ey VO (05)
Odtud plyne, ze bod x*(7) je na centralni cesté
1
x*(y) = x*(a), a=—"—"""- (6.84)

Poznamka: Body x* rozlisujeme pouze jejich argumenty. To znamend, ze body x*(7)
jsou definovéany v (6.82) a body x*(«) jsou definovény v (6.73)).
O

Proto body x*(), v > f* také parametrizuji centralni cestu a tudiz poskytuji také
dolni odhad ve tvaru

T2 () =m (v = f(x(7)) (6.85)

Algoritmus metody stiedu je nasledujici:

e Zvolime pocatecni bod x, parametr v, koeficient 6 a zvolenou presnost vypoctu
(toleranci) e, které vyhovuji

x € X 0 <6 < 1
v > f(x) e >0

e Pro pocéteéni bod x vypocteme Newtonovou iteraéni metodou novy bod x*(y) podle
(16.82)).
Jestlize
m(y— f(x"(7)) <e, (6.86)
pak je splnéna zvolend presnost vypoctu a bod x*() je s danou presnosti fesenim
naseho problému.

e Pokud zvolend presnost neni dosazena, pak s novou pocatecni podminkou x = x*(7y)
znova Newtonovou metodou fesime problém ((6.82)) s novou hodnotou parametru

vi=(1-0)f(x)+ 6y (6.87)
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Koeficient 6 je koeficient konvexni kombinace horniho odhadu v kritéria a skutecné
hodnoty kritéria f(x). Cim je koeficient # mensi, tim vice iteracnich kroku Newtonovy
metody je tfeba k vyreseni problému ((6.82)).

Vypocty bylo ovéieno, ze zrychleni vypoctu je dosazeno, kdyz pouzijeme g > 1 kopii
omezeni f(x) < ~. Potom Newtonovou metodou fesime problém

(o) = ang iy (atosts — 109) ~ 3 lon(-aix) (69
xeX i=1
Dobra volba je ¢ = m.

Metody vnittniho bodu jsou v soucasnosti nejefektivnéjsi numerické metody. Spolu se
sekvenénim kvadratickym programovanim jsou nejoblibenéjsimi numerickymi metodami.
Je ovsem dulezité si uvédomit, ze obé metody vyuzivaji pii dil¢ich vypoctech fadu dalsich
numerickych metod.

6.4.8 Sekvencni kvadratické programovani
Uvazujme nejprve problém nelinedrniho programovani s omezenim ve tvaru rovnosti
min {f(x) : h(x) =0} (6.89)

Lagrangeova funkce pro tuto tilohu je L(x, A) = f(x)+A"h(x). Nutné podminky (nulovost
gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k obéma proménnym) vedou na soustavu ne-
linearnich rovnic

Vfx) + A'Vh(x) = 0

h() s (6.90)

Pokud je funkce f(x) kvadratickd a omezeni h(x) linedrni, jedné se o problém kvadrat-
ického programovani.

Kvadratické programovani

Nejprve vytesime problém optimalizace kvadratického kritéria s linearnim omezenim -
tzv. kvadratické programovani. Prozatim budeme uvazovat linedrni omezeni typu
rovnosti

1
min {f(x) = ixTHX +cfx Ax = b} (6.91)
Podle jsou nutné podminky pro optimum této tlohy linedrni

Hx + ATA + ¢ = 0

Ax + ~ b =0 (6.92)

Snadno je mozno ukéazat, ze je-li matice H reguldrni a méa-li matice A plnou fadkovou
hodnost (hod A = m), pak je matice predchozi soustavy regularni, to znamend, ze nutné
podminky (6.92)) vedou na jediné fesen.

Analytické feSeni ziskame snadno. Z prvni rovnice plyne

x=-H'ATA\-H ¢
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Ptedchozi rovnici vyndsobime matici A a vysledek dosadime do druhé rovnice v (6.92)).
Pak dostaneme .
A=—(AH'A") (AH 'c+b) (6.93)

po dosazeni do rovnice pro x dostaneme
x=—H" [I — AT (AH AT AH‘l] c+H'AT(AH'AT) b (6.94)

Ptedchozi vztahy pro x a A nejsou vhodné pro numericky vypocet.

Pokud mame kvadraticky optimaliza¢ni problém s omezenimi ve tvaru nerovnosti,
témér vyhradné se k jeho feseni pouzivé iteracni metoda aktivnich mnozin. Uvazujme tedy
kvadraticky optimalizacni problém

1
min {f(x) = ixTHX +cfx rax=0b, i €B, ax<b,icl } (6.95)

kde E je mnozina omezeni typu rovnosti a I je mnozina omezeni typu nerovnosti. Z
mnoziny omezeni typu nerovnosti jsou néktera aktivni a ostatni jsou neaktivni. Protoze na
pocatku vypoctu nevime, ktera z nerovnostnich omezeni jsou aktivni a ktera ne, pracujeme
s tzv. pracovni mnozinou W, v niz jsou vSechna omezeni typu rovnosti a néktera omezeni
typu nerovnosti.

Necht tedy v k-té iteraci jsme v bodé x;. Bod x;, vyhovuje véem omezenim a splituje
omezeni typu rovnosti pro soucasnou pracovni mnozinu Wy. Mnozina Wy, zahrnuje vsechna
omezeni typu rovnosti (vsechna i € E) a nékterd omezeni typu nerovnosti (néktera i € I).

Problém ([6.95) muzeme zapsat v ekvivalentnim tvaru

min{ £0) = o) + 6 (= x) 4 5 (x0T G- x) s R T b (099

T
79

Pritom radky matice A jsou tvoreny vektory a
vektoru b.

Aby problémy ((6.95)) a byly totozné (az na konstantu, kterd méni pouze hodnotu
kritéria, ale neméni optimalni bod), pak g, = ¢ + Hx.

1 € Wy a k tomu odpovidajicimi prvky

Nyni si zavedeme vektor prirustku di, = x — x;, a pak problém muzeme vyjadrit
ve tvaru

1
min {f(x) = f(de) = f(xx) + g dy + idngk Dajdy=0,ieW } (6.97)
Pro tento problém vytvoiime Lagrangeovu funkci
1
L= f(xx)+gld; + 5d’£Hdk + Y Najdy (6.98)
ieW

Odtud plynou nutné podminky optimality

Hd, + A"\ + g = 0

Ad, — 0 (6.99)

kde fadky matice A jsou rovny vektorim al, i € W. Z predchozi soustavy vypocteme

7 )

prirustek dg. Nyni muze nastat nékolik moznosti:
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1. Pokud d; = 0, pak jsme v optimu x* = X}, nebot to muze nastat pouze pro g, = 0.

2. Pro di # 0 je xpy1 = X + di. Je-li x4 piipustné, pak k£ := k + 1 a provadime
dalsi iteraci s nezménénou pracovni mnozinou Wy, = Wy.

3. Pokud xj.1 neni piipustné, pak
X1 = Xg + ady,

kde koeficient o < 1 volime tak velky, az narazime na néjaké nové omezeni. Reknéme,
ze je to omezeni j-té, kde j € W. Pak musi platit

a]T (X,z€ + O./dk) = bj

Protoze pro vsechna 7 ¢ W plati a]Txk < bj, pak z predchozi rovnice plyne ozafdk >
0, j € W. Odtud plyne

a7
o — bj — & Xy,
=& = T
Vypocet «; provedeme pro vSechna j € W. Za skutetné o = aj, vezmeme to

nejmensi z «;. Timto zpusobem jsme urcili piipustné aj spolu s indexem j-tého
omezeni, na které jsme nyni narazili a proto ho musime zahrnout do mnoziny pra-
covnich omezeni, pak Wy, = W, U j. Proto ptipustnou hodnotu a; vypocteme
podle vztahu

b, — aTxk
ay= min |1, 22— 6.100
. a}“dk>0[ aj dy ] ( )

4. Timto zpusobem jsme urcili bod x;1 a novou pracovni mnozinu Wy, . Je-li \; > 0
pro vSechna ¢ € E a ¢ € I, pak bod x;.; = x* je optimalni bod.

5. Je-li nékteré )\; < 0, pak z mnoZiny vsech \; < 0, vybereme to nejmensi. Necht je
to A,
p =arg min A,
i, A;<0
pak omezeni p-té vypustime z pracovni mnoziny Wy ;.
To plyne z citlivostni véty - pfi minimalizaci je piirustek kritéria Af = —A,Ab,.
Protoze pii zméné omezeni z rovnosti na nerovnost je prirtstek omezeni Ab, < 0,
pak pro Af < 0 musi byt prislusny Lagrangeuv koeficient A\, < 0.

To je postup feseni problému kvadratické optimalizace s linedrnimi omezenimi ve
tvaru rovnosti i nerovnosti. Nyni popiseme numericky algoritmus pro feSeni problému
nelinedrniho programovani nejprve s omezenim ve tvaru rovnosti.

Piimé metody

Uvazujme tedy problém nelinedarniho programovani (6.89)). V tomto odstavci uvedeme
primé metody feSeni Lagrangeovych rovnic .
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Zvolime si hodnotici funkci (merit function), podle které budeme ocenovat algo-
ritmus vypoctu optima

m(x,A) = ; \Vf(x) + ATVh(x)

*+ ; Ih(x)? (6.101)
Prvni ¢len v hodnotici funkci je rovny kvadratu normy gradientu Lagrangeovy funkce po-
dle proménné x a druhy ¢len je vlastné pendle za nesplnéni omezeni problému. Je ziejmé,
ze bod minima hodnotici funkce m(x, A) je stejny jako bod, ktery spliuje Lagrangeovy
rovnice a vyhovuje omezenim ulohy. Proto se hodnotici funkce také nékdy nazyva
absolutni penaliza¢ni funkce. Plati nasledujici tvrzeni:

Véta:
Necht body (x*, X*) spliiugi nutné podminky pruniho ¥ddu pro lokdlni minimum hodnotici
funkce m(x, A) dle a bod optima (x*, ") je requldrnim bodem (hodnost Jacobiovy
matice Vh(x*) je rovna m) a Hessova matice H(x*, X*) = V2f(x*) + (A*)" V2h(x*)
Lagrangeovy funkce L(x, X) = f(x)+ATh(x) je pozitivné definitni. Pak (x*, X*) je globdlni
minimum hodnotici funkce m(x, A) a m(x*, X*) = 0. O

Nyni pojedndme o dvou itera¢nich metodach feSeni nelinedrniho problému. Prvni
metoda voli jako smér hledani gradient Lagrangeovy funkce, je to tedy metoda prvniho
rfadu. Druha metoda je Newtonova metoda druhého fadu.

Metoda prvniho fadu

Nejprve k hledédni optima pouzijeme gradientni metodu prvniho fadu. Uvazujme tedy
itera¢ni proces
Xpp1 = Xp — o VoLl(xp, Ap)"

6.102
>\k+1 = )\k + C(kh(Xk) ( )

Smér hledani proménné x je ve sméru, ktery je rovny zapornému gradientu Lagrangeovy
funkce vzhledem k proménné x (je to proto, ze hleddme minimum vzhledem k x). Smér
hledani Lagrangeovych koeficientu je ve sméru kladného gradientu Lagrangeovy funkce
vzhledem k proménné A (je to proto, ze hleddme maximum vzhledem k X).

Nyni ukdzeme, Ze smér hleddni je smérem zajistujicim klesani hodnotici funkce, coz
znamena, ze je negativni skaldrni soucin vektoru smeéru hledani s gradientem hodnotici
funkce. Podle (6.102) je smér hleddn{ vektor se slozkami —V, L(xx, Ax)” a h(x;). Gradient
hodnotici funkce ma slozky

Vem(x,A) = V,.L(x,A) V2L(x,A) + h(x)" V,h(x)
Vam(x,A) = V. L(x,A) V. h(x) (6.103)

Skaldrni soucin gradientu hodnotici funkce a sméru hledani je roven
~V.L(x,\) V2L(x,A) V.L(x,A)" <0.

Odtud ale pouze plyne, ze zvoleny smér hledani zarucuje klesani hodnotici funkce pokud
V.L(x,A) # 0. To znamend, ze volbou koeficientu «j pomoci néjakého algoritmu jed-
norozmérové optimalizace hodnotici funkce ve zvoleném sméru, iteraéni proces konverguje
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k bodu, ve kterém V,L(x,A) = 0. Nemdme ale zddnou zaruku, ze v nalezeném bodé je
h(x) = 0.

Proto je tieba provést modifikaci hodnotici funkce. Upravena hodnotici funkce je rovna
m(x, A) = m(x, A) = [ f(x) + ATh(x)] (6.104)
Gradient modifikované hodnotici funkce je
Ven(x,A) = V.L(x,A) VAL(x,A) + h(x)" V,h(x) = yV,.L(x,\)
Van(x,A) = V.L(x,A) V,h(x) — 7h(x)” (6.105)
Soucin gradientu modifikované hodnotici funkce se smérem hledani je roven
VL A) [VEL(x,A) = 1] VLL(x )T — 4 [h(x)

Protoze predpokladame, ze Hessova matice Lagrangeovy funkce je pozitivné definitni, pak
existuje v (dostateéné malé), ze predchozi vyraz je negativni pokud soucasné V, L(x, A) #
0 a h(x) # 0. Proto zvoleny smér hledani zarucuje klesani modifikované hodnotici funkce.
Pro urc¢itou hodnotu koeficientu v iteraéni metoda konverguje k feseni problému
(6.89).

Newtonova metoda

Pro nalezeni stacionarniho bodu Lagrangeovy funkce je nejpouzivanéjsi Newtonova metoda.
Budeme tedy aplikovat Newtonovu metodu na feseni soustavy

V.L(x,A) = Vfx)+A'Vh(x) = 0

VyL(x,\) = h(x) _ 0 (6.106)

Pripomenme si, ze pro feseni rovnice ¢(x) = 0 je Newtonuv iteracni algoritmus xj,1 =
/ —1
X, — [q' (%] q(x).
Nasi funkci z (6.106]) rozvineme v fadu v okoli xy,

TR [T [T e
+ l Vf”h(()x’f)T ] A (6.107)

kde Xk+1 = Xk + AXk a Ak-{-l = )‘k + AAk Aby

= o]

pak plati
—Vao L(xp, M) T
— l _}E(;k) k) ] (6.108)

K prvnf rovnici v pfedchozi soustavé piiddme ¢len (Vh(x,)TAr), pak je prvni rovnice

[ ViL(Xk,)\k) Vh(Xk)T ] [ AXk ]

V2 L(xp, M) Axy, + Vh(x)T (AN, + A) = =V L(xg, Ap)” + Vh(xg)T A
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Vyraz na pravé strané piedchozi rovnice je roven —V f(x;)?. Potom lze rovnici (6.108)
zapsat ve tvaru

V2L(xi, Ak Vh(xg)" ] [ Ax 1 _ [ V)" ] (6.109)

Vh(Xk) 0 Ak-Jrl —h(Xk)

Predchozi soustava rovnic je podobnd soustavé (6.92). Bude mit tedy jednoznacné resent,
pokud matice Vh(x*) md plnou fddkovou hodnost a matice V2L(x*, A*) je pozitivné
definitni. Postacujici podminky druhého fadu pro nas puvodni problém ((6.89) jsou kromé
toho, ze matice Vh(x*) ma plnou fddkovou hodnost, jesté navic matice V2L (x*, A*) musi
byt pozitivné definitni na te¢ném podprostoru M k mnoziné omezeni, kde M = {x
Vh(x*)x = 0}.

Postacujici podminky jsou tedy trochu odlisné od predchozich podminek pro jed-
noznacné reseni predchozi soustavy rovnic. Abychom zajistili pozitivni definitnost Hessovy
matice Lagrangeovy funkce na celém prostoru, pak je tieba opét provést modifikaci
puvodniho problému (6.89). Misto problému min {f(x) : h(x) = 0} uvazujeme ekviva-
lentni problém min {f(x) + 3¢ lh(x)]* : h(x) = 0} pridénim pendle ic |h(x)|*. Hessova
matice tohoto problému je

H(x) = V2L(x,A) + ¢Vh(x)" Vh(x)

kde L(x, A) je Lagrangeova funkce ptivodniho problému. Pro dostate¢né velkou penalizaéni
konstantu c je tato nova Hessova matice pozitivné definitni na celém prostoru.

Newtonova metoda zarucuje fad konvergence alespon dvé, pokud jsme dostatecné
blizko teseni. Abychom zarucili konvergenci ze vzdalenych bodu - globédlni konvergenci -
je tieba zarucit, aby proces hledani zajistoval klesani hodnotici funkce. To zaru¢ime, kdyz
v Newtonové sméru budeme provadét jednorozmérovou minimalizaci volbou optimalniho
koeficientu . Ono totiz plati, ze smér generovany Newtonovou metodou je smér, ktery
zarucuje klesdni hodnotici funkce (6.101]). Soucin gradientu hodnotici funkce s
Newtonovym smérem podle je roven

—[Va L, A)|* = ()

Predchozi vyraz je zaporny pokud V,L(xg, Ax) # 0 nebo h(xy) # 0.

Odtud plyne, ze Newtonova metoda zarucuje globalni konvergenci, pokud je aplikovana
s proménnym krokem.

Modifikované Newtonovy metody a kvazi-Newtonovy metody

Modifikace Newtonovy metody se provadi proto, abychom se vyhnuli pfimému vypoctu
Hessovy matice Lagrangeovy funkce Hy = V2L(xx, Ax). To je moZno provést riznym
zpusobem. Hessovu matici muzeme aproximovat néjakou matici Q,,, kterd muze byt bud
konstantni béhem iterac¢niho procesu, nebo muze byt aktualizovana napiiklad metodou
BFGS, pak

e _ Qi Q,
gde  dyQud;

Qi1 = Qr + (6.110)
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kde
diy = Xpp1—Xp
dr = VeLl(Xpp1, Aps1) — VaL(xe, Ap)

Pii tom Mgy ziskdme feSenim (6.109). Abychom soustavu rovnic (6.109) nemuseli fesit
celou, provadi se aproximace vektoru Ay a feSime pouze horni ¢ést soustavy (6.109)), to
je rovnici

VaL(xk, Ak) Axp + Vh(x)" A1 = =V f(x)"
jejiz teseni je po upraveé
_ 2 -1 I\T
Xk+1 = X — [VxL(xk, Ak)} VZ,L(X]C, Ak) (6111)

kde g je néjaky odhad aktualizace vektoru Lagrangeovych koeficientu. Existuje celd rada
moznosti, z nichz zde uvedeme pouze jedinou

Xk = Ak + Ch(Xk).

Posledni clen vznikl z penaliza¢niho ¢lenu %c\h(x)|2, ktery se pfidda k minimalizované
funkei f(x) a ¢ > 0 je néjakd konstanta.

Rozsitfeni na nerovnostni omezeni

Newtonova metoda tesi soustavu rovnic, kterd je podobna soustavé rovnic pii feSeni
problému kvadratického programovani pii linearnim omezeni ve tvaru rovnosti. Kvadrat-
ické programovani jsme posléze rozsitili na feSeni problému se smiSenymi omezenimi ve
tvaru rovnosti i nerovnosti. Na feSeni tohoto problému jsme pouzili metodu aktivnich
mnozin.
Proto je mozno navrhnout obdobnym zpusobem rozsireni Newtonovy metody na feSeni
problému s nerovnostnimi omezenimi. Uvazujme tedy nasledujici optimalizac¢ni problém
min {f(x) : h(x) =0, g(x) <0} (6.112)
Tento problém tesime iteracné. Definujeme si Lagrangeovu funkci

L(x, A\, 1) = f(x) + ATh(x) + p'g(x) (6.113)

Méjme tedy pripustny bod x; a vektory Lagrangeovych koeficienti Ay a p. Itera¢né
fesime kvadraticky problém

min {Vf(xk)sk + ;sf [VQf(xk) + Af V?h(xy) + pi VQg(xk)] sk} (6.114)

S omezenim

Vh(Xk)Sk—{—h(Xk) =0

Vg(xp)sy +g(xx) < 0 (6.115)
kde xp11 = X + sx a Lagrangeovy multiplikatory jsou Lagrangeovymi multiplikatory
problému kvadratického programovéni (6.114]).

Sekvencni kvadratické programovani se sklada ze tii zakladnich kroku:
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1. Aktualizace Hessovy matice Lagrangeovy funkce

2. Pouziti kvadratického programovani na feSeni kvadratického problému s pouzitim
metody aktivnich mnozin

3. Jednorozmérové hledani a vypocet hodnotici funkce

Metoda vyzaduje start algoritmu z pfipustného bodu. Pokud ho nezndme (nelze zvolit z
realné podstaty problému), pak pripustny bod ziskdme fesenim nésledujiciho problému

min{y : h(x) =0, g(x) —vye <0} (6.116)

kde e = [1,1,...,1]7 je vektor s jednotkovymi prvky. Za pocatecni piipustny bod xq
zvolime néjaky bod, splnujici pouze omezeni typu rovnosti.

Algoritmus sekvenéniho kvadratického programovani je syntézou rady metod. Na zavér
uvedeme v souhrnu algoritmus metody.

1. Nalezeni pripustného pocatecniho bodu xy a pocateéni pozitivné definitni matice

Qo
2. Reseni kvadratického problému (6.114) s omeznimi (6.115)). Je-li s, = 0, pak jsme

ziskali feseni problému v bodé x;,.

3. Ve sméru s, provedeme jednorozmérovou minimalizaci, pak
Xk+1 = X + QiSk

Parametr a4 je volen tak, aby zajistil dostatecny pokles hodnotici funkce. Hodnotici
funkeci volime ve tvaru

m(x) = f(x) + Y _rihi(x) + Y rymax|0, g;(x)]
Vahové koeficienty r;, r; se voli imeérné Lagrangeovym koeficientum A;, p;.

4. Provedeme aktualizaci matice Q, podle metody BFGS. V literatufe jsou popsany i
jiné moznosti aktualizace aproximace Hessovy matice.

Metoda sekvencniho kvadratického programovani je spolehliva a velmi efektivni numericka
metoda.



Kapitola 7

Reseni regulac¢nich problému
variacnimi metodami

7.1 Problém optimalniho fizeni dynamickych
systému

Dosud jsme se vénovali feSeni problému optimalizace statickych systému, které byly
popsany soustavou rovnic a nerovnic. Cas se v téchto problémech nevyskytoval.

Nyni se budeme vénovat problémum optimalizace dynamickych systému, to je systému
v nichz jsou proménné zavislé na case. Nejprve se budeme vénovat optimalizaci spojitych
systému. Pro feseni takovych problému je tieba znat

1. Popis dynamického systému, modelujiciho realny objekt, ktery chceme optimélné
ridit. Toto omezeni je vyjadieno obvykle diferencidlnimi rovnicemi.

2. Z podstaty problému vyplyvaji omezeni nékterych proménnych. Proto soucasti for-
mulace problému jsou casto soustavy rovnic a nerovnic.

3. Nezbytnou soucéasti problému je vybér cile, ktery chceme dosdhnout. Tento cil se
obvykle formuluje ve tvaru kritéria optimality a nasim cilem je optimalizovat (min-
imalizovat ¢i maximalizovat) toto kritérium.

Nyni tyto obecné ivahy budeme konkretizovat.
Dynamicky systém je obvykle popsan stavovymi rovnicemi
x(t) = f(x,u,t)
y(t) = f(x,u,t) (7.1)
kde x(t) je stavovy vektor systému,
u(t) je ridici vektor - nezavisle proménn4,

y(t) je vystupni vektor.
Veliciny v systému nemohou obvykle nabyvat libovolnych hodnot, jejich omezeni je

u(t) e UC R", x(t) e X C R". (7.2)

139
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kde U,X jsou mnoziny piipustnych hodnot fizeni a stavu systému, které jsou obvykle
kompaktni, nebo jesté lépe konvexni mnoziny.

Obvykle zndme pocatecni stav systému x(ty) = xo. Nasim problémem je tidit systém
tak, aby na konci intervalu fizeni [ty, t1] byl systém ve stavu x(t;) = x;.

Pokud je koncovy stav dosazitelny, pak prechod z pocatecniho stavu xy do koncového
stavu x; muze byt uskuteénén ruznym zpusobem. Abychom mohli vybrat optimalni fesent,
je tteba zvolit kritérium kvality fizeni, které néjakym zpusobem ohodnoti feseni tlohy -
kazdému teseni priradi redlné ¢islo (Casto pouze nezéporné) a podle jeho velikosti muzeme
porovnavat jednotlivd feseni a vybirat z nich to nejlepsi. Kritérium kvality fizeni (které
budeme znacit J) v problémech dynamické optimalizace je obvykle ve tvaru

J (to, x(to), 1, x(t1), u(t)) = h(x(t)) + /tjl g(x(t), u(t),t) dt (7.3)

kde h a g jsou skalarni funkce svych argumentu.

Kritérium kvality fizeni méd dva cleny. Prvni ¢len h(x(t1) , je zavisly na stavu systému v
koncovém case t;. Tento ¢len hodnoti tedy cil trajektorie. Druhy, integralni ¢len, hodnoti
prubéh trajektorie systému - zpusob jakym je dosazeno cile.

Definice problému optimalniho tizeni:
Problém optimdlniho Tizeni spocivd v uréeni takového tizeni u(t) systému na in-
tervalu tog < t < ty, aby byla splneéna omezent a kritérium kvality rizent bylo
minimalni. Takové Tizeni je optimdlni Tizeni a budeme ho znacit u*(t). a
Tento obecny problém ma ruzné modifikace:
Koncovy bod trajektorie, to je koncovy ¢as t; a koncovy stav x(¢;) muze byt pevné zadén.
Pak mluvime o problému s pevnym koncem trajektorie. V tomto pripadé neni tieba
uvazovat prvni ¢len v Kkritériu , protoze je konstantni a nema vliv na optimalizaci.
Neni-li urcéen pouze koncovy cas t;, pak hovoiime o problému s volnym koncovym
¢asem. Neni-li uréen pouze koncovy stav x(t;), pak hovofime o problému s volnym
koncovym stavem. Piipadné koncovy bod musi byt prvkem néjaké dané mnoziny, zvané
cilova mnozina.

Nejprve budeme tesit takové problémy, ve kterych nejsou omezeny mnoziny piipustnych
stavu X a pripustnych tizeni U.

Povsimnéme si, ze kritérium J podle (7.3)) pritadi kazdé funkei u(t) a x(¢) spliujici
omezen{ a néjaké realné ¢islo (hodnotu kritéria). Kritérium je tedy
funkcional. Problém optiméalniho fizeni spojitého systému je tedy problémem nalezeni
extrému funkcionalu pti respektovani omezeni danymi stavovou rovnici systému a
omezujicimi podminkami .

Urcenim optimdlniho fizeni u*(t) vytesime problém optimdélniho ovlddani, to je
fizeni systému v oteviené smycce. Pro uréeni optimalniho zpétnovazebniho fizeni je tieba
urc¢it optimalni fizeni jako funkci stavu, pak u* = u*(x,t). Tim provedeme syntézu op-
timalniho regulatoru.

Nutnou podminkou existence optimalniho fizeni je to, Ze existuje alesponi jedno piipust-
né fizeni, kterym stav x(¢;) v Case t; dosdhneme. Neni-li fizeni omezeno, predchozi
pozadavek splnime, lezi-li koncovy stav x(t;) v podprostoru dosazitelnych stavi. Pro
omezené fizeni dle ((7.2)) ani dosazitelnost koncového stavu obecné nestaci pro resitelnost
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problému.

Budeme-li v kritériu hodnotit misto stavu x(t) pouze vystup systému y(t), pak
takové kritérium snadno do tvaru prevedeme, dosazenim z ([7.1p) za y(t).

Casto mame jiné pozadavky na Fzeni systému. Mame dénu funkei w(t) - nazyvanou
referencni signdl, reference nebo pozadovand funkce - a nasim pozadavkem je, aby vystup
systému co nejvérnéji sledoval tuto referenci. Chceme tedy, aby odchylka trajektorie e(t) =
w(t) — y(t) byla v néjakém ohledu minimdlni. Pfitom ¢asto nemame zadné pozadavky
na koncovy bod trajektorie - bod x(¢;) je volny. Tento problém se nazyvé problém
sledovani (Tracking Problem). Také pro tento problém muzeme zavést kritérium jehoz
obecny tvar je totozny s tvarem (7.3)).

Je-li reference w(t) konstantni (nejcastéji nulova), koncovy bod x(t1) je volny a kon-
covy Cas t; je pevny, pak se jedna o specielni problém sledovani, ktery se nazyva problém
regulatoru (Regulator Problem).

7.2 Variacni metody

V této kapitole velmi struéné pojedname o variaé¢nich metodach, které urcuji nutné a
postacujici podminky, které musi splnovat extrém funkcionalu - kritéria kvality fizeni.

7.2.1 Zakladni varia¢ni iloha

Zékladni varia¢ni iloha spo¢iva v nalezeni extrému funkcionélu ve tvaru

1
T(a(0) = [ g (a).#0).0) di (74)
Funkce ¢g(.) je tzv. jddro funkciondalu. Pro danou redlnou funkci z(¢) ma funkcional
urcitou hodnotu. Pfitom funkce () musi spliiovat urcité pozadavky - obvykle to musi
byt funkce spojita s derivacemi definovanymi jednoznaéné s vyjimkou koneéného poctu
bodu. Takové funkce nazyvame ptripustné funkce a body, ve kterych nejsou derivace funkce
jednoznacéné definovany se nazyvaji thlové body. Kfivka z*(t), kterd zajistuje extrém
funkcionalu, se nazyva extremala.

Nyni odvodime nutné podminky, které splnuje extremala. Nutné podminky budou
obdobné nutnym podminkam pro extrém funkce - nulovost prvni derivace v bodé extrému.
Postup odvozeni nutnych podminek extrému funkcionalu je nésledujici. Funkci z(t)
vnotime do tiidy funkci

x(t) = x*(t) + edz(t)

kde 2*(t) je extremaéla, dx(t) je variace funkce x(t) (odchylka funkce od extremaly) a ¢ je
néjaké realné ¢islo. Spoc¢teme hodnotu funkciondlu J(z*(t)) a J(z*(t) 4+ edx(t)) a urcéime
piirustek hodnoty funkcionalu

AJ(e, (1), 0x(t)) = J(*(t) + £62(t)) — J(z*(1)) (7.5)

Je-li extremadla x*(t) takovd funkce, pfi niz nabyvé funkciondl (|7.4)) minimaln{ hodnoty,
je zfejmé, ze pifrustek funkciondlu AJ podle ([7.5)) je nezéporny pro libovolné e a §z(t)
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Za predpokladu, ze prirustek funkcionalu ma konecéné derivace podle € v okoli £ = 0,
muzeme piirustek funkcionalu rozvést do rady, pak
0J(z* + ebx)
Oe

1 9% J(a* + edx)
E+ 3
e=0 2 e? e=0

AJ = el (7.6)
Prvni ¢len rozvoje se nazyva prvni variace funkcionélu, kterou znac¢ime ¢.J. Prvni variace
funkciondlu je obdobné prvni derivaci funkce. Obdobné je druhy clen rozvoje nazyvéan
druhou variaci funkcionalu, pak prirustek funkcionalu je

1
AJ:saJ+552 82T +---

Aby v 2*(t) nastal extrém funkciondlu, je nutnd podminka nulovost prvni variace funkcionédlu
pro x(t) = x*(t), cili

0J(z* + edx)

7 =0 pro libovolné dx (7.7)

e=0

Znaménko druhé variace funkcionalu

0?J(z* + edx)
0e?

e=0

urcuje druh extrému, to je zda se jedna o minimum ¢i maximum funkciondlu, pro x(t) =
x*(t).
Nyni odvodime nutné podminky extrému funkcionalu ve tvaru (7.4)). Pak plati

Ja® +edn) = [ Yot (8) + e6a(t), (1) + 0 (1), 1) dt (7.9)

to

kde éi(t) = L6z (t). Nutnd podminka extrému je nulovost prvnf variace funkcionalu, ¢ili

0J(z* + bx)

Oe ; / " g (@t 1) + edat), (1) + edi0), 1) dt =0 (7.10)

86 to

e=0
Jadro funkcionalu rozvineme do tady, pak

0J(z* + edx)

o = (7.11)

e=0

_ 0 [t . % @ _ @ @
= 9 /t lg (@ (1), 3" (1), 1) + ed(t) 5 + edi(t) 5= + Ot + 0(5)1 dt

kde derivace funkce g podle svych proménnych bereme v bodé x(t) = z*(t) (to je pro

e =0, 0x = 0). Po provedeni derivace dostaneme

0J(z* + edx)
Oe

_ ("% 9.
- /t lgxésc(t)—i—ax,&c(t)] dt

_ /tj [g202(t) + gs63(t)] di (7.12)

0J =
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kde pro jednoduchost jsme zavedli znaceni g, = %, gi = %. Nyni budeme integrovat po
¢astech predchozi vyraz.

Poznamka: Integraci per partes provadime podle vztahu

/abudv:[uv]Z—/abv du (7.13)

kde u = u(t) a v = v(t). Analogicky plati

b

/ab uo dt = [u U]Z —/ v dt (7.14)

a

Provedeme integraci per partes druhého ¢lenu v ([7.12)), pak

t1 0g . B " t d
| 9500() dt = lgsdx(t)]y, — | L gs0a(t) dt

Odtud variace funkciondlu je

6] = [gxéx(t)]ié + /t:I (gx - (jtgx> dz(t) dt = /t1 <gx — 515996) dx(t) dt (7.15)

to

Posledni uprava plyne z toho, Ze uvazujeme nejprve pevné krajni body a proto dx(ty) =
dz(t;) = 0. Nutnd podminka pro extremélu je nulovost prvni variace funkcionélu (6.J = 0).
Déle pouzijeme pomocnou vétu:

Veéta: Je-li néjaka funkce G(t) spojitda na intervalu (to, t1) a je-li

t1
/ G(t)ox dt = 0,
to
pak pro libovolnou funkci éx(t), spliugici okrajové podminky dz(ty) = dx(ty) = 0, musi byt
funkce G(t) = 0 na intervalu to <t < t;.

a

Odtud plyne nutnd podminka, aby funkce z(¢) byla extremalou. Podle ([7.15) musi
extremala vyhovovat Eulerové - Lagrangeové rovnici

d

e — —0s =0 7.16

9o = 79 (7.16)

Eulerova - Lagrangeova rovnice je obycejné diferencialni rovnice druhého tadu. Po prove-
deni derivace podle ¢asu je tvaru

dg 0% 9% dx  PgdPr

Or Otox Oxdx dt 012 di2

(7.17)

neboli pfi usporném zapisu

dx d*x

gt 1
i 0 (7.18)

9z — Gti — Gzi W
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Jadro funkciondlu - funkce g(x, &, t) - musi byt funkce spojitd spolu se svymi parcidlnimi
derivacemi do druhého adu pro ¢y < t < t;. Extreméla x*(¢) je funkce spojita, ma spojité
prvni a druhé derivace az na konecny pocet bodu - tyto body se nazyvaji ithlové body.

Eulerova rovnice ([7.16)), (7.17)) nebo ([7.18) je nelinearni diferencialni rovnice druhého

fadu. Jejim fesenim dostaneme dvouparametrickou soustavu funkef z(¢, «v, 3) v niz parame-
try a a (3 uréime z okrajovych podminek, nebotf podle zaddni problému, extremaila
x(t, o, f) musi prochdzet body z(tog) = o, z(t1) = 2.

Priiklad 1: Zobecnénd kvadraticka regulaéni plocha
Nalezneme extremadly, které minimalizuji funkciondl ve tvaru zobecnéné kvadratické reg-
ula¢ni plochy

J= /0 T (@20 + TP (0)] de (7.19)

Okrajové podminky jsou x(0) = xg, x(c0) = 0.
7 Eulerovych - Lagrangeovych rovnic plyne, ze extremaly ziskame feSenim diferencialni
rovnice

gfc—jtgi:2x—2T2i:0
Resen{ predchozi rovnice je ziejmé rovno
z(t) = e T + ﬁe+%
Z okrajovych podminkek dostaneme feseni - extremaéla je funkce
2 (t) = e T (7.20)

Extreméla je exponenciela s casovou konstantou 7. Pro T' = 0 neexistuje spojita funkce
spliujici okrajové podminky.

Pti zpétnovazebnim optimalnim fizeni systému nékdy navrhujeme konstanty regulatoru
s pevnou strukturou tak, aby minimalizovaly kritérium (7.19)). Hleddme tedy takové kons-
tanty regulatoru, aby se regulacni odchylka pfi odezvé na skok fidici velic¢iny ¢i poruchy co
nejvice blizila extremale . Volbou casové konstanty v kritériu volime vlastné
vhodnou dobu prechodového déje a tim také muzeme zmensit ¢i odstranit prekyvnuti
realného regula¢niho obvodu.

|

Prvni problém s omezenim je tzv. izoperimetricka iiloha. Izoperimetricka tloha je
tlohou na minimalizaci funkciondlu ([7.4)) za omezujici podminky

t1
fla,@,0) dt = K. (7.21)
to

Omezujici podminka v izoperimetrické tloze je integralnim omezenim. Tuto tlohu fesime
tak, ze vytvorime rozsiteny funkcional
t1

_ t1
T= [ glw,i,t) + Mz, i,t) dt :/ Gz, &,0) di (7.22)
to

to

kde A = konst. je Lagrangeuv koeficient. Je to obdoba feSeni tilohy na vazany extrém.
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Pro tento funkciondl vytesime Eulerovy - Lagrangeovy rovnice a ziskdme extremaly
x*(t,, B, \). Integracni konstanty opét urc¢ime z okrajovych podminek a Lagrangeuv ko-
eficient A\ ur¢ime z izoperimetrické podminky (|7.21]).

Z predchoziho je ziejmy princip reciprocity: Soustava extremadl je tédz, budeme-li
hledat extrém funkciondlu J dle (7.4 za podminky, ze integral v (7.21) je konstantni,
nebo budeme hledat extrém funkciondlu v ([7.21)) za podminky, ze funkciondl v (7.4) ma
konstantni hodnotu.

Priiklad 2: Nabijeni kondenzétoru
Meéjme sériovy elektricky obvod tvofeny zdrojem napéti v(t), rezistorem R a kondenzatorem

C - viz obr. [Tl

Obrazek 7.1: Elektricky RC obvod - nabijeni kondenzatoru.

Hleddme prubéh takového impulsu napéti «(t) na kondenzatoru C, aby prumérna
hodnota napéti na kondenzatoru C' byla maximalni na intervalu 0 < ¢ < 7T'. Kritérium je
tedy

J= ;/OT u(t) dt (7.23)

Hodnoty napéti u(t) na konci a poc¢atku nabijeni jsou dané u(0) = 0, u(T) = U. Pii
nabijeni kondenzatoru C' pres rezistor R ze zdroje v(t) jsme omezeni energii, kterou
muzeme preménit na odporu R na teplo. Odtud plyne omezeni

T
/ R(t) dt = K
0

kde i(t) je proud tekouci seriovym obvodem. Mezi proudem i(t) a napétim u(t) na kon-

d
denzatoru C' plati vztah i(t) = C di; Podle ([7.22) zavedeme rozsifeny funkcional

T 1 T /1
J= / (u(t)+)\Rz'2(t)> dt = / (u(t)+)\R02u2(t)) di (7.24)
o \T o \T
Eulerova - Lagrangeova rovnice ma potom tvar
1

7 2ARC?i*(t) = 0.

Jejim fesenim je ziejmé kvadratickd funkce u(t) = a + St + ~vt?. Integraéni konstanty «,
B, v urcime z okrajovych podminek a izoperimetrické podminky. Po dosazeni a upravéach
dostaneme

11 [BKT | BKT
=0 = U+ — — 302 = — 302
=0 F=7U+7\ he 7= "\ Rez
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Uloha mé realné fesenf pouze tehdy, je-li vyraz pod odmocninou kladny, to je pro

U%RC?

K>

Pokud neni predchozi nerovnost splnéna, nelze souc¢asné splnit izoperimetrickou podminku
a okrajové podminky. Pfedchozi omezeni plyne z nasledujici ivahy: Pokud mame kon-
denzatoru dodat néjaky naboj Q = UC, kde Q = [ i(t) dt, pak vyraz [§ Ri%(t) dt je
nejmensi, bude-li proud i(t) = konst. .

To prokazeme snadno fesenim nésledujici pomocné lohy
T T
min/ Ri*(t) dt,  za podminky / i(t) dt = Q =UC = konst.
0 0

Rozsiteny funkciondl pro tento problém

7= " (R + Xi() dt

vede na Eulerovu - Lagrangeovu rovnici 2Ri(t) + A = 0. Jejim feSenim je ziejmé i(t) =
U;ﬁ' = konst.. Energie pfeménénd na odporu na teplo je nejmensi, bude-li proud i(t)
konstantni (chceme-li dodat kondenzétoru C' nédboj Q).

Proto izoperimetrickd konstanta K v nasi puvodni tloze musi byt vétsi nez

1 1 UC\? RU?C? 1 U?RC?
= / : / ( ) / )
A Ri=(t) dt ; R T dt T2 ; dt T

7.2.2 Volné koncové body

Casto nejsou dény pocatecnt (to, o), nebo koncové body (¢, x1). Abychom mohli v téchto
pripadech variacni ulohy Tesit, potfebujeme néjaké podminky, které ve volném koncovém
bodu musi platit. Tyto podminky se nazyvaji podminky transverzality.

Podminky transverzality odvodime z prirustku funkcionédlu, podobné jako jsme odvodili
Eulerovu - Lagrangeovu rovnici. Uvahu provedeme pro volny koncovy bod. Pro volny
pocétecéni bod je postup tplné obdobny. Aby bod (t1, z1) byl optimalni koncovy bod,
musi byt nulova linedrni ¢ast prirustku funkciondlu (7.4) pii zméné koncového ¢asu ¢ o
€ 0t; a zméné koncového stavu x1 0 € 0.

Prirustek funkciondlu je roven

t1 t1+6t1
AJ= [ |g(x+ox, &+ 0t,t)—g(z, &, t)] dt + g(z + oz, &+ dz,t) dt (7.25)
to t1
Prvni integral upravime rozvojem jadra v fadu, pak plati
t1 t1
/ [ ] dt = / (9202 + g:02) dt (7.26)

to to

Integraci druhého ¢lenu per partes dostaneme

t1 d
. tl —_— — .
[gz0],, + /to (gx dt%) oz dt
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Jelikoz extremala splinuje Eulerovu - Lagrangeovu rovnici je integral v predchozim vztahu
roven nule. Druhy integral v (7.25) pii zanedbani ¢lent fadu (dt1)? a vyssich je roven

t1+6t1
/ g(x +dx, &+ 02,t) dt = g(x, @,t)|,_, Ot1.

t1

x(t)

|

Obrazek 7.2: Volny koncovy bod - variace v koncovém bodé.

Pifristek funkciondlu je po téchto tipravach roven prvni variaci funkciondlu, nebot
uvazujeme pouze cleny prvniho fadu. Pak tedy

AJ =06J = [gi0x],_, + g(z, T, t)],_, Ot. (7.27)

Pritom variaci v koncovém bodé miuizeme podle obr. vyjadrit pomoci totalni variace
ve tvaru
51‘(t1) = (51‘(751 + (Stl) - x(tl)étl

Totélni variaci v koncovém bodé ozna¢ime oz, pak dz = dx(t; + dt1). Potom po uprave
dostaneme obecnou podminku transverzality ve volném koncovém bodu

6J=0=1[(g—29:) 5t]t:t1 + [giéx]t:tl (7.28)

Uplné obdobné podminky plati pro volny pocateéni bod trajektorie.

Z obecnych podminek transverzality plynou nékteré zvlastni pripady:

1. Volny konec trajektorie
Pokud je koncovy cas t; volny, je variace dt v koncovém case libovolna. Je-li také
koncovy stav z(t1) volny, je i variace dx v koncovém stavu libovolnd. Z obecnych
podminek transverzality dostaneme v tomto pripadeé

g—29; = 0 pro t=1
g = 0 pro t=t. (7.29)

Pro volny pocatecni bod plati obdobné podminky.
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2. Pevny cas, volny konec
Pokud je pevny koncovy ¢as tq, pak je variace v koncovém ¢ase nulova. Podminky
transverzality (7.28) se v tomto pripadé redukuji na

9: =0 pro t=t (7.30)

3. Pevny konec, volny c¢as
Pokud je naopak z(t;) = x1 pevné, ale koncovy cas t; je volny, pak z plyne
v tomto piipadé
g—1g; =0 pro t=1t; (7.31)

4. Koncovy bod lezi na kiivce = = p(t)
V tomto pripadé nejsou variace dx a dt v koncovém bodé nezavislé. Zrejmé plati

d p(t)
dt
Po dosazeni predchoziho vztahu do ((7.28]) dostaneme podminky transverzality pro

koncovy bod lezici na kiivee © = p(t) ve tvaru

(Sl‘(tl) = 5t1 = gb(t)étl

g+ (p(t) —2)g:=0 pro t=1t (7.32)

5. Pevné krajni body, pevna doba feSeni t; — ;5 = «
V tomto piipadé je volny pocatecni cas ty i koncovy cas t; s podminkou, zZe jejich
rozdil je konstantni t; — ty = «. Variace dty a dt; jsou vazany podminkou

(tl + 5t1) — (to + 5t0) =«

Odtud 6ty = dt; = dt. Podminky transverzality jsou v tomto piipadé
l9— jzgﬂ'c]t:tl —lg— j;gﬂb]t:to =0 (7.33)

Priklad 3: V minulém odstavci jsme vyftesili ilohu o optimalnim nabijeni kondenzéatoru
C tak, aby sttedni hodnota napéti na kondenzatoru byla maximélni pfi omezeni tepelnych
ztrat na nabijecim rezistoru R. Pfitom byly pevné dany pocédteéni napéti u(0) a koncové
napéti u(7T) = U a také koncovy a pocatecni ¢as - viz piiklad 2. Nyni vyfesime stejnou
tlohu, ale velikost napéti na konci nabijeni u(7") neni pevné dana. Jedn4 se tedy o tlohu s
pevnym koncovym ¢asem a volnym koncem trajektorie. Podle ([7.24)) je jadro funkcionélu
g(u,u,t,\) = (%u(t) + )\RC'QuQ(t)) Podle (|7.30)) jsou podminky transverzality

2AXRC*u(T) = 0

V ptedchozim piikladu jsme odvodili, ze extremaly jsou paraboly. Z podminek transverza-
lity plyne, ze derivace napéti v koncovém ¢ase je nulovd 4(7") = 0. Snadno odvodime, ze
extremala spliujici poc¢ateéni podminku u(0) = 0, izoperimetrickou podminku i podminku
transverzality je u*(t) = a + [t + vt2, kde

_o0 p=_L /3 _ L 3K
“=5 ~c\Verr 7" 2T\ RT

V tomto pripadé ma uloha vzdy feSeni.



KAPITOLA 7. VARIACNI METODY 149

7.2.3 Dalsi nutné a postacujici podminky
Legendrova podminka

Eulerova - Lagrangeova rovnice byla odvozena z pozadavku rovnosti nule prvni variace
funkcionalu. Pro zjisténi o jaky typ extrému se jedna je nutno piipojit dalsi nutné podmin-
ky.

Jsou-li funkce x*(t) extremély (vyhovuji Eulerové - Lagrangeové rovnici), pak, pokud
mezi spojitymi kifivkami existuje maximum ¢i minimum funkcionalu, muzeme jejich vybér
omezit na funkce x*(¢).

Je-li prvni variace funkciondlu rovna nule, pak podle znaménko druhé variace
funkciondlu urc¢uje znaménko piirustku funkciondlu. Aby extremédla x*(¢) byla minimem
funkcionélu, pak prirustek funkcionalu musi byt nezaporny. Odtud plyne nutnd podminka
pro relativni minimum

Yii = 0, (7.34)

pripadné pro relativni maximum
9ii < 0. (7.35)

Tyto nutné podminky druhého fadu se nazyvaji Legendrovy podminky. Jejich zesilena
verze, to je

iz > 0 pro minimum

iz < O pro maximum (7.36)

jsou postacujici podminky pro slabé relativni maximum ¢i minimum.

Priklad 4: Ovérte, ze Legendrova podminka je splnéna v prikladu 1. Jaké jsou Leg-
endrovy podminky v piikladu 27

Jacobiho podminka

Extremdly tvoii svazek kiivek vychéazejicich z daného pocéteéniho bodu x(ty). Tato sous-
tava kiivek tvofi pole. Pozadujeme, aby v intervalu ¢ty < ¢ < t; se extremaly v néjakém
jiném bodé neprotinaly, ¢ili aby tvorily tzv. centralni pole.

Protinaji-li se extremély v néjakém jiném bodé nez je stied svazku (to je bod z(ty)),
takovy bod nazyvame konjugovany bod, pak pole extremal neni centralni.

Poznamka: Konjugované body soustavy kiivek z(t,c), kde ¢ je parametr soustavy,
tvori obdlku soustavy kiivek, jejiz rovnice je
0x(t, c)
oc

=y(t,c)=0

Tak naptiklad pro soustavu parabol z(t, ¢) = (t—c)? je rovnice svazku % =2(t—c) =0.
Odtud ¢ = t a po dosazeni do rovnice svazku dostaneme mnozinu konjugovanych bod,
ktera je v tomto ptipadé rovna x = 0. Ukazte, Ze svazek piimek x = ct ma jediny
konjugovany bod a tim bodem je stied svazku ¢t = 0, z = 0.

O
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Nyni odvodime podminku, aby extremaly tvorily centralni pole. Extremaly vyhovuji
Eulerové - Lagrangeové rovnici g, — %ggb = 0. Tuto rovnici budeme derivovat podle

néjakého parametru c
d d d

%gz—%%%:o

Odtud plyne

09, 0x  0g, O d<39¢8:v 393;«67:&)

Or Oc Ot dc dt \ Or Oc 0% Oc
Po dosazeni % = u a upraveé dostaneme diferencidlni rovnici
d d L+ 1 =0
g d tg d tg g

Odtud plyne koneény tvar Jacobiho diferencialni rovnice

d d
v Ut |72 0ii — Jui| Ut | 77900 — Gaw| U =0 7.37
g U+[dt9 g]?w[dtg g]u (7.37)
Piedchozi rovnice je diferencidln{ rovnice druhého fédu pro funkei u(t) = 2-.

Jacobiho podminka je splnéna, pokud u(t) # 0 kromé pocatecniho bodu v case t.
Jacobiho podminka je nutnou podminkou extrému funkcionalu. Vyhovuje-li pole extremal
Jacobiho podmince, potom jsou-li dany pocateéni a koncové body trajektorie, existuje
pouze jedina extremala, kterd splinuje obé okrajové podminky.

Priiklad 5: Ovérte, zda je splnéna Jacobiho podminka v tiloze na minimum kvadratické
regulacni plochy - viz piiklad 1. Funkcional, jehoz minimum hledame je

J= /°° (« + (T2)?) dt,  «(0) = xo, z(00) = 0
0
Jakobiho rovnice je dle (7.37)
2T%i(t) + 00(t) — 2u(t) =0

Jeji feseni je

Sl

u(t) = creT + cae”
Z podminky u(0) = 0 plyne ¢; = —co = ¢. Kromé stiedu svazku v bodé u(0) je Jakobiho
podminka u(t) # 0 splnéna. Pole extremal tvoii centralni pole se stiedem svazku v bodé
x(0) = xo.

Weierstrassova podminka

Hleddme znaménko prirustku funkciondlu pii prechodu od extremély (kiivky, kterou
oznacime C') k néjaké jiné, blizké kiivce (oznacime ji Cy). Pak

AJ = / g(x,a,t) dt—/g(:c,jc,t) dt
Cy c
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Tento prirustek funkcionalu muzeme po tpraveé vyjadrit ve tvaru
AJ :(/l%@zﬁj)ﬁ (7.38)
c

kde Weierstrassova funkce F je rovna

dg(x, s, 1)

E = g(x’z’t)_g(z,s,t)—(z_s) 0s

(7.39)

kde s je derivace &(t) na extremadle a
2z je libovolnd jina derivace funkce z(t).

Postacujici podminkou, aby funkcional J nabyval na extremale minima, je podle (|7.38))
nezapornost Weierstrassovy funkce F

E>0 (7.40)

Pro slabé minimum staci, aby nerovnost £ > 0 byla splnéna pro z, z = z blizké k
extremale C'. V tomto piipadé muzeme funkci g(z, &,t) rozvinout do rady

dg(z, s,t) O*g(z,s,t) (z—s)?

g(I,Z,t) :g(x757t>+ Os (Z_S)+ 52 92 g

kde q lezi mezi z a s. Weierstrassova funkce ma potom tvar

)2
E(x,z,s,t) = gx:c(xa(bt) (228)7

Weierstrassovu podminku ([7.40) muzeme potom podle predchoziho vztahu nahradit zesile-
nou Legendrovou podminkou ([7.36]). Pro silné minimum musi byt nerovnost £ > 0 splnéna
pro z, t blizké k bodum extremaly C, ale pro libovolné hodnoty z = ().

Priklad 6: Provérte, zda je splnéna Legendrova i Weierstrassova podminka pfi mini-
malizaci obecné kvadratické plochy podle ptikladu 1.

Zesilena Legendrova podminka je

D?g(x,a,t)

—= L =2/T? > 0

0x? /

pro T' # 0, coz vyhovuje predpokladu. Weierstrassova funkce je pro dany problém
E(z,2,8,t) = 2* + T?2% — 2* — T?s* — (2 — 5)2T%s = T?*(2 — s)*

Z ptedchoziho plyne, ze Legendrova i Weierstrassova podminka jsou splnény pro libovolné
#(t) = z. Extremala, ktera je fesenim Eulerovy - Lagrangeovy rovnice tvoii silné relativn{
minimum.
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Uhlové body

Extremaly, které ziskame feSenim Eulerovy - Lagrangeovy rovnice jsou spojité krivky,
které maji spojité derivace. Pritom extremédla se muze skldadat z tiseku, z nichz kazdy je
feSenim Eulerovy rovnice. Pfitom v misté styku dvou extremal muze dojit k tomu, ze
derivace neni v bodé styku jednozna¢né urcena ( derivace zprava a zleva jsou navzijem
ruzné). Takovému bodu fikdme tthlovy bod. V thlovém bodé méa derivace extremdly
nespojitost prvniho druhu.

Budeme hledat podminky, které musi byt splnény, aby extremala méla thlovy bod.

Predpokladejme, ze v bodé t = t, ma extremdla thlovy bod. Funkcional J miuzeme

vyjadrit ve tvaru
ta 1
J=[ gz 1) dt—i—/ g(x, &, t) dt
ta

to
Je-li ihlovych bodu vice, rozdélime funkcional na vice diléich ¢asti. Mezi thlovymi body
extremaly vyhovuji Eulerové - Lagrangeové rovnici. Podobné jako v tloze s volnymi konci
muzeme predpokladat, ze t, a z(t,) jsou volné a muzeme je uvazovat jako proménné kon-
cové a pocatecni podminky integralu v predchozim vztahu. Potom musi platit podminky
transverzality v bodé t = t,, z nichz plyne
(9= dg2) Sty + 94 5l 250 = 0

Jelikoz variace dt a dx(t,) jsou nezavislé, plynou z predchozi rovnice dvé podminky

(g_iga':)t:tfo = (g_ig:t)t:taw
ili—t,—0 = Yalito 4o (7.41)

Predchozim podminkam fikame Weierstrassovy - Erdmannovy podminky.
Priklad 7: Ovérte, zda existuji ihlové body extremal, které minimalizuji funkciondl

/Otl (#' —64%) dt,  x(0)=0, «(t)=m

Snadno se presvédcime, ze extremdly jsou piimky. Weierstrassovy - Erdmannovy podminky
jsou
it =63 — i (18 —128)| = @' —64% — i (4i® —12i)|

433 — 12:‘5’t:tu_0 — 43P — 12j;\

t=to+0
t=ta+0
Oznacime-li &|4—s, o = u, &|i=t,+0 = v dostaneme piedchozi podminky ve tvaru
P2 —u?) = 3v*(2—0?)
du(u® —3) = 4dv(v? - 3)

Prvni rovnice bude splnéna, pokud |u| = |v|, z druhé rovnice kromé toho plyne u = ++/3,
v = £v/3. Uhlové body extremaly mohou byt libovolné. Extremaly jsou tedy lomené
kiivky se smérnicemi ++/3 - viz obr.
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z(t)

0

to h

Obréazek 7.3: Extremaly z prikladu 7 jsou lomené kiivky.

7.3 Rozsitreni zakladni tdlohy

7.3.1 Extrémy funkcionalu v n-rozmérném prostoru

Hledejme extrém funkcionalu
31

J = g(x,x,t) dt (7.42)

to
kde nyni x(t) = [z1(t), ..., 2,(t)]" je vektorova funkce.

Protoze jednotlivé slozky vektoru x jsou nezavislé, plati nutna podminka extrému
funkcionélu ve tvaru Eulerovy - Lagrangeovy rovnice pro kazdou slozku, tedy

d
e — 095, =0, 1=12,...,n, 7.43
Gai = 3 9 (7.43)
kterou muzeme zapsat také ve tvaru gx — % gx = 0, kde x je vektor rozmeéru n.

Soustava, je soustava n obycejnych diferencidlnich rovnic druhého fadu. Inte-
gracni konstanty, kterych je 2n uré¢ime z n pocéteénich a n koncovych podminek x(¢y) =
X, X(t1) = x;.

Legendrova podminka vyzaduje pozitivni semidefinitnost matice druhych parcialnich
derivaci

829 82g
a2g 8&':?561 T 8m'%a':n
e ; ; (7.44)
x 2% o
Dinin T 02
Pro volny koncovy bod plati podminky transverzality ve tvaru
(9 - Z%%) ot + Y gi0x; =0,  pro t=t. (7.45)
i=1 i=1

Extreméla muze mit ithlové body. Podminky, které musi byt splnény v ithlovém bodé jsou

595ci|t:ta—o = 09, t=tq+0" 1=1,2,...,n
9= gati = 9= Gt (7.46)
i=1 t=t,—0 =1 t=ta+0
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Je-li funkciondl zavisly na vyssich derivacich
t1

J=1 g(xx,...,x™" ) dt (7.47)

to

je nutnou podminkou extrému funkcionalu tzv. Euler - Poissonova rovnice

m

dtmgx( ) ( )

d
gx—%9x+---+(—1)
Predchozi rovnice je vektorova diferencidlni rovnice fadu 2m. Integraéni konstanty urcime
z m pocatecnich a m koncovych vektorovych podminek.

7.3.2 Variac¢ni problémy s omezenim

Jednu varia¢ni metodu s omezenim jsme jiz tesili. Jednalo se o izoperimetrickou tulohu
s omezenim ve tvaru integralu, kterou jsme tesili zavedenim konstantniho Lagrangeova
koeficientu a rozsifeného funkcionalu.

Casto je omezujici podminka urcena algebraickou ¢i diferencidlni rovnici. Hledejme
tedy extrém funkciondlu ((7.42)) pfi omezeni ve tvaru diferencidlni rovnice

fi(x,%t) =0, j=12,....m (7.49)
Tomuto problému fikame Lagrangeova tiloha. Tuto tlohu fesime zavedenim Lagrangeova
vektoru A(t) = [A(t), ..., Am(t)]. Extremdly Lagrangeovy lohy jsou extremalami funkcionalu
_ t1
T= [ lotx% 1)+ X (0)f(x,%,1)] dt (7.50)

to

kde f = [fi1,..., fa]T je vektor omezeni (7.49)).

Lagrangeovu ulohu fesime tak, ze pro funkciondl (7.50) napiSseme Eulerovy - La-
grangeovy rovnice a jejich fesenim dostaneme extremaly puvodni tlohy. Podrobnéjsi roz-
bor této tlohy bude proveden v nasledujicich odstavcich.

Poznamka: Omezeni nerovnici
f(x,%,t) <0 (7.51)

muzeme prevést na omezeni typu rovnosti zavedenim dalsi slozky z,.1(f) vektoru x.
Predchozi omezeni je ekvivalentni omezeni

f(x,%x,t) + 22, = 0. (7.52)
Podobné omezeni ve tvaru oboustranné nerovnosti
a < f(x,x,t) <3, a<f (7.53)
prevedeme na omezeni rovnosti ve tvaru

(f—a)(B—f)—aty =0, (7.54)
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opét zavedenim dalsi slozky vektoru x.

Priklad 8: Méjme opét problém nabijeni kondenzatoru - viz ptiklad 2. Nyni hledame
maximum stfedni hodnoty napéti na kondenzatoru, ale pti omezeni energie Ey nabijeciho
zdroje v(t)

Ey = /0 Vit(t) dt — /0 " cuo() dt (7.55)

Napeéti u(t) na kondenzatoru C' a napéti zdroje v(t) jsou vazany diferencidlni rovnici
v(t) = Ri(t) + u(t), i(t) = Cu(t) (7.56)

Pocatecni podminka je u(0) = 0 a hodnota napéti u(t) v koncovém case t; = T neni
urcena.

Problémem je tedy maximalizovat funkciondl (7.23) pii izoperimetrické podmince
(7.55) a vazebni podmince ([7.56|). Sestavime tedy rozsiteny funkciondl

J= /0 ' [;u(t) FMCU) () + () (u(t) — u(t) — RCu(t))| dt (7.57)

kde A; = konst. a Ay(t) je Lagrangeuv koeficient resp. Lagrangeova funkce. Predchozi
funkciondl je zavisly na (u(t),v(t), A2(t)) a proto napiseme Eulerovu - Lagrangeovu rovnici
pro kazdou proménnou zvIast:

E-L rce pro u(t) : % —M(t) + RCMy(t) — MCo(t) =0
E-L rce pro v(t) MCU(t) + Xa(t) =0
E-L rce pro Ao(t) v(t) —u(t) — RCu(t) =0
Resenim této soustavy tif diferencidlnich rovnic prvniho fédu ziskdme extremély
u*(t), v*(t), A5(t) (overte, ze u*(t) = a+ Bt+~t?). Integraén{ konstanty uréime z pocatecni
podminky u(0) = 0, izoperimetrické podminky a podminky transverzality, kterd je

zde tvaru

i = MCu(T) — X (T)RC =0
kde g je jadro rozsiteného funkciondlu ([7.57)).

7.3.3 Lagrangeova, Mayerova a Bolzova uloha

Zmame tii zékladni typy variac¢nich tloh.

Lagrangeova tloha spociva v minimalizaci funkcionalu

Hx) = [ Yo% 1) dt (7.58)

to

s omezenim ve tvaru

f(x,%,t) =0 (7.59)
Lagrangeovu tilohu fesime zavedenim rozsireného funkcionédlu podle ([7.50)).
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Mayerova tloha spoc¢iva v minimalizaci funkcionalu
T2 (x(t)) = [h(x, )]s = b (x(t1),11) — h (x(to), to) (7.60)

s omezenim ([7.59)).

Bolzova tloha je kombinaci obou ptfedchozich typu tloh a spoc¢iva v minimalizaci
funkcionalu

L&(x(ﬂ)::[h(x,ﬂﬁéﬁ—/glg(x,x,ﬂ dt (7.61)

s omezenim ([7.59)).

Pro Lagrangeovu ilohu mohou byt oba koncové body pevné. Jsou-li volné, potom
pro jejich urceni pouzijeme podminky transverzality. V Mayerové tloze je vzdy alespon
jeden koncovy bod volny. Jeho uréenim minimalizujeme funkcional (7.60]). Bolzova tloha
vyzaduje opét volné koncové body. Jsou-li koncové body pevné, je konstantni neintegralni
¢len v kritériu a proto jej pfi minimalizaci nemusime uvaZovat. Bolzova tloha
prechézi potom v ulohu Lagrangeovu.

Mezi témito typy tloh existuje tésna souvislost. Mayerovu tlohu muzeme ptevést na
ulohu Lagrangeovu. Je-li funkce h(x,t) v diferencovatelna, pak funkciondl

muzeme vyjadrit ve tvaru

bmmafﬂgﬁﬁ:£«%5ﬁ+igm (7.62)

Mayerova uloha presla na tulohu Lagrangeovu ve tvaru (|7.58)).

Obracené muzeme Lagrangeovu tlohu prevést na tilohu Mayerovu. Zavedeme si novou
soutradnici x,1(t), uréenou diferencidlni rovnici

ini1(t) = g (x,1), Tnt1(to) = 0 (7.63)

Lagrangeova uloha minimalizace funkcionalu ([7.58) se pomoci ((7.63)) zméni na Mayerovu

tlohu minimalizace soutadnice 1 (1), nebot
t1 t1 )
J1 = /t g() dt = /t xn+1(t) dt = :L‘n+1(t1) — $n+1(t0) = $n+l<tl> (764)
0 0

Stejnym postupem muzeme pievést Bolzovu ulohu na tlohu Mayerovu. Obdobnym pos-
tupem bychom modifikovali podminky transverzality.

7.4 Reseni problému optimalniho rizeni dynamickych
systému
Problém optimalniho fizeni spojitych dynamickych systému byl formulovan na pocatku

této kapitoly. Jednd se zifejmeé o variac¢ni problém Bolzova typu. Pokud jsou néjaka omezeni
na stavy ¢i fizeni, je tento poblém obtizné resitelny klasickymi variacnimi metodami.
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7.4.1 Optimalni Fizeni bez omezeni

Odvodime si vztahy pro feseni problému optimélniho tizeni spojitych dynamickych systé-
mu, kde dovolend mnozina fizeni a stavu neni omezena, pak U = R", X = R". Méjme
tedy kritérium kvality fizeni ve tvaru

J(x,u) = /tt g(x,u, ) dt (7.65)

s omezenim danym pouze stavovou rovnici spojitého systému
x(t) =f(x(t),u(t),t), x(to) = Xo. (7.66)

Problém urceni optimalniho fizeni u(¢) minimalizujici (7.65)) a respektujici omezeni ([7.66))
je variacni problém Lagrangeova typu. Clen h(x(t1)) v kritériu zatim neuvazujeme. Podle
(7.50) zavedeme rozsiteny funkcional

Lﬂ:tﬁm&mw+AT@—ﬂxmwﬂdt (7.67)

to

Jadro funkcionalu oznac¢ime ¢, pak
o(x,u, A 1) = g(x,u,t) + AT (x — f(x,u,1)) . (7.68)

Extremdly u*(t), x*(t), A*(t) spliuji Eulerovy - Lagrangeovy rovnice, které maji tvar

9 dos _

ox dtox

9 doo _

ou dtou

dp dop

o dias =" (7.69)

Rovnice ) v predchozi soustavé je soustava n diferencidlnich rovnic prvniho radu.
Druhy ¢len v (7.69b) je nulovy, nebot jddro ¢ neobsahuje explicitné u(t) a proto rovnice
(7.69b) neni diferencidlni rovnici. Proto ) je soustava r algebraickych rovnic, ze
kterych uréime optimaln{ fizeni u*(x*, A*,t). Také v (7.69c) je druhy ¢len nulovy, nebot
jadro ¢ neobsahuje explicitné )\(t) Rovnice (7.69¢) je soustava n diferencidlnich rovnic,
totoznych se stavovymi rovnicemi systému (7.66)).

Dosadime-li za ¢ ze (7.68)) do (7.69)) dostaneme po rozepsani do slozek soustavu difer-
encialnich a algebraickych rovnic

SN N =0, j=1,2,...,
al’j im1 al’j J J "
dg - df;
=L N\ =0 k=1,2,...,
8uk ; 8uk "
dvi—fi(x, U.,t) =0 1= 172,...,’/'L (770)

Soustava diferencidlnich rovnic ([7.70a) je soustava diferencialnich rovnic pro slozky vek-
toru A(t) a nazyvéa se rovnice konjugovaného systému. Integrovanim soustavy difer-
encidlnich rovnic konjugovaného systému (|7.70p) a diferencialnich rovnic systému (7.70c),
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spolu se soustavou r algebraickych rovnic ([7.70b) ziskdme optimélni funkce x*(¢), u*(¢
A*(t). Integracni konstanty, kterych je 2n vypocteme z n pocateénich podminek x(ty) a
n koncovych podminek x(t).

Jsou-li volné koncové body, pouzijeme pro urceni integracnich konstant podminky
transverzality. Ty jsou podle (7.45)) pro volny konec (x(t1),t1) rovny

<¢ - Zn: qﬁxazz> ot + Xn: ¢i,01; =0, pro t=ty. (7.71)
i=1 i=1
Po dosazeni za ¢ z dostaneme
(g - i )\Zfl> ot + i Aiox; =0, pro t=ty. (7.72)
i=1 i=1
Je-li tg, t1, x(to) pevné a pouze x(t1) je volné, pak z plyne
zn: Xidx; =0, pro t =ty. (7.73)
i=1

Jelikoz variace dx; je ve volném koncovém bodé libovolna, pak z predchoziho plyne

Je-li tedy koncovy bod x(t;) volny, pak je nulova koncovd podminka konjugovaného
systému.

Je-1i konec trajektorie urcen kiivkou ¢(x) = 0, pak piipustnd variace 0x je moznd jen
ve sméru kolmém ke gradientu funkce p(x). Plati tedy

Oy B

Podminky transverzality (|7.73]) muzeme zapsat ve tvaru )\T(5x‘t .= 0. Odtud porovnanim
=t1

s (773) plyne

Alt) = o (gzy, (7.76)

coz znamena, ze vektor A(t;) v koncovém ¢ase ma stejny smér jako gradient omezeni.

Uvédomme si, ze diferencidlni rovnice (7.70p) a (7.70c) nam spolu s algebraickou
rovnici (7.70p) neumoziujf fesit problém optimdlntho fizen{ v redlném case (on line).
Pro stavovou rovnici systému ([7.70c) zname pocateéni podminku, ale pro konjugovany
systém ([7.70p) pocatecni podminku A(¢g) nezname.

Pro jednoznacnost trajektorie zndme az koncovou podminku systému x(¢;), nebo, je-
li konec volny, zname podle i koncovou podminku A(¢;) konjugovaného
systému.

Vztahy prevedou problém optimalniho fizeni na feSeni okrajového problému
soustavy diferencialnich rovnic. Analytické feseni je totiz proveditelné pouze pro specielni
problémy (jako na priklad problém optiméalniho tizeni linearniho systému s kvadratickym
kritériem optimality, ktery je znamy pod zkratkou LQ fizeni).
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Chceme-li fesit problém optimalniho tizeni v redlném case, nezbyva nam nez pocateéni
podminku A(#y) konjugovaného systému zvolit a fesit diferencidlni rovnice ) a
(7.70c) spolu s (7.70b) az do koncového casu t = ¢1. Pokud x(¢;) nenf rovno koncové
podmince x;, pak musime celé TeSeni znovu opakovat s vhodné upravenou pocatecni
podminkou A(ty) konjugovaného systému. Tento postup musime opakovat tak dlouho,
az x(t1) = x;. Konvergence tohoto postupu neni zaruc¢ena a témér vzdy je velmi pomala.

Mé¢jme nyni obecny problém optimélniho fizeni Bolzova typu s kritériem
t1

J(x(t),u(t)) =h(x(t)+ | g(x,u,t) dt (7.77)

to

Tento problém prevedeme podle (7.62)) na problém Lagrangeova typu. Pii respektovani
omezeni daném stavovou rovnici systému dostaneme rozsifeny funkcional ve tvaru

_ t1 . Oh oh .
J@@JW»:/ g6 t) + AT (% — £(x,u,0)) + 2+ x| (7.78)
to ot ox
Eulerovy - Lagrangeovy rovnice zustanou stejné jako ([7.70]). Oveérte!

Pro volny konec trajektorie x(t1) plati podminky transverzality ¢ = 0 pro t = ¢y,
kde ¢ je jadro funkcionélu ([7.78]). Odtud plyne

== (3)

Priklad 9: Optimalni dobéh stejnosmérného motoru.
Stejnosmérny motor s konstantnim buzenim, fizeny napétim na kotvé, je pfi zanedbani
nelinearit a reakce kotvy popsan soustavou rovnic

(7.79)

t=t1

U = RI+kn

dn
kol = J—
2 JdT

kde U(7), I(7), R je napéti, proud a odpor vinuti kotvy, J je moment setrvacnosti a n
jsou otacky hridele motoru a koneéné kq, ko jsou konstanty motoru.
Zavedeme pomérné hodnoty
ult) = =, i(t)=—, t=—

=g =1 t=7%
kde veliciny oznacené indexem nula jsou jmenovité hodnoty a T je elektromechanicka
casova konstanta. Potom jsou rovnice motoru v bezrozmérném tvaru

u(t) = i(t) + w(t)

wt) = i(t) =u(t) —w(t)

Budeme hledat optimalni fizeni u*(t), které zabrzdi motor, to je prevede predchozi systém
ze stavu w(0) = wp do stavu w(oo) = 0. Kritérium optimality zvolime ve tvaru

J:yémmwm)ﬁ+uﬁmﬁ@wh
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Prvni ¢len kritéria je imérny energii dodané ze zdroje a druhy ¢len je imérny kvadratické
plose odchylky. Snadno se muzeme presvédéit, ze pro v = 0 neexistuji spojité extremaly.
Pokud tedy v # 0, kritérium muzeme upravit do tvaru

J= /0 " (u(0)i(t) + aw(1)) di = /0 T (@ (1) — u(t)w(t) + aw?(t)) dt

Jednd se zfejmé o varia¢ni problém Lagrangeova typu. Sestavime rozsiteny funkcional

J = /0 - (w2(t) = u(t)w(t) + aw?(t) + A(t) (@(t) — ult) + w(t))) dt
Eulerovy - Lagrangeovy rovnice jsou
—u(t) + 20w(t) + A(t) — \(t) =
2u(t) —w(t) — A =
w(t) —u(t) +w(t) = 0

7, druhé, algebraické rovnice, plyne rizeni

W) = 5 (w0t A)

Po dosazeni optimalniho fizeni do zbylych rovnic dostaneme
w(t) = 5 A1) —w(d))
M) = w(t) <2a - ) +IA()

Vlastni ¢fsla matice této soustavy jsou pg 2 = £4/a. Resenf potom muizeme psét ve tvaru

wt) = ali(m)e Vo + e (o)eV™
At) = elo(p)e Vo + cao(pn)eV™
kde ¢y, ¢2 jsou integraéni konstanty a A;(p;) je subdeterminant i-tého sloupce libo-

volného fadku matice (A — ;1) (jsou to vlastneé slozky vlastniho vektoru odpovidajicimu
prislusnému vlastnimu ¢islu). Pro druhou fadku vypocteme subdeterminanty a dostaneme
1

Ai(p) = Ma(Va) = =3

Bofjn) = Mo(VA) = —3 4@

S ohledem na koncovou podminku je co = 0, potom
w(t) = woe vV
At) = Ne Vet

Protoze c1A1(p1) = wo, c1A2(1) = Ao, pak plati \g = wy (1 — 24/a). Pak pro optimélni
feseni plati

wWH(t) = woe Ve
A (t) = wo (1 - 2\/5) e~ Vet
uxlt) = (1 — \/a> w*(t)
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Optimalni fizeni je tmérné 1ihlové rychlosti. Dobéh se déje s ¢casovou konstantou 7 = 7
o
Pro a =1 je u*(t) = 0, ¢asové konstanta dobéhu je rovna jedné. Brzdime ucinné tak,

ze obvod kotvy zkratujeme.

Pro a > 1 je ¢asova konstanta mensi nez jedna. Napéti zdroje u(t) je zdporné, proud
je také zaporny. Energie se ze zdroje napéti spotifebovava.

Pro a < 1 je casové konstanta optimédlniho dobéhu vétsi nez jedna. Napéti zdroje u(t)
je kladné, ale proud je zaporny. Energii v tomto pripadé rekuperujeme.

Pro a = 0 je proud i*(¢) = 0, potom nebrzdime a energeticky optimalni dobéh neexis-
tuje.

Dosadime-li optimalni hodnoty velic¢in do kritéria kvality tizeni, dostaneme

2 2

J:/ w(t)i(t) dt a/ W) dt = =2 (Va—1 Q 9o, a#0

| i) dt+o o) dt =3 (Va-1) +al O £

Z predchoziho vztahu je ndzorné patrno, jak se zménou o méni jednotlivé ¢leny v kombi-
novaném kritériu kvality fizeni.

7.4.2 Reseni optimalizacniho problému s omezenim

Casto méame omezenu oblast zmén tidicich nebo stavovych veli¢in. Potom na hranici
oblasti omezeni existuji pouze jednostranné variace sméfujici dovnitt dovolené oblasti.
Variacni problém je v tomto pripadé tzv. neklasického typu.

Varia¢ni problémy s omezenim se snaze fesi principem maxima. Zde si pouze ukazeme,
jak 1ze omezeni ve tvaru jednoduchych nerovnic prevést vhodnou transformaci na problémy
bez omezeni.

Mame-li tidici veliciny omezeny podminkami
gi(x(t),u(t)) <1, i=1,...,p (7.80)
pak tento systém nerovnosti muzeme nahradit systémem rovnic
si(x(t),u(t),v(t)) — g:(x(t),u(t)) =0, i=1,...,p, (7.81)

kde funkce s;(x(t),u(t), v(t)) maji modul mensi nez jedna a jsou dvakrate diferencovatelné
v oteviené oblasti argumenttu. Je vyhodné zvolit si za funkce s; funkce trigonometrické.

s(t) = [sinvy,sinvy, ..., sinwv,) (7.82)

Timto zpusobem muzeme omezeni ve tvaru jednostranné i oboustranné nerovnosti nahra-
dit rovnosti. Uvedeme si dva nejcastéji se vyskytujici ptipady omezeni kladena na fizeni.
Maéame-li naptiklad fizeni omezeno nerovnosti

()] <1, di=1,...,r (7.83)
pak toto omezeni nahradime rovnosti

sinv;(t) —w;(t) =0, i=1,...,r (7.84)
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kde v;(t) je nova proménnd, na kterou se nekladou zadna omezeni. Jiné omezeni ve tvaru

oboustranné nerovnosti
a(x,u) < g(x,u) < f(x,u) (7.85)

nahradime rovnosti ve tvaru

(8 —a)sinv+ (f—a) —2g(x,u) =0 (7.86)

Nelinedrni transformace ((7.81)), (7.84)) a (7.86) zobrazuji ohrani¢enou oblast variaci Fidici
funkce u(t) na mnohalistou neohrani¢enou oblast zmén jiné tidici funkce v(¢).

Pi#iklad 10: Casové optimélni dobéh stejnosmérného motoru.
Diferencidlni rovnice motoru je stejna jako v predchozim piikladé 9. Kritérium optimality
je doba regula¢niho pochodu

T
J= / dt =T (7.87)
0

Bez omezeni tizeni roste tidici velicina nade vSechny meze. V nasi iloze je tidici velic¢ina
omezena, necht plat{ |u(t)| < 1. Toto omezeni nahradime rovnost{ sinv(t) — u(t) = 0.

Potom se jedna o Lagrangeuv problém. Upraveny funkcional je

J= /OT (1+ M () (sinv(t) — u(t)) + Aa(t) (@) — u(t) +w(t))) dt

Eulerovy - Lagrangeovy rovnice pro proménné w, u, v Ay, Ay jsou

Xao(t) = Ao(t) =0
u A1 (t) — Xa(2) =0
A1(t) cosv(t) =0
A1 sinv(t) — u(t) 0
A2 w(t) —u(t)+w() =0
Resenfm prvnich tif rovnic dostaneme A (t) = —a(t) = Age Y,

Ay/1—sin?o(t) = Aiy/1 —u2(t) = 0. Protoze Ai(t) je nenulovéd a neméni znaménko,

je optimélni tizeni u*(t) = +1 nebo —1 po celou dobu prechodového déje. Znaménko
optimdlniho fizeni je uré¢eno znaménkem pocétecni podminky. Pro wy > 0 je u(t) = —1.

Pokud je systém, jadro funkcionalu i omezujici podminka linedrni vzhledem k tizeni
u(t), pak optimalni fizeni lezi na hranici oblasti omezeni.

7.5 Kanonicky tvar Eulerovy - Lagrangeovy rovnice

Nyni se vratime k zédkladnimu varia¢nimu problému minimalizace funkcionalu

t
J=[ g(xx1) dt (7.88)

to
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Zavedeme si skaldrni funkci

) = gt 5.0+ ( o)) % (789
a vektorovou funkei .
. [0g(x,%,t)
p(X7 X, t) - <8X> (790)

Funkci H nazyvame Hamiltonovou funkci nebo kratce hamiltonian. Vektor p se
nazyva konjugovany vektor k vektoru x.
Z rovnice ((7.90)) 1ze vyjadiit x jako funkei p a proto H = H(x, p, t). Totaln{ diferenciél

hamiltonianu H je
0H OH OH

dH=—dx+ —dt+—d 7.91
R L (7.91)
Podle ([7.89)) vsak soucasné také plati
dH:—dg—l—)'chp—FpTdX:—ggdx—(;“zdt—i—)'chp (7.92)
b

Odtud porovnanim plyne

OH OH oH

7 (7.93]) plynou Eulerovy - Lagrangeovy rovnice gx —
dx  (9H\"
da  \op
dp

OH\"
v (o) -

Rovnice (7.94) se nazyvaji Hamiltonovou nebo kanonickou formou Eulerovy - La-
grangeovy rovnice. Soustavu Eulerovych - Lagrangeovych diferencidlnich rovnic druhého
rfadu nahrazujeme soustavou dvou vektorovych rovnic prvniho fadu.

719% = 0 ve tvaru

Poznamka: Predchozi rovnice se obvykle v literature udavaji bez transpozice. My zde
budeme dusledné uvazovat, ze derivace skalarni funkce podle vektoru je radkovy vektor,
zatimco derivace vektoru (sloupcového) podle skalaru je opét sloupcovy vektor. Proto,
aby dimeze vektoru v predchozi soustaveé souhlasily, je tfeba je psat tak, jak je uvedeno.

O
Podél extremaly plati
dH OH
o T 7.95
dt ot (7.95)
C ey L . . (e o 3 oH
a jestlize jadro funkciondlu ¢ a tim ani H nezavisi explicitné na case t, pak il 0 a

hamiltonian je podél extremaly konstantni.

Pritom plati
dJ=Hdt+ (—p)ldx (7.96)
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Odtud plyne
aJ oJ
H=— T=——= 7.97
Obecné podminky transverzality ([7.28]) ve volném koncovém bodé maji v tomto piipadé
tvar

— H(x,p,t)0t +p'ox =0, pro t=1t (7.98)

Je-li tg, t1, x(tg) pevné a pouze x(t1) je volné, je podminka transverzality ziejmé

Uvédomme si znovu, ze kanonicky tvar Eulerovych - Lagrangeovych rovnic opét prevadi
variacni problém na okrajovy problém feseni diferencialnich rovnic . Pro pevny kon-
covy bod zname pocatecni a koncové podminky prvni diferencialni rovnice v ((7.94)). Pro
druhou diferencialni rovnici v nemame zadné okrajové podminky. Pokud je koncovy
bod volny, pak podle zname koncovou podminku pro druhou diferencialni rovnici v
(7.94) (pro konjugovany vektor p(t)). V zddném pripadé nemuzeme fesit soustavu ([7.94])
v realném case.

Weierstrassova podminka ((7.40)) je v kanonickém tvaru rovna
E(x,z,s,t) = H(x,s,t) — H(x,2z,t) >0 (7.100)

kde s(t) je derivace x(t) na extreméle a z(t) je libovolnd jind derivace funkce x(t). Z
predchozi rovnice plyne, Ze na extreméle nabyva Hamiltonova funkce svého maxima - viz
kapitola o principu maxima.

Ovérte, ze Weierstrassovy - Erdmannovy podminky vyzaduji spojitost funkce p a H
v uhlovém bodé.

Uvazujme nyni znovu problém optimalniho fizeni

min{J = /tl g(x,u,t) dt : x=1f(x,u,t); x(ty) = Xo}. (7.101)

to

Hamiltonova funkce H je opét podle ([7.89)), kde za jadro g dosadime jadro ¢ rozsiteného
funkcionalu. Pripomenme, Ze toto jadro bylo rovno - viz (|7.68)|)

o(x,u, A\, 1) = g(x,u,t) + AT (% — f(x,u,1)). (7.102)

Hamiltonova funkce je tedy

8(g+)\T(X—f)))X

H:—(g+)\T(>'c—f))+( %

Odtud po upravach dostaneme
H(x,%,u,\,t) = —g(x,u,t) + AT ()f (x, u, ) (7.103)

kde A(t) je konjugovany vektor totozny s Lagrangeovym vektorem.
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Hamiltonovy rovnice pro problém optimalniho tizeni (7.101) maji tvar

- (om)

dt ox
oOH

0=

dx oH T

Ptedchozi soustava je totozna se soustavou varia¢nich rovnic (7.70). O transpozicich v
soustave ([7.104)) viz predchozi poznamka.

Pro optimalizacni problém Bolzova typu s hodnocenim dosazeného cilového bodu po-
moci funkce h(x(t;)) v kritériu, maji Hamiltonovy rovnice stejny tvar jako predchozi

soustava ([7.104]).

7.6 Piiklady

1. Rozeberte tvar a feSeni Eulerovy - Lagrangeovy rovnice, je-li jddro funkcionalu
a) nezavislé na (t),
b) linearné zavislé na &(t)
c) zavislé pouze na i (t).

2. Reste klasickou tlohu o brachystochroné:

V roviné kolmé k zemskému povrchu mame dva body o souradnicich (xy, y1), (22, y2)
(vodorovna vzdalenost, vyska). Urcete v této roviné kiivku spojujici oba body
takovou, aby pohyb hmotného bodu po této kiivce trval nejkratsi dobu. Pohyb
hmotného bodu zac¢ind z pocatecniho bodu s vétsi vyskovou souradnici a konci v
druhém bodé, pricemz je hmotny bod vystaven pouze pusobeni gravitac¢nich sil.
Vsechny druhy tieni zanedbavame.
Uvazujte rozsiteni zakladni tlohy:
a) Pohyb je brzdén, pricemz brzdici i¢inek je imérny kvadratu okamzité rychlosti
(odpor prosttedi).
b) Brzdici ti¢inek je nepiimo umérny kvadratu vysky (tim respektujeme vliv hustoty
prostiedi).
c¢) Koncovy bod neni pevny, je uréena pouze jeho

1) vodorovnd soufadnice

2) vyskova soutadnice.
Ovértte, ze feSenim zékladni ulohy o brachystochroné jsou cykloidy urcené paramet-
ricky

c
= —(t—-sint
T 2( sint)

&
= —Z(1—cost).

Regenim je funkce y = y(r) a pocatecni bod mé soufadnice (0,0).
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3. Urcete kiivku prochazejici danymi body, ktera otacenim kolem osy soutradnic vytvoii
plochu o nejmensim povrchu.
Oveéite, ze tato kiivka (jmenuje se katenoida) je uréena

T — Cy

Yy = ¢ cosh
1

4. Urcete minimaln{ i maximalni hodnotu z(7T") pfi omezeni
dx(t)
dt
T
/ w(t)dt < K
0

ax(t) +u(t); =(0) =«

5. Urcete minimalni{ hodnotu kritéria s omezenim

min {J = /OI(Sx(t) +2u(t)) dt : & =3z 4 u,z(0) =5,

6. Dynamicky systém je popsan stavovymi rovnicemi
1(t) = wo(t), Z2(t) =u(t); 21(0) =a, 22(0)=70

Tento systém chceme prevést z daného pocatecniho stavu x(0) do koncového stavu,
ktery je co nejblize pocatku. Kritérium volime

t1

J=azi(t) + ; dt
Uvazujte nejprve tlohu bez omezeni fizeni a potom uvazujte omezeni |u(t)| < 1.

7. Syntéza optimalniho servomechanismu.

Uvazujme servomotor s prenosem

Y(s K

G(s) = () =

U(s) s(Js+ B)
kde K je direktivni konstanta motoru, J je moment setrvacnosti a B je konstanta
tlumeni. Napéti na kotvé servomotoru je u(t) a y(t) je poloha hfidele servomotoru.
Pocatecni poloha je y(0) = 0. Pozadovana koncova poloha je w = konst. Kritériem
optimality je kvadraticka plocha odchylky od pozadované polohy

J= /OOO (y(t) — w)? dt.

Aby problém mél realné feseni, uvazujme omezeni takové, ze je omezena viskozni
energie na jednotku vychylky. Plati tedy

[ BHO)” . _

w?

Urcete optimdlni y*(¢) pro minim&ln{ kritérium pfi respektovéani predchoziho izoperi-
metrického omezeni. Urcete Laplacetuv obraz y*(t) a vypoctéte Laplaceuv obraz
u*(t). Odtud vypoctéte prenos optimalniho zpétnovazebniho reguldtoru, ktery v
regulacnim obvodu zajisti optimalni prubéh vsech veli¢in. Ukazte, Ze je to regulator
PD. Diskutujte izoperimetrickou podminku.
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8. Uvazujte servomotor se stejnym prenosem jako v predchozim piikladé. Kritérium
optimality je také stejné. Rizeni je omezeno

/Ooou2(t) dt = K

Pocatecni podminky jsou y(0) = ¢(0) = 0 a koncové podminky jsou ziejmeé y(oo) =
w, (o) = 0.

9. Jaké jsou podminky transverzality pro Mayerovu tlohu s volnym koncem trajekto-
rie?



Kapitola 8

Dynamické programovani

Dynamické programovani je velmi ti¢cinny nastroj k numerickému feseni problému optimal-
izace. Pouziva se pti feseni nejruznéjsich problému od problému optimalizace k problémum
umélé inteligence.

Mezi metodami optimalizace m4 metoda dynamického programovéani zvlastni misto.
Tato metoda je velmi pritazliva diky jednoduchosti jejiho zakladniho principu - principu
optimality. Princip optimality i celd metoda dynamického programovani jsou spojené
s pracemi amerického matematika R. Bellmana. Princip optimality predstavuje vlastné
princip postupné analyzy problému. Vedle principu optimality je v metodé dynamického
programovani velmi dulezitda myslenka vnoteni konkrétniho optimaliza¢niho problému do
tridy analogickych problému. Tento princip se nazyva princip invariantniho vnofeni.

Dalsi zvlastnosti této metody je tvar koneéného vysledku. Vysledkem jsou rekurentni
vztahy, které puvodni problém rozdéli na posloupnost feseni jednodussich problému. Tyto
rekurentni vztahy lze snadno fesit na pocitaci. Jedina potiz pii aplikaci dynamického
programovani na feSeni optimaliza¢nich problému je to, Ze s rustem poctu stavu procesu
prudce rostou pozadavky na opera¢ni pamét pocitace. Tento jev oznacil R. Bellman jako
?prokleti rozmérnosti” (curse of dimensionality). V aplikacich metody dynamického
programovani je tomuto jevu vénovana zna¢na pozornost.

Pouzitim metody dynamického programovani nalezneme globalni optimum a vSechna
optimalni Teseni.

8.1 Princip metody dynamického programovani

8.1.1 Princip optimality a princip invariantniho vnoreni

Dynamické programovéani (DP), jak jiz ndzev metody napovida, vyuzivé pii feseni problé-
mu optimalizace jakousi "dynami¢nost” problému. Problém optimalizace jako problém
rozhodovaci pfevedeme na mnohastuptniovy rozhodovaci problém. Jediné rozhodnuti preve-
deme na posloupnost rozhodovani a jediné feseni prevedeme na posloupnost feseni jednodussich

uloh.

Mnohastupnovy rozhodovaci proces je napiiklad proces diskrétniho fizeni systému.
Jeho jednotlivé rozhodovaci stupné jsou urceny volbou fizeni v diskrétnich casech. V

168
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jinych ptipadech musime "mnohastupnovost” zavést do optimaliza¢niho problému uméle.

Princip optimality tvrdi, Ze optimalni posloupnost rozhodovani v mnohastupnovém
rozhodovacim procesu mé tu vlastnost, Ze at jsou jakékoliv vnitini stavy procesu a
predchozi rozhodovani, zbyld rozhodovani musi tvorit optimalni posloupnost vychazejici
ze stavu, ktery je vysledkem ptfedchozich rozhodovani.

Jinymi slovy, v kazdém rozhodovacim stupni musime volit optimalni rozhodnuti, pri-
¢emz vychazime ze stavu, ve kterém se pravé nachazime. Princip optimality je v podstaté
jinou formulaci znamého ptislovi ”Nepla¢ nad rozlitym mlékem”. Stav, ve kterém pravée
jsme, je vysledkem piedchozich rozhodovani a tento stav jiz nemuzeme ovlivnit, ale nase
dalsi rozhodovani musi byt optimalni.

Princip invariantniho vnoreni znamena to, ze nas optimalizacni problém vnotime
do celé tiidy analogickych problému. Tuto celou tiidu problému vytesime a tim také jaksi
mimodék vyresime nas jediny problém. Je zajimavé, ze tento zdanlivé slozity postup je
mnohdy velice efektivni.

8.1.2 Reseni jednoduché tdlohy metodou DP

Zakladni principy metody dynamického programovani si nejptistupnéji vysvétlime na
jednoduché tloze urceni optimalni cesty ve mésté z jednoho mista na druhé. Jednoduchym
modelem této ulohy je tloha na optimélni pruchod ve ¢étvercové siti z bodu A do bodu B
- viz obr. 8.1l

Cesta z bodu A do B je mozna pouze po useckdch (ulice ve mésté, hrany grafu na obr.
. Prekonéani kazdé tusecky ohodnotime kritériem ¢i pendlem. Muze to byt ¢as nebo
spotfeba paliva potiebného k prekonani ¢asti trajektorie, ¢i stupen znecisténi piislusné
ulice a podobné. Nasim tkolem je nalézt takovou trajektorii z bodu A do B, aby soucet

v]
5 B
4L 8 7 6
10 8 7 7 6
6 4 4 4
3__
9 3 5 4 6
5 4 4 3
2__
7 4 4 4 5
4 5 3 2
1__
7 4 3 4 4
4 4 3 2
0__
A | | | f X
0 1 2 3 4 —

Obrazek 8.1: Optimélni pruchod siti
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diléich kritérii po projitych tseckach byl minimalni. Uzlum sité prifadime soufadnice (z, )
podle obr. pak pocédtecni bod A ma soutadnici (0,0) a koncovy bod B mé soufadnici
(4,4). V tloze jsou souradnice omezeny 0 < z < 4 a0 <y < 4. Budeme déle predpokladat,
ze pri pohybu siti soutadnice uzlu neklesaji. Pak v kazdém uzlu sité se rozhodujeme, zda
pujdeme nahoru ¢i vpravo (podle obr. - usecky jsou tedy orientovany - graf na obr.
je tedy orientovany graf.

Takovou jednoduchou tdlohu muzeme tesit tak, ze prozkoumame vSechny mozné cesty
z A do B a vybereme tu nejlepsi. Pocet vSech cest ve ¢tvercové siti o maximalni souradnici
(2n)!
(n!)?
pro n = 20 je celkovy pocet cest jiz 2.10'2. Pti rozsdhlejsi siti tuto metodu piimého vybéru
(optimalizace hrubou silou) jiz nelze pouzit.

n je pti zvolenych omezenich roven . V naSem piipadé pro n = 4 mame 70 cest, ale

Nyni pouzijeme metodu dynamického programovani.
Na&s problém nalezeni optimélni trajektorie z bodu A do B vnorime do tiidy tloh hledani
optimdlni trajektorie z libovolného bodu o soutradnicich (x,y) do cile v bodé B. Tim
jsme si zdanlivé nas puvodni problém podstatné zkomplikovali. Dale uvidime, ze tato
komplikace je opravdu pouze zdanliva.

oo 0.0,
10 8 7 7 6
3——_+@6 _4g4 ‘ T@
9 3 5 4 6
FNLhAE Con LR Ci
TRV T
1___4 1@5 _@ T®
7 4 3 4 4
0——_@4 413T®z T@
S R T T B ——

Obrazek 8.2: Optimalni funkce a optimalni rozhodovani

Zavedeme si tak zvanou optimalni funkci V' (z,y), kterd je rovna optimalni hodnoté
kritéria pii prechodu po optimalni trajektorii z bodu (z,y) do cile B. Optimdlni funkce
V(z,y) se také nazyva Bellmanova funkce.

V kazdém bodu sité se rozhodujeme, zda pujdeme nahoru ¢i vpravo. Hodnotu kritéria
pii prekonani usecky mezi body (z,y) a (z + 1,y), to je ve sméru rustu soufadnice z si
oznacime jako g,(z,y). Podobné g,(z,y) je hodnota kritéria pii pfekondni disecky mezi
body (z,y) a (x,y + 1), to je ve sméru rustu souradnice y. Podle principu optimality
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muzeme pro optimélni funkei V(x,y) napsat rekurentni vztah

Ge(,y) +V(z+1,y)

, 0<z<n, 0<y<n. 8.1
gy(z,y) + V(z,y +1) Y 8.1)

V; (x,y) = min
Predchoz{ vztah plyne z toho, Ze z bodu (x,y) muzeme jit bud vpravo a potom zbytek
cesty po optimélni trajektorii do cile (kritérium po zbytku cesty je V(x + 1,y). Nebo
muzeme jit z bodu (z,y) nahoru a opét zbytek cesty po optimalni trajektorii. Nejlepsi z
téchto dvou moznosti je optimalni trajektorie z bodu (z,y) do cile.

Vztah (8.1)) je rekurentni vztah pro vypocet optimélni funkce V' (z,y). V koncovém
bodé B jsme jiz v cili a proto ziejmé plati

V(n,n)=V(4,4) =0 (8.2)

Rekurentni vztah fesime "od zadu”, vychézejice z koncové podminky . Pro sit
z obr. [8.1]je na obr. 8.2/ uvedena v kazdém uzlu sité hodnota optimalni funkce V(z,y) (je
zakreslena v krouzku). Ke kazdému uzlu sité je sipkou zaznamendno optimélni rozhodnut{
o dalsf cesté. Z obr. [8.2] je zfejmé, ze optimalni hodnota kritéria z bodu A do B je rovna
V(0,0) = 32. Optimalni trajektorie je na obr. nakreslena silnou carou.

Je zfejmé, Ze jsme timto zpusobem vyfesili i problém citlivosti optimalni trajektorie
na zmeénu rozhodnuti. Odchylime-li se z néjakého duvodu od optimélni trajektorie, vime
jak dale pokracovat optimalnim zpusobem. Optimalni trajektorie z jiného pocatecniho
bodu - bodu C na obr. - je v tomto obréazku zakreslena silnou prerusovanou ¢arou.

Nyni budeme analyzovat slozitost predchoziho algoritmu.

Pii vypoctu optimalni funkce V(z,y) podle provadime rozhodovéni (minimalizaci)
pouze ve vnitinich bodech sité. Téch je n?, jsou to body o soufadnicich 0 < z < n — 1,
0 <y <n-—1. Podle (8.1) providime v kazdém rozhodovacim bodé pouze dvé s¢itani.
V krajnich bodech sité - to je v bodech o soutadnicich x = n, nebo y = n - provadime
pouze jedno s¢itdni, nebot v téchto bodech je trajektorie uréena jednoznacné. Celkovy
pocet scitani, ktery oznaCime Spp, pfi pouziti metody dynamického programovani je
tedy roven

SDP(’I"L) =2n%+2n (83)

Pii pifmém vybéru je celkovy pocet cest (2n)!/(n!)? a na kazdé cesté je nutno provést 2n
scitani. Proto celkovy pocet scitani, ktery oznacime Spy, je pfi pfimém vybéru
(2n)!
(n!)?
Pro nas pripad n = 4 je Spp(4) = 40 a Spy(4) = 560, ale pro n = 10 je Spp(10) = 220,

ale Spy (10) = 272000. Vypocetni slozitost pii pouziti metody dynamického programovani
roste kvadraticky, zatimco pfi pfimém vybéru roste exponencialné.

Spy(n) = 2n (8.4)

Vypocet muzeme provadét tak, ze si pamatujeme pouze optimdlni funkci V' (z,y) pro
vSechny body sité a z ni urc¢ime optimalni rozhodovani. Optimalni rozhodovani zjistime
v kazdém bodé sité nasledujici ivahou. Z bodu (z,y) se pohybujeme vodorovné, plati-li

Viz,y) = az(z,y)+V(ex+1,y)
Viz,y) < ay(z,y)+V(z,y+1) (8.5)
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Obdobné vztahy plat{ pro pohyb vzhuru (znaménka v (8.5p) a (8.5b) se prohodi). Plati-
li rovnost v (8.5h) a (8.5b), muzeme se z bodu (x,y) pohybovat vpravo nebo vzhiru.
Vidime, ze vyhoda metody dynamického programovéani je kromé jiného také v tom, ze
nalezneme absolutni minimum a vSechna optimalni feSeni.

Vypocet muzeme provadét také tak, ze si pamatujeme pouze hodnoty optimalni funkce
v bodech (z,y) a v bodech (z,y), kde £ > x a § > y hodnotu optimélni funkce muzeme
zapomenout. V téchto bodech si ale pamatujeme optimalni rozhodnuti. Po dosazeni bodu
A znédme optimalni rozhodnuti ve vSech uzlech sité a nemusime je pocitat podle ({8.5)).

Rovnice (8.1) se nazyvéd Bellmanova rovnice. Protoze optimdlni funkci poc¢itame
zpétné od cile B, nazyva se (8.1 také zpétnd Bellmanova rovnice.

Primou Bellmanovu rovnici dostaneme tak, ze nasi tlohu o vybéru optimalni trajek-
torie z bodu A do bodu B vnoiime do tfidy tloh optimalizace trajektorie z bodu A do
libovolného bodu o soutadnicich (z,y). Optimalni funkci v této dloze oznacime U(x,y).
Pro ni plati rekurentni vztah

ga(z = Ly) + U(z = 1,y)
gu(x,y =)+ U(z,y—1) |7
s okrajovou podminkou U(0,0) = 0. Vztah se nazyva pirima Bellmanova rovnice.

Ziejme plati U(n,n) = V(0,0). Tim je urcena optimalni hodnota kritéria z bodu A do
bodu B.

U(z,y) = min 0<z<n, 0<y<n. (8.6)

8.2 Optimalni fizeni diskrétnich systému

8.2.1 Diskrétni tloha optimalizace

Pii feseni problému optimélniho fizeni dynamickych systému je nejjednodussi pouzit
metodu dynamického programovani pti diskrétnim modelu situace. Méjme tedy stavové
rovnice diskrétniho dynamického systému

x(k+1) = f(x(k:),u(k:),k)
Y<k) = f(X(k),ll(kZ),kZ) (87)

kde x, u, y je stav, vstup a vystup systému a k = {...,0,1,...} je diskrétni ¢as. Rizen{
u(k) i stav x(k) jsou vzdy néjakym zpusobem omezeny, pak

uk)eUC R, x(k)eXcCR" (8.8)

kde U a X jsou mnoziny piipustnych fizeni a stavi (obecné mohou zaviset na diskrétnim
case k). Volbou fizeni u(ky) az u(k; —1) dostaneme ze stavovych rovnic (8.7) a poc¢atecniho
stavu x(ko) posloupnost stavi x(k), kde k € [ko, k1] a ko je pocétecni a k; je koncovy stav.
Abychom mohli vybrat optimalni feseni tlohy fizeni je tfeba opét zvolit kritérium
kvality fizeni, které umozni porovnavat ruzné varianty feseni. Obecny tvar kritéria kvality
fizeni je
ki—1

J (k(b kl? X(ko)a X(kl)ﬂ 11(]{?0), s 7u<k1 - 1)) =h (X(kl)) + kzk g (X(k)7 U_(k), k) (89)
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Prvni ¢len hodnoti dosazeny cil trajektorie a druhy - sumaéni - ¢len hodnoti prubéh
trajektorie - zpusob dosazeni cile.

Problém optiméalniho fizeni spoc¢ivé v nalezeni takového tizeni u*(k) systému (8.7) na
intervalu k € [ko, k1 — 1], aby byla splnéna omezeni a kritérium bylo minimalni.

Uvédomme si nejprve, ze problém diskrétniho optimalniho fizeni na konec¢ném inter-
valu je koneénérozmeérny problém. Tim se zdsadné lisi od spojitych problému optimalizace.
Formalné je problém diskrétniho optiméalniho fizeni podobny spojitému problému fizeni
- je to uloha Bolzova typu.

OptimaAlni fizeni zdvisi na po¢ateénim case kg a poc¢atecnim stavu x(kg) = xo. Koncovy
bod trajektorie muze byt libovolny (penalizaéni faktor h(x(k;)) zajisti pouze ptiblizné
dosazenti cile). V problému s volnym koncem miuze byt koncovy stav uréen cilovou mnozi-
nou C, x(t1) € C - pak se jedna o problém s pohyblivym koncem. Je-li cil C' bod, jedna
se o problém s pevnym koncem a prvni ¢len v kritériu neni tfeba uvazovat, nebot je
konstantni.

Obecny tvar kritéria muzeme upravit a dostat tlohu Mayerova ¢i Lagrangeova
typu. Zavedenim dalsi stavové soutadnice

a(h) = 3 0 0.
i=ko
ktera zrejmé vyhovuje diferen¢éni rovnici
Tnpr(k +1) = 2nia (k) + g (x(k),u(k), k), @nga(ko) =0, (8.10)
muzeme krérium zapsat ve tvaru
J = h(x(k1)) + 21 (k1) = h (%(k1)), (8.11)

kde x = [xT, x,41]|7 je rozsifeny stav. Rozsifenim stavu o jednu slozku, pro kterou plati
stavova rovnice (8.10)), dostaneme problém Mayerova typu s kritériem (8.11)).

Obrécené zavedeme funkei

g (x(k),u(k), k) = h(x(k+1)) = h(x(k))
= h(f(x(k),u(k), k) = h(x(k))

Potom ziejmé
ki1—1

> g1 (x(k),u(k), k) = h(x(k1)) — h (x(ko))

k=ko

Protoze h (x(kg)) nezavisi na fizeni, nemusime tento ¢len v kritériu uvazovat a potom
kritérium lze zapsat ve tvaru

ki1—1

> (9 (x(k),u(k), k) + g1 (x(k), u(k), k) (8.12)

k=ko

Popsanym postupem jsme optimalizacni problém Bolzova typu prevedli na problém La-
grangeova typu s kritériem (8.12)).
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8.2.2 Prevod spojitého optimalizaéniho problému na
diskrétni

Pti numerickéch vypoctech na ¢islicovém pocitaci je nezbytné prevést spojity optimal-
iza¢ni problém na diskrétni.

Muzeme samoziejmé diferencidlni stavové rovnice spojitého systému tesit nékterou
spolehlivou numerickou metodou. Také spojité kritérium muzeme pocitat numericky.
Problém je pouze v diskretizaci tidici veli¢iny u(t).

Diskretizaci provedeme volbou periody vzorkovani 7" a potom spojity cas t prevedeme

na diskrétni cas k podle vztahu
t=kT (8.13)

Volba periody vzorkovani T zavisi predevSim na dynamickych vlastnostech systému,
celkové dobeé fizeni (t; — tg) a vypocetnich moznostech.
Rizeni spojitého systému muzeme predpoklddat konstantni behem periody vzorkovéni,
pak
u(t) =u(k), pro kT <t<(k+1)T, (8.14)

VVVVVV

ickou funkef ¢i aproximovat spliny).

Pouzijeme-li nejjednodussi Eulerovu metodu integrace diferencidlnich rovnic systému
i kritéria, pak spojity optimalizacni problém

t1

min {J = h(x(t1)) +

min g(x,u ) dt, %(t) =f (x, u,t)} (8.15)

to
aproximujeme diskrétnim optimaliza¢nim problémem

{If(lkr)l {J = h(x(k1)) + Tklg:lg (x,u, k), x(k+1)=x(k)+Tf(x,u, k)} (8.16)

kde spojity ¢as t a diskrétni ¢as k jsou dle (8.14)).

8.2.3 Prevod diskrétniho optimalizacniho problému
na ulohu matematického programovani

Protoze jsou vypracovany spolehlivé numerické algortmy teseni tloh matematického pro-
gramovani, je velmi vyhodné prevést i problém optimalniho fizeni diskrétniho dynam-
ického systému na tuto tulohu.

Uvédomme si, ze v tomto piipadé se nejedna o zadnou aproximaci. Pro konec¢nou dobu
diskrétniho fizeni (k; — ko) hleddme konecny pocet optimélnich hodnot fizeni u*(kg) az
u(ky —1).

Také spojity optimalizacni problém pfevadime casto na ulohu matematického pro-
gramovani. V tomto pifpadé se vidy jednd o aproximaci, nebot nejprve je tieba aprox-
imovat spojity problém problémem diskrétnim a ten prevést bez aproximace na tlohu
matematického programovani.
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Nejjednodussi prevod diskrétniho optimalizacniho problému je zavedeni slozeného vek-
toru z tvoreného ridicimi veli¢inami

2= [u” (ko) u" (ko + 1),....u"(k — )] (8.17)

Resenim stavovych rovnic diskrétniho systému vypocteme stavy diskrétniho systému a
pak hodnotu kritéria J(z), které zavisi na tizeni a tim na vektoru z. Diskrétni problém
optimalniho tizeni je ilohou matematického programovani

mzin{J(z) c z€Z} (8.18)

kde mnozina Z je dovolend mnozina fizeni. V této formulaci nemuzeme respektovat
omezeni kladend na stavové veli¢iny.

Abychom mohli respektovat stavova omezeni, je tieba zahrnout stavové veliciny do
rozsiteného vektoru z, pak

T
7 = [x" (ko) 0" (o), x" (ko + 1),...,x" (ky — 1), u” (ky — 1), x" (ky)] (8.19)
Omezeni dand stavovymi rovnicemi respektujeme vektorovou funkeci

X(]CO + ].) —f (X(k?g), ll(k?g), k?(])
r(z) = | : (8.20)
X(k’l) —f (X(k’l — 1), ll(k’l — ].), kﬁl — 1)

Kritérium (8.9) je opét zavislé na vektoru z. Problém optimdlniho Fizeni diskrétniho
systému je ekvivalentni tiloze matematického programovani ve tvaru

mzin{J(z) :r(z) =0, z€Z} (8.21)

kde mnozina Z respektuje omezeni kladend na stavy i fizeni. Problémy s pevnym kon-
covym stavem muzeme pomoci penaliza¢nich metod prevést na problémy bez omezeni na
koncovy stav.

Problémy optimalizace dynamickych systému se v soucasnosti nejcastéji fesi timto
zpusobem.

8.2.4 Reseni problému diskrétniho optimalniho Fizeni
pomoci DP

Pro diskrétni dynamicky systém (8.7) s poc¢atecnim stavem x(ky) = xo, hleddme takové
fizenf u(k) na intervalu k € [ko, k1 — 1], aby bylo minimdln{ kritérium (8.9)), pfi splnénf
vSech omezeni na stavy a tizeni.

Tuto jedinou tlohu vnotime do tfidy tloh uréeni optimalniho fizeni stejného dynam-
ického systému , kde ale uvolnime pocatecni ¢as (ktery oznacime i) i pocatecni stav
(ktery ozna¢ime s). Kritérium optimality je potom

ki1—1

J (i,s,u(ky),...,u(ky — 1)) = h(x(ky)) + Z_: g (x(k),u(k),k) (8.22)
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Koncovy cas t; je pevny. Vyfesenim této tfidy tloh vyfesime pro i = kg a s = x¢ také
nasi puvodni tlohu.

Pro teseni uvedené tridy optimalizaénich tloh si zavedeme optimdlni funkci V' (s, )

V(s,i) = u(i),.I.TlliI(lqu) J (i,s,u(ko),...,u(ky — 1)) (8.23)

Jednoduchou upravou ptredchoziho vztahu dostaneme

V(s,i) = min {g (s,u(?),i) + min |h(x(k1)) + 12_ g (x(k),u(k), k)] } (8.24)

u(i) u(i+1),... el

Druhy ¢len na pravé strané predchozi rovnice je roven
V(s(i+1),i+1) =V (f(s,u(i),i),i+ 1). Proto pro optimélni funkei plati funkcionalni
rekurentni predpis

V(s,i) = mix)l {9 (s,u(i),i) + V (f (s,u(i),i),i+ 1)} (8.25)

u(:
Okrajova podminka pro funkciondlné rekurentni predpis (8.25) je
V(s, k1) = h(s(k1)) (8.26)

kde h je hodnoceni cile v kritériu . Vztah se nazyva Bellmanova rovnice.

Vypocet optimélni funkce je principidlné jednoduchy. Podle urcime pro vSechna
s = x(k1) € X optimalni funkei V (s, k1 ). Potom v polozime i = k; —1 a pro vSechna
s = x(k; — 1) € X uréime z (8.25)) optimdlni funkci V (s, k; — 1). Tak pokrac¢ujeme pro
k =k —2 az do k = ky. Predpis je uloha jednokrokové optimalizace a je obvykle
mnohem jednodussi nez puvodni 1loha.

Vztah jsme dostali vyuzitim aditivnich vlastnosti kritéria. Optimalni trajektorii
od diskrétniho casu & = ¢ do konce k = k; jsme hledali mezi trajektoriemi, které jsou
libovolné v prvnim kroku pro & = ¢ a v dalsich krocich jsou jiz optimalni. Pii tom
vychézime ze stavu, do kterého jsme se dostali vlivem predchoziho fizeni. V jsme
vyuzili princip optimality. Mezi vSemi témito trajektoriemi je i optimalni trajektorie.

Princip optimality jsme zde vyuzili v ponékud jiném tvaru, nez byl diive vysloven.
Puvodni formulace principu optimality byla vyslovena ve tvaru nutné podminky optimal-
ity. Zde jsme pouzili princip optimality ve tvaru postacujici podminky.

V této upravé princip optimality zni:

Interval fizeni rozdélime na dva subintervaly. Jestlize je fizeni na druhém intervalu op-
timalni vzhledem ke stavu vzniklém jako vysledek v prvnim intervalu tizeni a fizeni v
prvnim intervalu je optimalni, pak je fizeni optimalni na celém intervalu.

Vypocteme-li optimdlni funkci V' (s, ) pro vsechna i € [k, k1] a s € X, snadno uré¢ime
optimélni fizeni u*(k), k € [ko, k1 — 1]. Pro optimdlni fizeni u*(k) plati

g (x(k),u*(k),k) =V (x(k),k) =V (f (x(k),u"(k), k), (k+ 1)) (8.27)

Pro neoptimadlni fizeni plati v (8.27]) misto rovnosti nerovnost >. Vztah (8.27) ptimo plyne
z (18.24)).
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Dovolenou mnozinu stavu je tfeba diskretizovat a optimdlni funkei V (s, i) pocitdme
pouze v téchto diskrétnich bodech sité stavu. Jiz z této jednoduché uvahy je ziejmé, ze
naroky na pamét pii numerickém vypoctu jsou znacné. Bellmanem oznacené ”prokleti

vvvvvv

Pro osvétleni nasich obecnych tvah si vyfesime nésledujici jednoduchy piiklad, ve
kterém vhodnou diskretizaci nejsou obtize vznikajici pii redlnych problémech.

Priiklad 2: Méjme jednoduchy diskrétni systém prvniho fadu se stavovou rovnici
z(k+1)=x(k)+uk), x(0)=5

Kritérium jakosti fizeni je

Stavy a fizeni jsou omezeny
0<ux(k)<8 —2<u(k)<2
Cilova mnozina je
0<z(10) <2

Hleddme optimélni fizeni u*(k), které minimalizuje kritérium, respektuje omezeni a které
prevadi pocatecni stav x(0) = 5 do urc¢eného cile.

Abychom tuto tlohu mohli numericky resit, budeme diskretizovat mnozinu stavu i
fizeni

r=1{0,1,2,...,8}, u={-2,-1,0,1,2}

s
6
4
P (0)
2.5

Obrazek 8.3: Optimalni funkce a optimalni rozhodovani

Vhodné diskretizace nds zbavi fady problémi, které budou diskutovdny pozdéji. Sit
bodi, ve kterych pocitdme optimdln{ funkei V (x, 7), je na obr[8.3] Optimdln{ funkei V (z, i)
pocitame "od zadu” z koncového ¢asu k = 10. Podle kritéria plati

V(z,10) = 2,5 (x — 2)°
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Tabulka 8.1: Vypocet optimélni funkce V(z,7) = V(0,9)

uw(9) | g(z,u,4) = 2° + v | 2(10) = 0+ u(9) | V(2(10),10) | V + ¢
) ¥ 9 ¥ ¥

-2 * -1 * *

0 0 0 10 10
1|1 | 2.5 3.5

2 4 2 0 4

Tabulka 8.2: Vypocet optimélni funkce V' (z,7) = V(1,9)

u(9) | g(w,u, i) = 2% +u? | 2(10) = 1+ u(9) | V(2(10),10) | V +g
-9 * -1 * *
2 |2 0 10 12
0 |1 1 2,5 3,5
1|2 2 0 2
2 * 3 S *

a proto V(0,10) = 10, V'(1,10) = 2,5, v(2,10) = 0. Bellmanova rovnice pro nasi tlohu je

Vi) = min {@? +42(0) +V ((z +u(@)), (i + 1)} (8.28)
u(z)€
s okrajovou podminkou V' (z,10), kterou jsme jiz urcili.
Pro i = 9 vypocteme optimalni funkci pro stav z(9) = 0 podle nésledujici tabulky.

V poslednim sloupci piredchozi tabulky jsou vypocteny hodnoty vyrazu
{0+ u?(9) + V ((0 4+ u(9)),10)}. Podle hleddme minimum tohoto vyrazu. V pos-
lednim sloupci predchozi tabulky je minimélni prvek 3,5 a proto V(0,9) = 3,5 a tomu
odpovidé optimalni fizeni u*(x,7) = u*(0,9) = 1. Stavy x(10) = —2 a z(10) = —1
nesplinuji omezeni a proto vypocet pro né neprovadime (znacime je hvézdickou).

Podobneé pro cas i = 9 a stav £(9) = 1 vypocteme optimalni funkci V' (1,9) a optimalni
fizeni u*(x,7) = u*(1,9) podle néasledujici tabulky: Optimélni funkce je uréena minimem
v poslednim sloupci, pak V(1,9) = 2 a optimalni fizeni je u*(z,7) = u*(1,9) = 1.

Podobné vypoéteme stejnou tabulku pro i = 9 a x(9) = 2 az x(9) = 8. Stejné pos-
tupujeme pro ¢as i = 8 atd. az dospéjeme k i = 0. Pro i = 0 a x(0) = 5 vyfesSime nasi
puvodni tlohu.

Ke kazdému bodu sité stavi vypocteme optimélni funkeci V' (z, ) - viz obr. V obr.
je hodnota optimalni funkce uvedena u kazdého bodu sité v krouzku. Optimalni fizeni
u*(x,1) je uvedeno na obr. v kazdém bodeé sité pod hodnotou optimalni funkce. Na
obr. je silnou ¢arou zakreslena spojnice bodt optimalni trajektorie z pocatecniho stavu
x(0) = 5 do cile. Nasli jsme globalni optimum a to je jediné. Optimalni Fidici posloupnost
je rovna

wik)={-2, -2, =1, 0,0, 0, 0, 0, 1, 1}

Optimdln{ trajektorie z pocdtecniho stavu z(3) = 6 je na obr. 8.4 nakreslena ¢arkované. Je
ziejmé, Ze v tomto pripadé existuji dvé optimdlni trajektorie, nebot ve stavu x*(6) = 1 lze
volit optimalni fizeni u*(6) = 0 nebo u*(6) = —1 a hodnota kritéria je v obou piipadech
stejna.
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Obrazek 8.4: Optimalni funkce a optimalni tizeni z ptrikladu 2.

179

Pokud bychom zvolili diskretizaci mnoziny dovolenych hodnot tizeni jinym zpusobem,
vznikly by obtize, bézné pri feSeni vétSiny realnych problému. Zvolme tedy mnozinu
moznych hodnot fizeni

u={-2; —1; 0; 0,5; 1; 1,5; 2}

Vypoétéme nyni pro s = x(9) = 0 optimélni funkci. Rizeni v = —2 a u = —1 neuvazujeme,
nebot v bodé z(9) = 0 nejsou pifpustné. Sestavime opét tabulku (tabulka 8.3). Z tabulky
je ziejmé, ze optimalni funkei V(x(10),10) jsme v bodé #(10) = 0,5 v pfedchozim kroku
neurcili. Hodnota x(10) = 0,5 nam totiz padla mimo zvolenou sit . Abychom uréili hod-
notu V' (0,5, 10), kterd je v predchozi tabulce oznacena o a podobné V' (1,5, 10), musime

Tabulka 8.3: Jind diskretizace pfipustnych fizeni, Vypocet V (z,i) = V(0,9)

w(9) [ g(z,u, ) = 22 +u? | 2(10) = 0+ w(9) | V(2(10),10) [ V + ¢

0 0 0 10 10

0,5 | 0,25 0,25 oY 0,25 + «
1 1 1 2,5 3,5

1,5 |2.25 1,5 3 2,25 + 3
2 4 2 0 0
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provést interpolaci mezi sousednimi hodnotami optimalni funkce. Potom plati
V(0,5, 10) = =[V(0, 10) +v(1, 10)] =6,25 = «

V(1,5, 10) = =[V(1, 10)+v(2, 10)] =1,25 =3

N =N

Je ztejmé, ze pti vetsi dimenzi stavového prostoru je interpolace obtizna. Uvédomme si
zaroven, ze jakékoliv omezeni na stavy ¢i fizeni lze pfi numerickém feSeni dobfe respekto-
vat a kazdé omezeni zjednodusuje feseni. To je podstatny rozdil proti varia¢nim metodam,
kde se omezeni respektuji velmi obtizné.

8.2.5 Reseni nékterych specidlnich tiloh dynamickym
programovanim

Princip optimality a princip invariantniho vnofeni jsou obecné principy metody dynam-
ického programovani a mohou byt vyuzity pfi feSeni ruznych optimaliza¢nich problému.
Ukazeme na nésledujicich tfech ptikladech feseni ruznych tloh statické optimalizace.

Volba optimalniho nakladu

Mame n typu zbozi a chceme nalozit prepravni jednotku o dovoleném zatizeni z,,..
takovym ndakladem, jehoz cena je nejvyssi. Podobné problémy vznikaji pfi volbé op-
timalniho nakladu lodi, kontejneru a pod. tak, aby prepravni zisk byl maximalni.

Ozna¢me: v; - cena jednoho predmétu i-tého typu, w; - vaha jednoho predmétu i-tého
typu, z; - poCet predmétu i-tého typu.

Hledame tedy maximum linearni formy

n
In = Z TiU;
i=1

pri omezujicich podminkach

n
inwi < Zmaa) Z; :071727"'
=1

Jedna se tedy o linedrni problém, ve kterém proménné x; jsou pfirozena cisla.

Pokud bychom netrvali na celo¢iselnosti proménnych x;, pak bychom za naklad vybrali
to zbozi, jehoz cena na jednotku vahy je nejvyssi. Vybrali bychom tedy zbozi typu k, pro
které plati

(%
k = arg max —
=1,...,n wW;
a maximalni cena nékladu je J* = Z—’;zmm. Pii pozadavku celociselnosti se optiméalni
reSeni muze od predchoziho zna¢né lisit.

Ulohu budeme Fesit pomoci dynamického programovani tak, ze ji vnorime do celé tiidy

uloh - pocet druhu zbozi je postupné j = 1, 2 az n a dovolend zatéz je z, 0 < 2z < 24z
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Hleddme tedy maximum

J
Ji(x,z) = invi,j =1,2,...,n
i=1

pri omezeni

J
inwigzmam Oézgzmaan 137;2071,2,..-
=1

Zavedeme si opét optimalni funkci
Vj(z) = max J;(z, 2),

kterd je rovna maximélni cené nékladu o véze z, slozeného z 7 druhu zbozi.

Rekurentni vztah pro vypocet optimélni funkce V;(z) odvodime nésledujici tpravou
predchozich vztahu. Optimélni funkci muzeme vyjadiit ve tvaru

j—1
Vi(z) = max (xjvj +  max > xivi)

Tl 4
) g Z:l

Omezeni na dovolenou nosnost z upravime do tvaru
j—1
inwi <z — rjw;.
i=1

Ptedchozi vztahy vedou na Bellmanovu rovnici

Vj(2) = max (20 + Vj-1 (2 — zjw;))
s okrajovou podminkou V;(z) = 0. Bellmanovu rovnici fesime postupné pro j = 1, 2 az
n. Maximalizaci hleddme pro pfirozend z;, kterd se méni v mezich z; € [0, [ZZ;J}], kde
[Zmaz/Ww;] znaci nejvyssi prirozené ¢islo mensi nebo rovné z,../w;. Pro j =n a 2z = 24
vyfesime timto postupem nasi puvodni ulohu a pri tom mame k dispozici vSechna fFeseni
pfi jinych omezeni.

Nejkratsi cesta siti

Méjme n bodi oéislovanych 1, 2 az n. Necht ¢as potiebny k prekonani vzdélenosti z bodu
¢ do j je roven t;;. Obecné muze platit t;; # t;;. Predpokladejme, ze ¢;; > 0. Neni-li
pfechod z bodu i do j mozny, pak ¢;; — oo a pro uplnost ziejmé ¢; = 0. Vsechny body
jsou tedy navzdjem spojeny orientovanymi spojnicemi, které jsou ohodnoceny veli¢inou
t;;. Body a spojovaci cesty mezi nimi tvoif sit - orientovany graf. Nasim tkolem je urcit
takovou cestu siti spojujici dva dané body, pro jejiz prekonani je potfeba nejmensi cas.
Tento problém vznika pri letecké, lodni i automobilové doprave, pii predavani zprav
ve sdélovacich sitich a pod.. Uloha je totozna s problémem casové optimélniho TFizeni,
interpretujeme-li uzly grafu jako stavy systému a vétve grafu jako transformace z jednoho
stavu do stavu druhého. Veli¢ina ¢;; je ¢as prechodu ze stavu ¢ do j. Zfejmé t;; muze byt



KAPITOLA 8. DYNAMICKE PROGRAMOVANI 182

i jiné ohodnoceni prechodu ze stavu i do j (napt. spotieba energie). Uzly grafu - body 1,
2 az n - jsou tedy stavy procesu, pocatecni stav je stav p a koncovy stav je stav m.

Budeme tuto tlohu opét tesit dynamickym programovanim. Nasi jedinou tlohu - urceni
optimalni trajektorie ze stavu p do m vnorime do nasledujici tiidy 1loh.

Hledame optimalni cestu z libovolného stavu j, kde 7 = 1,2,...,n, do pevné uréené¢ho
cilového stavu m tak, aby pocet mezilehlych stavu byl nejvyse k& (k = 0,1,...,(n — 2)).
Protoze zadna trajektorie nemé smycky, muze mit libovolna trajektorie nejvyse (n — 2)
mezilehlych stavii.

Optimalni cas prechodu ze stavu j do cile pfi nejvyse k mezilehlych stavech oznac¢ime
jako Vj(k) - to je optimdlni funkce pro nasi ulohu. Zfejmé plati

Vi(0) = tjm,
coz je piimy piechod z j do m. To je okrajova podminka pro rekurentni vypocet V;(k).
Pro optimélni funkci plati
Vi(k) = _min (ti+Vilk—1), k=12...,(n—2)
Ptedchozi rekurentni vztah je Bellmanova rovnice pro fesenf nasi ulohy. Ziejmeé V,(n —2)
je rovno minimélni hodnoté kritéria pro piechod ze stavu p do cile m.

Po vypoctu optimalni funkce V;(k) konstruujeme optimalni trajektorii nasledujicim
postupem. Z pocatecniho stavu p se nejprve pohybujeme do stavu ¢; (prvni mezilehly
stav), plati-li pro néj

tpiy = Vp(n —2) = Viy(n —2—1)
Z bodu i; se potom dale pohybujeme do bodu is, plati-li pro néj
tiﬂz :V; (n—3)—V; (TL—4)
Tak postupujeme déle, obecné z bodu i, se pohybujeme do 7,41, plati-li

b = Via(n =2 = a) = Vi, ,,(n =2 — (a + 1))

iai&—Q—l
Nejvyse po (n—1) krocich se timto postupem dostaneme po optimdlni trajektorii do cile.

Hledejme nyni suboptimalni trajektorii - naptiklad druhou nejlepsi. Druhou nejmensi
hodnotu kritéria z bodu j do cile pii nejvyse k mezilehlych stavech si oznac¢ime U, (k).
Ziejmeé U;(0) neexistuje, nebot pfimy prechod je jediny. Zejmé

2
Ui(1) = jin i+ Vilk = 1) 5 tji + Us(k — 1)]
kde min? je oznacen{ pro vybér druhé nejmensi hodnoty, ktera je rtizna od minima a V;(k)
je optimélni funkce pro puvodni tlohu.

Hleddme-li trajektorii, po které nejvétsi hodnota ¢;; je co mozno nejmensi, pak opét
vnofime nasi tlohu do t¥idy tloh. Optimélni hodnotu kritéria pfi cesté z bodu j do cile
m pres nejvyse k mezilehlych bodu, oznacime nyni jako S;(k). Ziejmeé S;(0) = t;, a
rekurentni vztah pro S;(k) je

i=1,2,...,(n—1)

Z optimalni funkce S;(k) muzeme opét rekonstruovat optimalni trajektorii.
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Uloha o faleSné minci

v~/

Méme m minci, mezi nimiz je jedna mince tézsi (je falesnd). Chceme pouzitim vahadlovych
vah bez zavazi urcit onu falesnou minci pomoci minimélntho poctu vazeni.

Ulohu Fesfme tak, ze z danych minci vybereme dvé skupiny o « mincich. Ty ddme na
misky vah. Budou-li misky v rovnovaze, je falesnd mince ve zbylych (xr — 2u) mincich,
které jsme nevézili. Nebudou-li misky v rovnovaze, je falesnd mince v v mincich na tézsi
misce. Ziejmé plati omezeni 1 < u < m/2. Tento pokus opakujeme se skupinou minci,
mezi nimiz je falesnd, tak dlouho, az uré¢ime jednoznac¢né falesnou minci.

Proces opakovaného vazeni je vlastné diskrétni proces, kde pocet minci m je vychozi
stav procesu, u je fidici veli¢ina procesu a prirozené ¢islo k je poradové ¢islo vazeni. Ziejmé
se jednd o 1lohu ¢asové optimalniho diskrétniho fizeni. Hledame minimélni pocet pokusu
- ozna¢ime ho k* - takovy, abychom z poé¢édteéniho stavu z(0) = m presli do koncového
stavu z(k*) = 1. Pro stav procesu v etapé (k + 1) (po (k + 1) vazeni) plati

x(k) — 2u(k) jsou-li vahy v rovnovéze
x(k+1)= T .
u(k) nejsou-li vahy v rovnovaze

Toto je stavova rovnice procesu. Vsimnéme si, ze je v ni neuréitost. Ridici velicina u(k)
je rovna poctu minci na miskdch vah pti (k + 1) vazeni, je omezena 1 < u(k) < z(k)/2.

Pro feSeni tlohy dynamickym programovanim vnoiime nasi ulohu do tiidy tloh s
libovolnym pocdtetnim stavem x(0) = z (poCet minci). Zavedeme si optimélni funkci
V(x), kterd je rovna minimalnimu po¢tu vazeni, v nejméné priznivém piipadé, pro urcéeni
jedné falesné mince mezi r mincemi. Ziejmé plati

coz budou okrajové podminky pro Bellmanovu rovnici, kterou nyni odvodime. Z x minci,
které mame k dispozici, vezmeme dvé skupiny po uw mincich, udéldme vazeni a v ne-
jhorsim piipadé bude falesnd mince mezi max{x — 2u , u} mincemi. Dalsi postup jiz
volime optimalni. Vybereme-li 4 v prvnim pokusu optimalni, pak podle principu optimal-
ity postupujeme optimélnim zpusobem. Proto pro optimalni funkci V' (z) plati rekurentni
vztah

V(r) =14+ min {max[V(x —2u), V(u)]}

1<u(k) <=

Poznamka: Uloha v této formulaci je velmi jednoducha. Optimélni u bude ziejmé
takové | ze pocet minci x rozdélime vzdy na t¥i pokud mozno stejné skupiny (u, u, x—2u).
Proto

=3 pro = =3i
ut = %‘1 pro r=3t+1
* z+1

pro x=31+2

“ ‘

kde 7 je celé ¢islo. O
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8.2.6 Reseni spojité tlohy optimalniho Fizeni
dynamickym programovanim

Meéjme problém optimalniho fizeni spojitého systému
(1) = £ (x(1), u(t), 1) (8.29)

Chceme nalézt optimalni fizeni u*(t) € U pro ¢as t € [ty , t1] takové, které prevadi
pocétecni stav x(tg) do cilového stavu x(¢;) a minimalizuje kritérium kvality Fizeni

J(to, x(to), u(t)) = h(x(t)) + / g(x(t), u(t). 1) dt (3.30)

Pti feSeni této ulohy dynamickym programovanim vnoiime tuto tlohu do tiidy uloh tim,
ze uvolnime pocéateéni bod. Budeme tedy hledat optiméln{ fizeni u*(¢) € U na intervalu
t € |1, ti], které systém (8.29) prevadi z obecného pocédtecniho stavu x(7) = s v ¢ase
T € [to , t1] do koncového stavu x(¢1) v ¢ase t; a minimalizuje kritérium (8.30]). Kritérium
m4 ale nyni dolnf integraéni mez rovnu poc¢atecnimu ¢asu 7, je tedy zavislé na J(7,s, u(t)).
Podobné jako v predchozich odstavcich si zavedeme optimdlni (Bellmanovu) funkei
V(s,7)= min J(7,s,u(t)) = J(r,s,u’(¢ 8.31

(5.7) = i T s, u(t) = I, (0) (8.31)
Interval fizeni ¢ € [7,t;] rozdélime na dva subintervaly [7 , 7+ A7 a [T+ A7, t1]. Potom
pii optimélnim fizeni u*(¢) plati pro Bellmanovu funkci

T+AT t
V(s,7) = / g(x, 0t t) dt + h(x(t)) + 1A g(x, u, t) dt. (8.32)
T T+AT
Odtud plyne
T+AT
V(s,7) = / g(x,u",t) dt + V(s + As, 7+ ArT). (8.33)
Z tpravy (88.33)) ve tvaru
T+AT
V(s + As, 7+ A7) — V(s,7) = — / g(x, u*,t) dt (8.34)
plyne pri A7 — 0 vztah
d
V+d(j7 7—) = _g(X7 U*7 t)a (835)

kde symbolem + znac¢ime derivaci zprava.

Zvolime Tizenf u(t) takové, ze na prvnim intervalu ¢ € 7, 7+ Ar] je libovolné, ale na
druhém intervalu t € [T+AT7 , t1] je optimélni vzhledem ke stavu x(7+ A7) = s+As, ktery
je vysledkem fizeni v prvnim intervalu. Pak podobné jako v (8.33)) plati pro Bellmanovu
funkci

T+AT o
Vi(s,7) < / g(x,u,t) dt + V(s+ As, 7+ AT). (8.36)
Odtud pro libobovolné u(t) € U plati

dV+ (S, 7')

> —g(x,u,t). (8.37)
dr
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Porovnénim (8.37)) a (8.35]) dostaneme

AV, (s, T) ) . (
— = 4+ g(x,u",?t) = min
dr ol ) ucU

dV+ (S, T)

S+ g(x,u,t)> =0 (8.38)

coz je implicitni tvar Bellmanovy rovnice. Ma-li optimélni funkce V (s, 7) spojité derivace,

pak plati
dVi(s,7) dV(s,7) 0OV oV . OV ov

-+ —— = — f 8.39
dr dr or " 9s ° " or s (s,u,7) (8:39)
Potom z (8.38) dostaneme kone¢né explicitni tvar Bellmanovy rovnice
ov. oV
min s,u,7)+ — + — f(s,u,7) | =0 8.40
i (ot )+ 954 o)) (8.40)

coz je obecné nelinearni parcialni diferencialni rovnice. Okrajova podminka pro jeji feseni
je ziejmé
V(s,t1) = h(s). (8.41)

Resenim Bellmanovy rovnice (8.40) z okrajové podminky dostaneme optimalni
funkei V (s, 7) a optimdlni fizeni u*, které je funkei okamzitého stavu systému, ¢ili u* =
u*(s, 7). Tim je provedena syntéza Fizeni - syntéza optimalniho zpétnovazebniho
regulatoru.

Je-li systém casové invariantni, jadro funkcionalu g v kritériu jakosti fizeni neni zavislé
na ¢ase a koncovy ¢as t; je bud volny, nebo t; — oo, pak optimélni funkce také neni
explicitné zavisla na case. Plati tedy

oV
V(s,7) =V(s) aproto — =0

(5:7)=V(s) aproto 5
Pro existenci Bellmanovy rovnice pro vSechny stavy s € X je nutno ucinit predpoklad o
diferencovatelnosti Bellmanovy funkce. Vlivem tohoto predpokladu je Bellmanova rovnice
pouze postacujici podminkou optimality. To znamend, Ze najdeme-li z Bellmanovy rovnice

fidici funkei u(x, t), kterd je jejim fesenim, pak takové fizeni je optimalni fizeni.

Bellmanovu rovnici muzeme tesit pouze ve specialnich piipadech. Obvykle ji fesime

diskretizaci, nebo piimo diskretizujeme vychozi problém.
Uvedeme nyni feseni ti{ prikladu, v prvnich dvou ptikladech je ukézano, ze predpoklad
diferencovatelnosti Bellmanovy funkce neni nékdy splnén ani v nejjednodussich pripadech.

Priklad 1: Méjme systém druhého fadu se stavovou rovnici

1 = u, 1(0)=y |Ju(t)| <a
2

us(t)] < 5

Hledame optimdlni fizeni takové, které prevede pocéatecni stav do nuly z1(¢;) = xo(t1) =0
za minimalni ¢as ¢;.

1
jfg = Ug, 172(0):

Bellmanova rovnice pro tento problém je ziejmé

( v v
14—y + o

min
oy 0y

upy | =0, V(0)=0
umnelU 2) (0)
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kde V(y1,y2) je optimalni funkce. Protoze se jednd o dva nezavislé integratory, bude
ziejmé optimdlni fizeni takové, aby vstup integratoru byl maximalni a tim se vystup
nejvétsi moznou rychlosti blizil nule. Proto

ui(y,t) = —asign y1,  ui(y,t) = —fsign y»

Optimalni Bellmanova funkce je rovna vétsimu z obou ¢asu, za které se oba integratory
vynuluji

1 1
V(y) = max | — ;=
(¥) (alyll ﬁ|y2|>
Krivky konstantn{ hodnoty Bellmanovy funkce jsou vyneseny na obr. 8.5 Optiméln{ tra-

Yo ‘
V' = const.

= const.

Y2 = §y1

/

Obrazek 8.5: Krivky konstantni hodnoty optimélni funkce a optiméalni trajektorie

jektorie jsou zakresleny na obr. silnymi carami,. Je zfejmé, Ze na primkach y, = igyl
je Bellmanova funkce nediferencovatelna. Protoze optimalni trajektorie, které nezacinaji
na zminénych ptimkach, lezi celé mimo né, Bellmanova funkce je na nich diferencovatelna
a predchozi Bellmanovu rovnici lze pouzit.

Piiklad 2: Hledejme ¢asové optimalni fizeni systému
:tl = I, 1'1(0) = Y1, |U(t>| S 1
jfg = u, .132(0) = Y.

Je mozno ukdzat, ze optimdlni fizeni je u*(t) = +1, je-li stav x vlevo od kiivky AOB
na obr. a u*(t) = —1, je-li stav x vpravo od kiivky AOB. Kfivka AOB se nazyva
prepinaci kiivka.

Je-li pocatetni bod y(0) = 'y (viz obr.[8.6), je optimalni F{zenf nejprve u*(t) = +1, az
trajektorie doséhne v bodé C' prepinaci kiivky. Potom fizeni bude u*(t) = —1 a optimé&lni
trajektorie se po piepinaci kiivce blizi k poc¢étku. Podobné pro pocatecéni bod y = 2y -
viz obr. [8.0] Poc¢ateéni bod muzeme tedy dosdhnou pouze po prepinaci kiivce.

Na pfepinaci kiivce v ¢asti AO je fizeni u*(t) = —1 a v ¢asti BO je fizeni u*(t) = +1.
Bellmanova funkce V (y) pro tento problém je

V(y) = —Y2 + 2\/_917""%3/%7 je-li y vlevo od AOB

y) = -
+y2 + 2¢/y1 + %y%, je-li y vpravo od AOB
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Obréazek 8.6: Prepinaci kiivka a optimalni trajektorie

Body konstantn{ hodnoty Bellmanovy funkce V(y) jsou vyneseny na obr. 8.7 Z obrézku
je ztejmé, ze na prepinaci kiivce jsou derivace optimalni funkce nespojité. Pti tom kazda
optimalni trajektorie probiha castecné po prepinaci kiivce. Bellmanovu rovnici nelze v
tomto pripadé pouzit.

T2

V = const.

Obrazek 8.7: Geometrické misto bodu konstantni hodnoty Bellmanovy funkce

Priklad 3: Nyni dynamickym programovanim vytesime tlohu o optimalnim dobéhu
stejnosmérného motoru. Tato tloha byla formulovana a vyreSena variacnimi metodami v
predchozi kapitole. Jedna se tedy o problém

min {J(u) - /0 - (w'(y) — wthu(t) + aw?(t)) dt, = &(t) = ult) — w(t)}

Okrajové podminky jsou w(0) = wy, w(oo) = 0. Bellmanova rovnice pro tuto ilohu je

0 = min [UQ(t) —w(t)u(t) + aw’(t) + %‘t/ + Z}: (u(t) — w(t))]
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Optimalni funkce nezavisi na Case a proto %—‘t/ = 0. Protoze tizeni u neni omezeno,

nalezneme minimum v Bellmanové rovnici derivovanim vyrazu v zavorce podle u, pak

ov

2u*(t) —w(t) + o= 0

Dosadime-li za g—g = —2u* —w z predchozi rovnice zpét do Bellmanovy rovnice dostaneme

(u*)? — wu + aw?® + (w — 2u*)(u* —w) =0

Odtud plyne optimalni fizeni
u = w (1 + \/E>

Znamémko + v predchozim vyrazu nema fyzikalni vyznam a proto plati

ut o= w(l—\/a)
w o= —vaw

Vysledek souhlasi s feSenim stejného ptikladu variaé¢nimi metodami v predchozi kapitole.

8.2.7 Priklady

1. Modifikujte tilohu o optimélnim pruchodu siti z prvniho odstavce této kapitoly tak,
ze
a) vynechdme predpoklad, ze soufadnice trajektorie neklesaji
b) hleddme druhou nejlepsi cestu
¢) zménime kritérium tak, aby maximélni hodnota kritéria na tsecce, po které
prochézi trajektorie, byla maximalni.

2. Reste tlohu optimalniho diskrétniho ¥zeni, je-li koncovy ¢as volny a lezi v intervalu
k1 € [a, B]. Uréete Bellmanovu rovnici pro tento ptipad.

3. Napiste rekurentni vztahy pro feSeni ilohy linearniho programovéani pomoci dynam-
ického programovani. Vnotte tlohu linedrniho programovani do tiidy tloh a sestavte
Bellmanovu rovnici. Je zde vyhodné malo omezeni ¢i malo proménnych?

4. Modifikujte ilohu na optiméalni pruchod siti tak, aby druha suboptimélni cesta se s
optimalni cestou nestykala nikde, kromé pocatecniho a koncového bodu.

5. Modifikujte ilohu o falesné minci:
a) o falesné minci vime pouze to, ze ma jinou véhu nez ostatni mince.
b) ve skupiné m minci mame dvé falesné mince.

6. Pomoci interpolace odvodte vztah pro uréeni hodnoty optimélni funkce V(x, k)

z vypoctenych hodnot V(x;, k), kde body x; jsou body zvolené sité stavi. Reste
nejprve pro x € R?, x € R® atd.

7. Uloha o jeepu:
Nasim tkolem je ptekonat v pustiné vzdalenost d mezi vychozim bodem a cilem.



KAPITOLA 8. DYNAMICKE PROGRAMOVANI 189

Vozidlo plné nalozené palivem ujede vSak pouze vzdalenost d/2. Proto je nutno
postupovat k cili tak, ze na trati vytvarime mezisklady paliva.

Jak je nutno naplanovat cestu, aby celkova spotieba paliva na rozvoz paliva do
meziskladu a na dosazeni cile byla minimalni. Jinymi slovy chceme, aby celkova
ujeta draha byla minimalni.

Ulohu feste tvahou a také dynamickym programovanim. Optimum je jediné, op-
timalni trajektorie neni jediné.

Modifikujte ulohu tak, ze vozidlo plné nalozené palivem ujede pouze do vzdalenosti
a < d. Uvazujte také, ze poloha nékterych mezistanic je predem urcena - byly ztizeny
predchozimi expedicemi.

8. Sestavte program pro feSeni obecného problému optimalniho fizeni nelinearniho
diskrétniho dynamického systému s obecnym kritériem kvality iizeni. Provedte ne-
jprve hrubou diskretizaci moznych hodnot stavu a fizeni. Kolem hrubé vypoctené
optimalni trajektorie provedte zjemnéni diskretizace stavi i fizen{ a uréete novou op-
timdlni trajektorii ve zjemnéné siti. Toto zjemnéni nékolikrate opakujte az dostanete
vyhovujici feseni. Timto zpusobem lze zmirnit ono ”prokleti rozmérnosti” pii feseni
problému diskrétni optimalizace dynamickym programovanim.



Kapitola 9

Princip maxima

V této kapitole odvodime Pontrjaginuv princip maxima, ktery je nutnou podminkou feseni
problému dynamické optimalizace a ukazeme jeho pouziti pro feSeni optimaliza¢nich
problému. Nejprve ale ukdzeme na souvislosti ruznych metod dynamické optimalizace.

9.1 Souvislost dynamického programovani a
variacnich metod

Meéjme tedy opét zakladni variacni tlohu. Hleddme minimum funkciondlu
t1
J(x(t)) = /t g (x(t),x(t),t) dt, x(to) = x0,%x(t1) =x3 (9.1)
0

Pro teseni této tlohy dynamickym programovanim si zavedeme optimdlni funkci V(x,t)
(viz predchozi kapitola), kterd je rovna

V(x,t) = min [ o (x(t),x(8), ) dt (9.2)

Zname-li derivaci x(t) pro vSechna ¢, zndme potom i Feseni x(¢). Derivace x(t) zde je
vlastné jakousi ”tidici velicinou”. Postupem provedenym v predchozi kapitole dostaneme
Bellmanovu rovnici pro optimalni funkei V' (x,t). Ziejmé plati

t1

X

t+At
V(x,t) = min {/t g (x(t),x(t).t) dt+ |

g (x(t),x(t),t) dt}
Odtud

X

V(x,t) = min {/:er g (x(t),%(t),t) dt+V(x+Ax,t+ At)} (9.3)

Upravime vyrazy ve slozené zavorce nasledujicim zpusobem

[T gt %00 = g (x(0) %(0),1) At + 21 (A),

ov oV dx
A At) = —At+ ——A A
V(x + Ax,t + At) V(x,t) + BT t+8x o t+ea(At),
51(At> . 52(At> .
Ao T A 0, Ao T AE 0

190
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Predpokldddme existenci a omezenost druhych parcidlnich derivaci V(x,t) a existenci
derivace x(t). Po ipravé vztahu (9.3)) je Bellmanova rovnice pro zdkladni varia¢ni dlohu
ve tvaru

. . av. oV .
0= min {g (x(t),%x(t),t) + 2t (9XX} (9.4)
Z ni ziejmé plynou dveé rovnice
i ov. oV .
—g(x(t),x(t),t) = o o™
o9 (x().x(),1) OV
ox o 0x (9:5)

Rovnice (9.5p) ukazuje, ze vyraz v zévorce v (9.4)) je roven nule. Rovnice (9.5b) je nutnd
podminka pro minimum v ((9.4) a sice, ze derivace vyrazu v zdvorce v (9.4) podle x je
nulova.

Z Bellmanovy rovnice (9.4) nebo z (9.5)) jiz snadno odvodime Eulerovu - Lagrangeovu
rovnici. Derivujeme (9.5b) podle ¢asu, pak

d ) o’V 0%V |

Nyni derivujeme parcidlné podle x rovnici (9.5a), pak
dx 0*V 0V . 9Vdx

TR rox T o< o 57)
Dosadime z do , pak
dx d oV dx
TIX T 9% T T Ikt o s
Ptedchozi rovnici upravime do néasledujiciho tvaru
gx — jtgx + (gz + 9x> illz =0 (9.8)

Protoze vyraz v zavorce na levé strané predchozi rovnice je podle (9.5b) roven nule, je
totozna s Eulerovou - Lagrangeovou rovnici gx — % gx = 0.

Legendrovu podminku odvodime z Bellmanovy rovnice také snadno. Aby v byl
vyraz ve slozené zavorce minimalni, musi byt jeho druha derivace podle x nezaporna.
Proto

52

%2

Odtud primo plyne Legendrova podminka

{g (x(t),%(t),t) + = + 8—5{

Ixx = 0, (9.9)

) . s ’ s e s .
nebot optimalni funkce nezavisi na x.



KAPITOLA 9. PRINCIP MAXIMA 192

Legendrova podminka nevylucuje, ze minimum je pouze relativni. Aby minimum exis-
tovalo vuéi vsem funkeim x = z(x, ¢) , musi podle (9.4) platit
ov. oV ov. oV
£),8(t),t) + — + —s < ), 2(t), 1) + — + —
g Ox(1),8(0),0) + G+ 5 s < g (x(0)2(0), ) + 5+
kde x = s(x,t) je optimalni hodnota derivace a x = z(x,t) je libovolnd jind hodnota
derivace. Z predchozi rovnice plyne

g (x(0) (0, 1) g (x(1), (1), 1) + 0 (2 —5) > 0
Odtud po dosazeni z (9.5b) dostaneme
g (x(0), (1), 1) — 9 (x(2) 56),1) — 92 (2~ 5) > 0 (9.10)

Leva strana (9.10) je rovna Weierstrassové funkci F(x,z,s,t) a vztah (9.10) je Weier-
strassova postacujici podminka.

Neni-li koncovy bod x(t1) trajektorie urcen, je tfeba urcit podminky platné v koncovém
bodé - podminky transverzality. Optimalni koncovy bod ma tu vlastnost, ze zménime-li
jeho polohu, pak hodnota funkciondlu J(x(t)) vzroste (spiSe neklesne). Proto v optimalnim
koncovém bodé plati

IV (x,t)

ox =0

t=t1

Z (9.5b) potom plyne, ze v optimalnim koncovém bodé plati

9X|t:t1 =0, (9.11)

coz jsou podminky transverzality pro volny konec trajektorie a pevny koncovy c¢as. Stejné
bychom odvodili podminky transverzality pro volny koncovy cas.

Lezi-1li koncovy bod na kiivee x = ¢(t), pak pti pohybu koncového bodu po této kiivce,
bude zména funkciondlu J(x,t) i optimélni funkce V' (x,t) nulova. Plati tedy

‘t=t1,x:<.0(t1

Proto
oV 8Vd7x B ov oV .

ot Poxa o ToxPW =0 proi=h

Dosadime-li za 9" z (9.5a) dostaneme
: ov. oV .
—g(x,x,t)—&xjta—xgo:(), pro t=ty.
Nyn{ upravime podle (9.5b), pak
g(x,%,t) —gx(p—%) =0, pro t=ty, (9.12)

coz jsou opét podminky transverzality pro tento pripad.

Podobnym zpusobem bychom ukézali souvislost Bellmanovy rovnice a Eulerovy - La-
grangeovy rovnice pro problém optimalniho fizeni.
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9.2 Dynamické programovani a princip maxima

V této sekci ukdzeme souvislost dynamického programovéani a principu maxima. Pricip
maxima byl vysloven jako nutna podminka feSeni tilohy optimélniho fizeni v roce 1956 L.
S. Pontrjaginem. Jeho odvozeni nevyzaduje nékteré predpoklady platné pro dynamické
programovani (diferencovatelnost optimalni funkce V(x,t)).

Pokud vsak je optimélni funkce diferencovatelnd, je mozno snadno ukézat souvislost
principu maxima a dynamického programovani. Méjme tedy problém optimalniho fizeni

min {J = h(x(t1)) + " g(x,u,t) dt, x(t)=f(x,u,t), z(ty) = wo} (9.13)

u(t) to

Tuto Bolzovu tlohu prevedeme na Mayerovu tlohu a odstranime explicitni zavislost na
case. Rozsifime stav systému o dvé slozky, nejprve zavedeme x,.1(t) = t, kterd je pak
urcena diferencidlni rovnici

d$n+1<t)
dt

Podobné zavedeme dalsi pomocnou proménnou z((t), kterd je rovna integralnimu ¢lenu v
kritériu optimality v (9.13]). Pak plati
deQ (t)
dt

= for1=1, Tnt1(to) = to (9.14)

= fo=g(x,u,t), xo(t) =0 (9.15)

a proto xo(t1) je rovno

xo(ty) = /t1 g(x,u,t) dt

to
Minimalizace kritéria v (9.13) - Bolzova tloha - je tim zménéna na tlohu minimalizace
koncového stavu - Mayerova 1loha

Ilrll(ltl)l{J = h(x(t1)) + xo(t1), %x(t) =f(x,u,t), z(ty) =z} (9.16)

Slozky xg a x,,+1 pripojime ke slozkam stavového vektoru x systému a dostaneme zobecnény
stavovy vektor X v (n + 2)-rozmérném prostoru

X = [xo,xl,...,xn,an]T (9.17)

Podobné zavedeme zobecnény vektor pravych stran stavové rovnice systému (omezeni v

(9.13) a diferencidlnich rovnic (9.14) a (9.15))

f: [foafla"'afn7fn+l]T (918)
Optimalni fizeni muzeme urcit dynamickym programovanim fesenim Bellmanovy rovnice
oV ov
— — = min _(g(x,u,t +fx,u,t> 9.19
ot uweU ( ( ) ox ( ) (9.19)

s okrajovou podminkou V' (x,t;) = h(x(t;)). Déale zavedeme vektor p(t) rozméru (n + 2)

T
oV oV oV 1 (9.20)

. L L T
p(t) = [p(]?pl:"'apnapn—&-l} = _17_87%7"'7_837 >_ax "
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Vektor p(t) se nazyva konjugovany vektor. Jeho slozky jsou rovny zdpornému gradientu
optimalni funkce V (X, ).

Bellmanovu rovnici upravime tak, abychom mohli dosadit zobecnéné vektory
X, p a funkci f. Z piimo plyne

ov ov ov
0= mi )+ —fit . —fa
2 (9(Xu )+ ol 90 at>

Minimalizaci pfedchoziho vyrazu zaménime na maximalizaci jeho negace, pak

ov ov ov
= —1 -——fh— == fn— 1 21
R (e et a) IR

Dosazenim P podle (9.20)) a f podle (9.18)) dostaneme z predchozi rovnice

n+1
=T
0= max (f p)= max Ji pi 9.22
u)eU ( ) unelU % ( )
Zavedenim skalarni Hamiltonovy funkce
- n+1
H(xpu=f p= Zfz pi (9.23)
dostaneme z ({9.22]) podminkovou rovnici
0= max_H(X,p,u) (9.24)

uweclU

coz je tak zvany Pontrjagintv princip maxima.
Pontrjaginuv princip maxima vyzaduje, aby pii optimalnim fizeni u*(¢) byla Hamiltonova
funkce H (X, P, u) v kazdém casovém okamziku ¢ maximaln{ viici zenf u(t).

Algoritmus nalezeni optimalniho fizeni je tedy v principu dosti jednoduchy. Optimaln{
fizeni u*(t) je takové fizeni, které maximalizuje Hamiltonidn. Navic plati, Ze Hamiltonidn
je pti optimélnim tizeni konstantni a je roven nule. Jednoduchou aplikaci principu maxima
znemoziuje to, ze nezndme optimalni funkei V(x,t), ani jeji gradienty.

Zavedeme si rozsirenou optimalni funkci
V(i) =Ty + V(Xv t) = To + V(xla sy Ty xn—i—l) (925)

V (n + 2)-rozmérném prostoru X existuji izoplochy V(X) = konst.. Je ziejmé, Ze podle
(9.20) je konjugovany vektor p roven zapornému gradientu funkce V' (X)

p = —gradV(X) (9.26)

_ = X
Vektor f zavedeny v (9.18]) je vektor stavovych rychlosti f = e Princip maxima tedy

vyzaduje, aby skaldrni soucin p’f = H byl maximalni, tedy aby projekce vektoru rychlosti
f na vektor p byla maximalni. Tato projekce je nekladnd a pro optimalni fizeni je nulova
- vektory p a f jsou tedy, pfi optimalnim fizeni, na sebe kolmé.
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Nézornéjsi piedstavé brani ta okolnost, ze funkce V(X) podle (9.25) neni rovna op-
timaln{ funkci V(x,t). Podle 1) jeoxg= fttol g dt vétsi a je definovana v prostoru vetsi
dimenze.

Poznamka: Zavedenim vektoru p s opaénym znaménkem se zfejmé maximalizace
Hamiltonidnu zméni na jeho minimalizaci. Dostaneme tedy tzv. princip minima, ktery se
od principu maxima lisi pouze znaménkem konjugovaného vektoru p. Pouzivani principu
minima mé logiku v tom, Ze minimalizaci kritéria odpovidd minimalizace Hamiltonidnu.
Zde zachovame Pontrjaginem zavedeny princip maxima.

O
Urceni optimdlni funkce V' (x, t) vyzaduje fesit Bellmanovu parcidlni diferencialni rovnici.
Pti pouziti principu maxima potfebujeme znét konjugovany vektor p(t), ktery vsak lze
uréit, aniz bychom pocitali optimalni funkci V(X) a jeji gradient. Nyni odvodime difer-
encidlni rovnici pro vypocet konjugovaného vektoru p. Vektor p = p(X(t)) zavisi na
zobecnéném stavu X, ktery je funkci casu. Hledejme tedy vztah pro derivaci vektoru p
podle casu. Z plati

dp,  d (OV\ 9 [aVNdxy; RV
dt — dt (81’1) N _jz:(:) 87% ((‘9@) dt _JZ::‘) 8xi8xjfj’ (9.27)

dp,
proi=1,...,(n+ 1). Souradnice p, je podle (9.20) rovna (—1) a proto —- dt = 0.

Podle principu maxima optimalni fizeni u*(t) v kazdém okamziku maximalizuje Hamil-
tonidn. Jsme-li v case t ve stavu X, je principem maxima urceno optimalni fizeni. Je
ziejmé, ze zménime-li v Case t stav X, Fizeni u*(t) jiz nebude optimdlni pro zménény stav.
Principem maxima muzeme spocist jinou hodnotu optimalniho fizeni. Z této ivahy plyne,
7e derivace Hamiltonovy funkce H podle X jsou na optiméln{ trajektorii nulové. Plati tedy

0 —
8xiH(i,ﬁ(i),u*) =0, i=12...,(n+1)
Zde je Hamiltonian chdpan jako funkce H (X,p(X),u*) = H (X,u*). Po dosazeni za

Hamiltonovu funkei H z (9.23)) a (9.26) dostaneme

n+l 977 n+1 AV n+1 *87
4 ( ov >_ oV oV fJ:O, i=1,...,(n+1)

8% B JZO T%fj B JZO 89518% fj B =0 871'] 8%2

Z predchoziho vyrazu plyne

ri-:l 82V n+1 @87]
oz (’33:] = O O

i=1,...,(n+1)

Upravime-li (9.27)) podle predchoziho vyrazu, dostaneme pro konjugovany vektor p difer-

encialni rovnici ve tvaru

dp; ”ijl ov (9% ntl 87]-
dt ¢ Ox; O 4

i=1,..., (n+1) (9.28)
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dp
Diferencidlni rovnice (9.28) spolu s diferencidlni rovnici —2 = 0 tvoif soustavu konju-

govanych rovnic urcujici zménu konjugovaného vektoru na optimélni trajektorii - jsou
to rovnice tzv. konjugovaného systému. Soustavu (9.28) muzeme jesté dale upravit.
Vyjadiime-li H = H(X, P, u), pak plati pro parcidlni derivaci H podle z;

aﬁ o n—H, . n—H, 8?3
or;  Ox; (jz:%pjfj) n jz:%pj ox;

)

Dosadime-li z predchozi rovnice do (9.28)), je mozno diferencidlni rovnici konjugovaného
systému zapsat ve tvaru

dp,  O0H
dt N al'i7

i=0,1,...,(n+1) (9.29)

Princip maxima tedy vede na podminkové rovnice

@ _ (oH\'
d  \Oop
u*(t) = argmax H(X,p,u)
ucU

dp om\"

Prvni rovnice v piedchozi soustavé je stavova rovnice systému, nebot H = p’f , druhd
rovnice je Pontrjaginuv princip maxima a tfeti rovnice je stavova rovnice konjugovaného
systému.

Z okrajové podminky V(x,t;) = h(x(t;)) Bellmanovy rovnice (9.19)) plynou koncové

podminky diferenciélni rovnice konjugovaného systému (9.29) ¢i (9.30c). Pro konjugovany
vektor p podle ((9.20) plyne koncova podminka

Oh(x(t ,
Po(t1) = —1, %H@ﬂzo,@unz—-ég?x i=1,...,n. (9.31)

Koncova podminka (9.31)) plati pro problém optimélniho fizeni s volnym koncovym stavem
a pevnym koncovym ¢asem t;. Poc¢atecni podminky systému ((9.30h) jsou podle (9.15)),
(9.14) a (9.13)

xo(tg) = 0, .anJrl(t()) = t(), xl(to) = T50, 7= 1, e, N (932)

Predpoklad o diferencovatelnosti funkce V(x, t), ktery provézel nase odvozeni, neni obecné
nutny.

Na zavér tohoto odstavce uvedme formulaci principu maxima:

Véta: Princip maxima.
Méjme problém optimdlniho Tizeni . Aby rizeniu*(t) € U bylo optimdlni rizeni min-
imalizugict kritérium kvality tizend, must platit, Ze existuje nenulovyj vektor p(t), vyhovugict
diferencidini rovnici (9.29) ¢ (9.30c) s okrajovou podminkou (9.31)), kde Hamiltonova
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funkce H je uréena dle . Podle ¢i (9.30b) plati, Ze v kazdém casovém okamziku

t je Hamiltonova funkce maximdini vzhledem k tizeni u(t) a jeji mazimum je rovno nule.
O

K této formulaci principu maxima pripojime nékolik poznamek:

1. Je-li pevny koncovy bod trajektorie x(t1), potom nejsou uréeny okrajové podminky

(9.31)) konjugovaného systému ((9.29) ¢i ). Misto nich zndme koncové podminky
x(t1) systému (9.30R).

2. Je-li fizeny systém v staciondrni (Casové invariantni), to znamend, ze tvorici
funkce f neni explicitné zavisla na case, a také funkce g v kritériu @ nezavisi
explicitné na ¢ase, neni tfeba zavadét novou soutadnici x,.; podle @ Opti-
maliza¢ni problém fesime potom pouze v (n + 1)-rozmérném prostoru stavu X i
(n + 1)-rozmérném prostoru konjugovanych stavi p.

3. Pro problém casové optimalniho tizeni, ve kterém je kritérium

t1
J = 1(t) dt = t1 — to, (9.33)
to
je jadro funkciondlu g(x,u,t) = 1 a proto neni ani tieba zavadét nultou soutradnici
xo(t) podle (9.14]). Pro staciondrni systém optimalizaéni problém fesime potom pou-
ze v n-rozmérném prostoru stavu x(t) a n-rozmérném prostoru konjugovanych stavi
p(t) - pruhy nad x, p i H muzeme tedy vynechat.

4. Hamiltonovu funkci muzeme definovat
H = Zpifi - 9. (9-34)
i=1

Pro stacionarni systém i kritérium muzeme potom optimalizac¢ni problém tesit v n-
rozmérném prostoru stavii systému i konjugovaného systému, nebot uméle zavedend,
slozka pg(t) je konstantni a rovna (—1) a funkce z((t) se v Hamiltonidnu explicitné
nevyskytuje.

5. Protoze nezname pocateéni podminky konjugovaného systému, je treba fesit okra-
jovou tlohu pro systém diferencidlnich rovnic (9.30a) a (9.30c). Princip maxima
prevadi tedy problém optimalizace dynamickych systému na maximalizaci skaldrni
Hamiltonovy funkce a okrajovou tilohu pro soustavy diferencidlnich rovnic ((9.30p) a
(9.30c), které popisuji dynamické vlastnosti daného systému a tzv. konjugovaného
systému.

6. V kapitole o variacnich metodach byl uveden kanonicky tvar Eulerovy - Lagrangeovy
rovnice. Tam se také vyskytovala Hamiltonova funkce H a konjugovany vektor (ktery
tam byl znacen X). Tam jsme pozadovali, aby na optimalni trajektorii (extremale)
platilo g—ﬁ = 0. To plati v pripade, ze fizeni u(t) neni omezeno. Pozadavek nulovosti
derivace Hamiltonianu vuci fizeni nahrazuje princip maxima pozadavkem maximal-
izace Hamiltonovy funkce vzhledem k fizeni. Pii tom fizeni muze byt omezeno.
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7. Je-li systém linedrni vuéi fizeni u(t) a v kritériu kvality izeni je jadro funkciondlu
g(x,u,t) také linedrni vuéi fizeni u(t), je i Hamiltonidn H(x,p,u) linedrni vuci
fizeni u(t). Maximum linedrn{ formy nastdva vzdy na hranici oblasti dovolenych
hodnot fizeni U. Je-li tedy omezena maximalni i minimalni hodnota slozek tidiciho
vektoru, pak optimalni fizeni nabyva pouze maximalni nebo minimalni hodnotu -
fikdme, Ze optimalni fizeni je typu "bang - bang”. Okamziky zmény hodnot tidicich
velicin z jedné krajni hodnoty na druhou nazyvame ”okamziky prepnuti”.

9.3 Nutna podminka optimality - princip maxima

V tomto odstavci odvodime princip maxima jako nutnou podminku pro optimélni fizeni.
Nebudeme vychézet z dynamického programovani, nebot Bellmanova rovnice je postacuji-
ci podminkou pro existenci optimalniho tizeni. Uvazujme optimaliza¢ni problém s volnym
koncem a pevnym koncovym ¢asem - viz problém (9.13)). Funkce h(x(1)) v kritériu opti-
mality necht je rovna nule.

Stejné jako v predchozim odstavei budeme optimalizaéni problém fesit v (n + 2)
rozmérném prostoru. Pro jednoduchost zapisu, na rozdil od ptedchoziho odstavce, vynechame
pruhy nad (n + 2) rozmérnym vektorem x i p. Podle (9.13)), (9.14) a (9.15)) je rozsiteny
systém popsan rovnici

dx

i f(x,u), X=[20,71,. ., Tn, Tny1]" (9.35)

Podle (9.16)) minimalizujeme kritérium
J(u) = zo(ty), (9.36)

nebot podle predpokladu je neintegrdlni ¢len h(x(t1)) v kritériu nulovy. O funkei f v
budeme piedpoklddat, Ze je ohrani¢end a spojité vzhledem ke svym argumenttim a
diferencovatelnd podle x. Rizenf u(t) € U necht je po ¢astech spojitd funkce s koneénym
poctem nespojitosti prvniho druhu. Pro piehlednost odvozeni pfedpokladejme jedinou
fidici veli¢inu.

Myslenka odvozeni je néasledujici:

Predpokladejme, ze jsme nalezli optimélni fizeni u*(¢) i optimdlni trajektorii x*(¢). Porusi-
me-li néjakym zpusobem optimdlni fizeni u*(t), kritérium se ze své minimélni hodnoty
muze jenom zvétsit (1épe - nemuze se zmensit). Nezdpornost prirustku kritéria, pii zméné
fizeni od optiméalni hodnoty, nés povede k principu maxima.

Poruseni optimalniho fizeni provedeme zde specidlnim zptsobem. Na nekone¢né malém
casovém intervalu 7 — e < t < 7, kde ¢ je nekone¢né mald velicina a libovolny ¢asovy
okamzik 7, ty < 7 < t1, dopustime libovolné velkou (ale pripustnou) zménu fizeni u(t)
od optimalniho prubéhu u*(¢). Na ostatnim intervalu ¢t € [ty, 7 — €] a t € [7,t1] zustane
fizeni optimalni. Této zméné optimélniho fizeni fikdme ”jehlova variace” - viz obr.
0.1} Vysetiime vliv této jehlové variace na trajektorii a kritérium. Rozdil mezi optiméln{
trajektorii x*(¢) a trajektorii x(¢), odpovidajici neoptimalnimu fizeni u(t), bude v ¢ase 7
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Obrazek 9.1: Jehlova variace optimélniho Fizeni u*(t).

umeérny € a s presnosti na nekonecné malé veliciny druhého tadu plati

x(r) = x(7) = ¢ (‘Z - d;j) | el () ~ ()] (937

Rozmyslete si podrobné predchozi vztah. Spise bychom v predchozim vztahu cekali, ze
derivaci stavi budeme uvazovat v ¢ase t = 7 — £. Rozdil je ale nekonec¢né mala velicina
druhého fadu. Vztah je pro odvozeni principu maxima klicovy.

Pro t > 7 je tizeni jiz optimélni, ale vlivem jehlové zmény Tizeni je variace trajektorie
0x(t) = x(t) — x*(t) nenulova i pro ¢as ¢, kde 7 <t < ¢;. Nalezneme linearizovany vztah
pro variaci 0x(t). Z rovnice systému x(t) = f(x, u) dostaneme pro prirustek dx vztah

d(x + 0x)

f
o =f(x+dx,u) = f(x,u) + a—éx + £(6x),

ox

kde £(dx) je nekonecné mala velic¢ina alespon druhého fadu. Odtud plyne linearni rovnice
pro prirustek dx

= 50, (9.38)

neboli po slozkach

S, i=0,1,...,(n+1). (9.39)

Pocatecni podminky soustavy (9.38) jsou urceny podle (9.37). Variace kritéria je podle
(19.36]) rovna

Variace je nezédpornd, protoze optimdln{ fizen{ u*(¢) zajistuje minimélni hodnotu kritéria.
Pti neoptimalnim izeni u(t) (s jehlovou variaci) nemuze hodnota kritéria klesnout.

Nyni udélame jeden ze dvou umélych kroku v odvozeni principu maxima. Vyraz ({9.40))
zapiSeme ve tvaru

5J(11*) = 5l‘g(t1) = —6XT(t1)p(t1> Z O, (941)

kde zavedeny (n + 2)-rozmérny vektor p(t;) je roven

p(t1) = [-1,0,...,0]". (9.42)
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Podminka pro to, aby u*(t) bylo optlmalm fizeni je ddna vztahem (9.40) nebo (9-41), kde
variace 0X je urc¢ena rovnici resp. (9.39) s poc¢atecni podminkou (9.37)). Abychom

vliv jehlové variace fizeni nemuseli vysSettovat az v koncovém case 1, je ti"eba udélat druhy
umély krok.

Budeme hledat vektor p(t) takovy, abychom variaci kritéria podle (9.41) nemuseli
zjistovat az v ¢ase t1, ale v libovolném case 7 < t < t;. Chceme tedy, aby platilo

—8J(u*) = ox"(t))p(t) = 6x" (t)p(t), T<t<t. (9.43)

Potom vliv jehlové zmény Fizeni u*(¢) na kritérium kvality fizeni zjistime bezprostiedné
v case T, kdy jehlova variace skoncila.

Nyni zbyva nalézt diferencidlni rovnici pro vektor p(t). Ze vztahu (9.43) plyne
oxT(t)p(t) = konst. pro 7 <t < t;. Odtud tedy

d

dt(éx (tp(t) =0, r<t<t

Provedeme derivaci skaldrniho souc¢inu, pak

(W) pO)+ox" 0 PW _o rci<y,.

Predchozi rovnici vyjadiime po slozkach

n+1 ) n+1
Zd@fl;() +Z§x] dp]():()’ TSU<t
=0

Do predchoziho vyrazu dosadime z (9.39)), pak

n+1 n+1 n+1
i=0 azr;j

Jj=0

Vytkneme variaci dz; z obou ¢lent piedchozi rovnice a dostaneme

n+1 dpj(t) n+1 afl
g)éxj(t) o +§8$jpi(t) = 0.

Protoze variace dz;(t) je obecné nenulova, musi byt vyraz v hranaté zavorce roven nule.
Odtud plyne diferencidlni rovnice pro konjugovany vektor p(t)

dp](t) _ nz—i_l 8fi(x, Ll)

e D, pi(t), Jj=0,1,....,(n+1) (9.44)

=0

Vztah (9.44]) je diferencialni rovnice tzv. konjugovaného systému, kterd je shodna s
rovnici ((9.29) odvozenou v predchozim odstavci.

Ze vztahu (9.43) plyne, ze prirustek kritéria §J muzeme vysetrovat okamzité v case .
Plati tedy
—6J = 0x'(1)p(7) <0 (9.45)



KAPITOLA 9. PRINCIP MAXIMA 201

Podle (9.39) a (9.37)) je variace 0x(7) imérnd rozdilu rychlosti a proto
[ (x(7), u(m)]" p(r) = [f (x"(7),u*(1))]" p(r) < 0. (9.46)
Definujeme si Hamiltonovu funkci H (x, p, u)
H (x,p,u) = [f (x(r),u(7))]" p(7), (9.47)

pak z (9.46) je ziejmé, ze pri optimalnim Fizeni je na optimalni trajektorii Hamiltonova
funkce maximalni.

Timto postupem jsme odvodili princip maxima jako nutnou podminku feseni problému
optimalniho tizeni spojitého systému s omezenim tizeni.

9.4 Reseni nékterych problému optimalniho
Iizeni principem maxima

9.4.1 Obecny postup reSeni

Podle principu maxima optimalni fizeni optimalizuje Hamiltonidn. Ptitom je tfeba tesit
diferencialni rovnici systému a tzv. konjugovaného systému. Poc¢atecni podminky systému
obvykle zname, ale nezname pocateéni podminku konjugovaného systému. V tloze s
volnym koncem trajektorie zname koncovou podminku konjugovaného systému a v tloze
s pevnym koncem trajektorie zname naopak koncovou podminku systému. Ideové schéma
feseni problému optimalniho fizeni s pevnym koncem trajektorie je uvedeno na obr. [9.2]

lw(to)

p(t) H u(t) x(t)
KS 0, S —
xt) H |
P(to)T
| L |
| |
| S 1 B
L ] 0, L .

Obrazek 9.2: Schéma vypoctu optimalniho fizeni a optimalni trajektorie podle principu
maxima.

Na obr. je S tizeny systém, K.S konjugovany systém, blok H vytvari Hamiltonovu
funkci H. Optimizator O; urcuje optimalni fidici velicinu tak, aby Hamiltonidn byl v
kazdém ¢asovém okamziku maximélni vzhledem k piipustnému fizeni u(t) € U. Opti-
mizator O; musi byt velmi rychly. Rychla smycka s optimizatorem O1, slouzici k vypoctu
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optimalniho Tizeni, je na obr. vyznacena silnou ¢arou. Casto lze optimaln{ Fizenf z
tvaru Hamiltonidnu a omezeni u(t) € U analyticky vypocitat.

Optimizator O, urcéuje pocateéni podminku konjugovaného systému. V koncovém
case t; skutecnou hodnotu stavu x(¢;) systému S porovndme s pozadovanym koncovym
stavem x1. Neni-li skuteény koncovy stav x(¢;) totozny s pozadovanym koncovym stavem
X1, zménime optimizatorem O pocatecni podminku p(ty) konjugovaného systému a v
nasledujici iteraci pocitame znovu optimalni fizeni a optimalni trajektorii maximalizaci
Hamiltonovy funkce. Optimélni postup hledéni poc¢atecni podminky p(¢y) konjugovaného
systému optimizatorem O, neni obecné znamy.

Ptitom je optimdlni trajektorie velmi citlivd na volbu pocéteéni podminky p(¢q) kon-
jugovaného systému. Konvergence iteracniho postupu hledani p(¢y) je zarucena pouze
pro nékteré specialni tiidy problému optimalizace - naptiklad pro ¢asové optimalni fizeni
linearniho systému, nebo kvadraticky optimalni fizeni linedrniho systému.

Jiny zpusob iteracniho vypoctu optimalniho fizeni podle principu maxima je
nasledujici:

Méjme problém optimalniho fizeni s volnym koncem trajektorie a pevnym koncovym
casem. Oznacime u(t) i-tou iteraci vypoétu optimalniho fizeni.

Zvolime prvni odhad optimélniho fizeni u)(¢) a vypocteme trajektorii systému vyché-
zejici z dané pocatecni podminky x(to). Pro zvolené fizeni u*)(t) a odpovidajici feseni
x(t) vypocteme feseni diferencidlni rovnice konjugovaného systému v obriaceném case
vychézejici z koncové podminky p(t;) = 0 (volny konec trajektorie).

Z vyrazu pro Hamiltonovu funkei H = 3, p; fi(x, u) — g(x,u) (viz. (9.34)), muzeme

vypocist derivaci Hamiltonovy funkce grad, H = (g—ﬁ) .
Uvniti dovolené oblasti tizeni je gradient kritéria vzhledem k fizeni imérny zaporné

vzatému gradientu Hamiltonidnu viéi fizeni. Toto tvrzeni snadno prokazeme, nebot podle

(9.43) plati §,J = —6xT(t)p(t) a proto

0y = gi(Su = —xT(t)p(t) = — (x—x)"p
= —¢€ (f(X7 u) - f(X ) U*))T p=—-¢ [H(X7 u, p) - H(Xa U*a p)]
OH
= —aiuéu 9

Proto plati
grad,J = —grad, H. (9.48)

Novy odhad optimélniho tizeni u(”l)(t) dostaneme podle itera¢niho predpisu

, (%) (@)
D (f) = { u(t) + a grad, H pro u'(t)+« grad, H € U (9.49)

u® () pro u®(t) +a grad, H ¢ U

kde a je vhodné voleny koeficient. Jeho volba je vlastné algoritmus jednorozmeérového
hledani. Muzeme pouzit libovolny algoritmus, piipadné pouzit i jinou metodu - naptiklad
metodu konjugovanych gradient. Optiméaln{ fizeni je urceno limitou

u*(t) = lim u®®(¢). (9.50)

1—00
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Vyhodou této piimé metody vypoctu optimalniho tizeni je, ze v kazdé iteraci mame
pripustné feseni. Iteracni vypocet ukoncime, je-li gradient Hamiltonianu maly, piipadné
se Tizeni dle jiz nemeéni.

V redlnych problémech optimalizace existuji i omezeni na stavy systému x(¢) € X C
R™. Tyto problémy se principem maxima tesi obtizné, lze je iteracné tfesit pomoci poku-
tovych ¢i barierovych funkei zahrnutych v kritériu optimality.

Oblibena a velmi efektivni metoda, kterda umoznuje respektovat omezeni na stavy
systému, je tzv. metoda "nékolikandsobného nastielu” - multiple shooting method. V
této metodé se interval rizeni rozdéli na nékolik subintervalu a fesi se problém optimalniho
fizeni na kazdém intervalu zvI4st.

Pti tom se tidici veli¢ina na kazdém intervalu vhodné aproximuje, napiiklad po ¢astech
konstantni funkci, nebo po ¢astech linearni funkci a pod.. Tim prevedeme problém op-
timalniho fizeni na problém matematického programovani - hledani koeficientu aprox-
imac¢ni funkce fizeni.

Nyni musime respektovat hlavni myslenku metody. Koncovy stav na kazdém inter-
valu musi byt pripustny a navic musi byt shodny s pocatecnim stavem na nasledujicim
intervalu. Tyto omezujici podminky tvoii omezeni problému nelinedrntho programovani.
Na jeho feseni muzeme pouzit libovolnou numerickou metodu nelinearniho programovani
s omezenim, na piiklad metodu SQP (sekvenéniho kvadratického programovani) nebo
metodu IPM (metodu vnitintho bodu).

Omezeni na stavy respektujeme pouze v krajnich bodech intervalu, na které jsme
rozdélili celou dobu fizeni. Proto muzeme sledovat a vhodné omezovat i derivace stavu v
krajnich bodech intervali, abychom uvniti zvolenych intervalu neptekrocili omezeni.

Pti feseni optimaliza¢niho problému principem maxima muze nastat pripad, ze Hamil-
tonidn neni zavisly na tizeni a tudiz uréeni optimalniho fizeni maximalizaci Hamiltonianu
nelze provést. Nastava tzv. singularni pripad, pii kterém nutné podminky prvniho radu
nedaji feseni. Proto je nutno vysetfovat podminky druhého tddu (druhé a vyssi variace).
Zde se singularnimi feSenimi nebudeme zabyvat.

9.4.2 Casoveé optimalni Fizeni

Pro linearni staciondrni systém popsany stavovou rovnici x(t) = Ax(t) + Bu(t) hledame
takové Fizeni u(t) € U, aby doba pfechodu z daného pocatecniho stavu x(ty) = x¢ do
daného koncového stavu x(t;) = x; byla minimalni. Kritériem je tedy doba piechodu

T() = [ ) dt =t —t (9.51)

to

Rizeni u(t) je omezeno v kazdé slozce a plati (U;)min < ui(t) < (Ui)mae- Podle 1) si

zavedeme Hamiltonovu funkei
H(x,p,u) = (Ax+Bu)" p—1 (9.52)

Konstanta (—1) je v Hamiltonidnu proto, ze podle tvaru kritéria (9.51) je ¢ = 1 a
po(t) = —1. Na vypocet optimélniho fizeni nema konstanta (—1) vliv. Hamiltonidn je
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linedrni vzhledem k fizeni u(t) a proto optimalni fizeni lezi na hranici oblasti. Maximum
Hamiltonianu podle (9.52)) nastane, bude-li maximéln{ vyraz

T
(Bu)T p=u'B’p=p’'Bu= (BTp) u
Odtud zfejmé plyne optimalni fizeni

(Ui)max pro ?:1 b]lpj(t) >0

uilt) = { (Udmin DO S0 by (1) < 0 (9-53)

kde bj; jsou prvky matice B. Pokud >°7_, bj;pj(t) = 0, neni optimdln{ fizeni definovano.
Pokud je systém fiditelny kazdou slozkou tidici veliciny, pak to nastdva v izolovanych
casovych okamzicich, ve kterych je prepnuti fidici velic¢iny z jedné krajni polohy na druhou.

d H\"
Rovnice konjugovaného systému odvodime z d—lz = — (g) , kde H je dle (9.52).
X
Odtud p
p T
T A b4
— P (9.54)

Matice —A” konjugovaného systému ma vlastnf éisla —\ 4, kde A4 jsou vlastni ¢isla matice
systému A. Proto, bude-li puvodni systém stabilni, bude konjugovany systém nestabilni.

Ve stavovém prostoru nalezneme mnozinu C(7) bodu, ze kterych se lze dostat za cas
T = t; — ty do koncového stavu x(t;) = x; piipustnym fizenim u(t) € U. Lze ukézat, ze
pii optimélnim Fizeni je poc¢atecéni stav x(to) na hranici mnoziny C(7) a pocatecni vektor
konjugovaného systému p(ty) je vnitini normalovy vektor mnoziny C(7) - viz obr. [9.3]

Obrazek 9.3: Mnozina C(7), 7 = t; — tp a mnoziny C(v), v = t; — t, ze kterych se lze za
cas 7 resp. v dostat do koncového stavu pripustnym Fizenim.

Nyni uvolnime pocatecni ¢as - misto ¢y budeme pocatecni cas znacit t. Potom mnozina
C(v) je mnozina bodu, ze kterych se lze za ¢as v = t; —t dostat do cile x(t1). Vektor p(t)
na optimdlni trajektorii je pro vSechna ¢ vnitini normélovy vektor hranice mnoziny C(v)
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- viz obr. Je to ztejmé z toho, ze p(t) = —grad V(x,t) a hranice mnoziny C(v) je
urcena stavy x, pro které plati V(x,t) = V(x) = v, kde V(x,t) je Bellmanova optimaln{
funkce.

Navic je pii optimdalnim fizeni skaldrni soucin vektoru stavové rychlosti a vektoru
konjugovaného systému po celou dobu Fizeni konstantni a roven 1 - viz vztah (9.52)), kde
max, H = 0.

Z teseni stavové rovnice konjugovaného systému ({9.54)

T
p(t) = e (7)p(t)
a vztahu (9.53) pro optimdlni fizeni okamzité plyne véta o koneéném poctu prepnuti,
kterd tvrdi, ze optimdlni fizeni u*(¢) je po ¢astech konstantni s konetnym poctem nespo-
jitosti prvniho druhu nastavajicich v okamzicich prepnuti.

Navic, méa-li matice systému A pouze redlna vlastni ¢isla, je pocet prepnuti nejvyse
roven (n — 1), kde n je tad Fizeného systému. Plati tedy véta o n intervalech, ktera
tvrdi, ze kazda slozka optiméalni fidici veli¢iny «f(¢) mé nejvyse n intervalu, na kterych
mé konstantni hodnotu (pocet prepnuti je tedy nejvyse (n — 1)).

9.5 Diskrétni princip maxima

Také pro problém optimalniho fizeni diskrétnich dynamickych systému plati nutné podmin-
ky principu maxima. Pro diskrétni systémy plati princip maxima obecné ve "slabsi” formeé
a podminky principu maxima maji obecné pouze lokalni charakter.

9.5.1 Podminky optimalnosti

V tomto odstavci se budeme jesté trochu podrobnéji zabyvat lohami statické optimalizace
- problémy nelinedrnitho programovani. Odvodime pro né nutné podminky, které jsou
jakousi obdobou nutnych podminek principu maxima. Méjme tedy problém

min {f(x) : g;(x) <0} (9.55)
Omezeni g;(x) < 0 urc¢uji mnozinu X piipustnych bodu, mezi nimiz hleddme minimum
funkce f(x). Vybereme bod xy € X a ur¢ime mnozinu J(xo) aktivnich omezeni
J(x0) ={j : 9;(x0) =0}

Je-li x¢ hrani¢ni bod mnoziny X, je mnozina J(xo) neprazdna. V bodé xq vypocteme
gradienty aktivnich omezeni
99;(%0) _ | 0g;(x0) 9g;(xo)

el T jed (9.56)

Budeme hledat podminky, které musi platit, aby jiny bod x, pro ktery plati x = x4+ £dx,
e > 0, byl pfipustny. Variace dx je piipustnd, svird-li tupy uhel s gradienty (9.56)), tedy
9g;(xo)

= 0x <0, j € J(x) (9.57)
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Ptedchozi nerovnost okamzité plyne z toho, ze g;(x0) < 0 a také g;(x¢ + €dx) < 0. Z
rozvoje g;(x¢ + £0x) v bodé x¢ plyne (9.57)).
Mnozina vSech pripustnych variaci dx, spliujicich podminku (9.57)), tvoii kuzel p¥i-
pustnych variaci K (xq)
0a.
K(xq) = {5){ : gja(Xo) x <0, je J(XO)} (9.58)

X

Tento kuzel je tvoren prunikem poloprostoru tvorenych nadrovinami % ox=0, j€
J (x0) a jeho vrchol lezi v bodé xq. Podminky regularity vyzaduji, aby kuzel K(xq) mél
vnitini bod a postacujici podminka pro to je linedrni nezavislost gradientu .

Bod x* € X je feSenim problému , jestlize pro libovolnou variaci 0x € K(x*) v
tomto bodé plati

f(x* +e0x) > f(x*), €>0, oxe K(x") (9.59)

Potom vskutku v bodé x* je lokdln{ minimum funkce f(x) na mnoziné X. Je-li funkce
f(x) v bodé x* diferencovatelnd, pak plati

0f(x*)
ox
kde O(g) je nekonecéné mald veli¢ina druhého fadu. Dosadime-li do (9.59)), dostaneme

dulezité tvrzeni, které specifikuje optimalni bod x*:

Je-li X* resenim problému , pak plati

f(x" +edx) = f(x")+¢ x + O(e) (9.60)

Of(x")
ox > .61
% x>0 (9.61)
pro libovolnou variaci 0x spliujici podle nerovnost
dg;(x*
D) <o, jed) (9.62)

|

Podminky (9.61) a (9.62) jsou nutné podminky. Plati-li v néjakém bodé nerovnosti
(9.61)) a (9.62)), pak tento bod nemusi byt fesenim problému ((9.55)), ale naopak v kazdém
bodé x tesicim (9.55)) plati (9.61)) a (9.62]).

Nerovnost (9.62) je mozno zapsat i v jiném tvaru. Z (9.61)) plyne

*\T' _
(SXIenI?())((*)(p ) ox =0 (9.63)
kde vektor p* je roven
. Of(x*)\"
P = - <fa<x)> (9.64)

Nadrovina (p*)7dx = 0 je opérna ke kuzeli p¥ipustnych variaci K(x*) v jeho vrcholu - viz
obr. . Aby platilo (9.63)), je tteba ponékud rozsitit kuzel pripustnych variaci.

Poznamka: Nadrovina {x : (p)Ix = (p*)Tx* = k:onst.; je opérnd k mnoziné X
v bodé x*, lezi-li X v jednom z poloprostoru urcenych piislusnou nadrovinou a ma s
mnozinou X alespon jeden spoleény bod.
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Protoze 0x = x — x*, pak z (p*)Tdx = 0 plyne
(p*)'x = (p*)'x* = konst. (9.65)

Mnozina vSech bodu x spliujicich (9.65) je nadrovina prochazejici bodem x*, kterd je
kolm4 k vektoru p* - viz obr. [0.4]

Z toho, ze nadrovina (9.65)) je opérna ke kuzeli piipustnych variaci v bodé x* € X
bohuzel neplyne, ze je také opérnd k celé mnoziné X - viz obr.[9.4 Aby to platilo, je tfeba
pozaovat, aby mnozina X byla konvexni. Plati tedy nasledujici tvrzeni:

Je-li x* € X resenim problému a mnozina X je konverni mnoZina, pak v X* je
mazimum linedrni funkce (p*)Tx, to je

max(p*)'x = (p*)'x* (9.66)
xeX
kde vektor p* je urcen podle (9.64)). O

Je-li mnozina X urcena nerovnicemi g;(x) < 0, pak, jsou-li funkce g;(x) konvexni, je
mnozina X konvexni mnozina. Je-li jesté navic funkece f(x) také konvexni, pak nadrovina
(9.65) je opérna i k mnoziné

Q={x: fx<fx)} (9.67)

Na body x mnoziny Q se nekladou zadna omezeni. Mnozina Q ma s mnozinou X
alespon jeden spolecny bod x*. Mnozina Q je vyznacena na obr. [9.4 kde vsak nadrovina
(p*)T0x = 0 k nf nenf opérnd. Je-li funkce f(x) konvexn{ funkce a mnozina X je konvexni,
pak nerovnosti a resp. a jsou postacujici pro to, aby bod x* byl
feSenim problému .

7 podminek, které jsme zde odvodili, plyne obecny postup urceni optimalniho feseni
problému . Vybereme libovolny bod x, € X a najdeme jiny blizky bod x; € X
takovy, aby platilo f(x1) < f(xo). To opakujeme tak dlouho, az v ur¢itém bodé nelze
nalézt pripustnou variaci, kterd zlepsi (zmensi) kritérium. Timto postupem nalezneme
lokalni minimum. Tento obecny postup urcuje tzv. pfimé metody. Piimé metody se
také ¢asto nazyvaji gradientni nebo také metody pripustnych sméru. Takovymi metodami



KAPITOLA 9. PRINCIP MAXIMA 208

dostaneme monoténné klesajici posloupnost pripustnych feseni, az konecné nalezneme
lokalni minimum.

Existuje i jiny postup feseni. Pfedpokladejme, Zze mnozina X je konvexni a ohranicena,
také optimalizovand funkce f(x) je konvexni funkce a feseni problému (9.55)) lezi na hranici
mnoziny X. Potom vybereme néjaky vektor p # 0 a fesime tlohu

T T
max X)=p x 9.68
max (p"x) = p"x(p) (9.68)
Predpoklddejme, ze feseni x(p) predchozi tlohy je jediné pro kazdé p # 0, pak x(p) je
hrani¢ni bod mnoziny X a nadrovina p?x = p’x(p) je opérnad k mnoziné X. Piivodni
problém (9.55) muzeme nahradit problémem nalezeni takového vektoru p, pro ktery
funkce ¥ (p) = f(x(p)) je minimélni, kde x(p) je fesenim (9.68)), pak

min f(x) = miny(p 9.69

iy () = min v(p) (9.69)
kde vektor p neni omezen. Metody tohoto typu jsou tzv. nepfimé metody. Jejich pouziti
je mozné pouze v pripadé jediného extrému a reguldrnosti problému.

9.5.2 Diskrétni princip maxima

V tomto odstavci odvodime nutné podminky diskrétniho principu maxima. 7 odvozeni
bude zrejmé, ze bez omezujicich predpokladi m&a pouze lokalni charakter. Optimalni
Fizeni u*(t) zaru¢i staciondrni hodnotu Hamiltonovy funkce. To znamend, ze libovolny
stacionarni bod Hamiltonovy funkce (lokélni minimum ¢ maximum nebo dokonce pouze
stacionarni bod) je "podeziely” v tom smyslu, ze jeden z nich muze urcovat optimalni
fizeni. Pouze ve zvlastnich pripadech plati obecna formulace diskrétniho principu maxima.

Meéjme tedy problém optimalniho tizeni diskrétniho systému popsaného stavovou rovnici
x(k+1) = f(x(k),u(k)), =x(ko)=x0 (9.70)

Hleddme takovou posloupnost fizeni u*(k) € Uy, aby bylo minimdlni kritérium kvality
fizeni
ki—1

J(u(k)) = h(x(k1) + > g (x(k),u(k)) (9.71)

k=ko

V dalsim budeme predpokladat, ze funkce f(.) v (9.70) a funkce g(.) i h(.) v (9.71]) jsou
spojité a maji spojité prvni parcialni derivace podle svych proménnych a mnozina Uy je
ohranicena a uzaviena.

Kritérium (9.71)) upravime do jiného tvaru rozsifenim stavového prostoru o soufadnici
xo(k), pro kterou plati

zo(k + 1) = zo(k) + g (x(k),u(k)) = fo(x,u), xo(ko) =0 (9.72)
Potom kritérium (9.71)) je rovno

J(u(k)) = h(x(k1)) + xo (k). (9.73)
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Rovnici ((9.72) pfipojime ke stavové rovnici systému (9.70)) a optimalizaéni problém budeme
fesit v (n + 1)-rozmérném prostoru stavie x(k) = [zo(k), z1(k), ..., z,(k)]". Rozsifenim
stavového prostoru jsme problém minimalizace kritéria (9.71) prevedli na problém mini-
malizace koncového stavu (coz je Mayerova tloha).

Problém optimalniho diskrétniho fizeni je nyni vlastné problém statické optimalizace

s omezenim (9.70) a (9.72). Je to tedy tloha na vazany extrém, kterou budeme fesit
Lagrangeovou metodou. Zavedeme si Lagrangeovu funkci

n

Lix,u,p) = J(w) + 3 pilk+ 1) [ra(k + 1) — fi(x, u)] (9.74)

1=0

kde po(k) az p,(k) jsou Lagrangeovy koeficienty, zavislé na diskrétnim case k. Hleddme
extrém Lagrangeovy funkce. Z podminky grad, L = 0 plynou nasledujici vztahy

oL
= 1+po(k1)=0 9.75
(91:0(k:1) pO( 1) ( )
0L Oh(x(ky)) .
= ———=+pi(ky) =0, =1,...,
0L " Of;(x,u) i = 1,...,n;
— ; k) — J ) (e 1) = ) s 1Yy
Z (9.75R) a (9.75p) plynou okrajové podminky
po(k1) = —1 (9.76)
oh .
pi(k) = e i=1,...,n
Z (9.75¢) dostaneme diferenéni rovnici, jejiz vektorovy zapis je
of(x,u T
p(k) = (%) p(k+ 1) (9.77)

Diferencni rovnice (9.77)) je rovnice konjugovaného systému, kterou fesime v obraceném
case vychézejice z koncové podminky (9.76). Koncové podminky (9.76|) konjugovaného
systému (9.77)) muzeme zapsat ve tvaru

_ oJ
8961-’
Definujme si nyni Hamiltonovu funkci

Pomoci Hamiltonovy funkce H podle (9.79) muzeme stavové rovnice systému (9.70) spolu
s (9.72)) a konjugovaného systému (9.77)) zapsat ve tvaru

x(k+1) = (%) C h—ko . (k—1) (9.80)

(k) — (aiZ@)T’ k= ko, (bt — 1)

pi(ky) = i=0,1,...,n. (9.78)
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Zname pocatecni podminky x () systému (9.80a) a koncové podminky (9.76) konjugo-
vaného systému (9.80p). Pii pevném p(k) a x(k) je Hamiltonidn H funkef fizeni u(k).
Pro kazdé u € U sestrojime kuzel piipustnych variaci K (u)

Ku)={du : u+ecduelU, 0<e<e} (9.81)

Predpokladdme splnéni podminek regularity - to znamend, ze kuzel K (u) je konvexni a
m4 vnitini bod. Vyrazem K (u) budeme ddle oznacovat kuzel K (u), ke kterému piipojime
jeho hranici; pak K(u) je uzaviend mnozina (uzavieny kuzel). Abychom odvodili nutné
podminky optimality, budeme predpokladat, ze zndme optimalni fizeni u*(t) a optimaln{
trajektorii x*(¢) i p*(t).

Ze stavovych rovnic systému plyne vztah pro variace dx a du na optimalni trajektorii

xaw of O
kde du*(k) € K(u). Vytvoifme skaldrn{ souc¢in vektoru p*(k + 1) a vektoru ox*(k + 1)
of of
(p*(k+1)" ox*(k+1) = (p*(k+1))" (axéx*(k) + auéu*(k‘)> (9.83)

Podle (9.77) upravime piedchozi vztah

r ot
ou

Provedeme-li soucet predchoziho vyrazu pro k = ko, ... (k1 — 1), dostaneme

(p*(k+1)" ox*(k+1) = (p*(k))" ox*(k) + (p*(k+1)) su* (k) (9.84)

k1—1
(B ()" 0% (k) = (0" ()T 0" (ko) = 3 (7 (+ 1) Sow(h) (9.9)

Protoze poc¢ateéni podminky jsou dané, je variace dx(kg) = 0. Dosazenim za p(k1) z (9.78))
upravime levou stranu predchozi rovnice do tvaru

kde §.J je variace kritéria kvality fizeni. Oznacme oy H piipustny diferencidl Hamiltonovy
funkce

OH T of
ouH(x,u,p) = a—uéu =p (k+ 1)8—u§u (9.87)
kde du € K (u*). Potom vztah (9.85)) miizeme upravit do tvaru
oy —1
—oJ(u) = > duH (x*(k),u*(k),p"(k + 1)) (9.88)
k=ko

Protoze J(u*) je minimélni hodnota kritéria, plati §J(u*) > 0 pro libovolnou variaci
du € K(u*). Zvolime-li variaci du(i) nenulovou pouze v ¢ase k = i, zbude ze sumy na
pravé strané predchozi rovnice pouze jediny nenulovy ¢len. Proto na optimalni trajektorii
plati

SuH (x*(k),u*(k),p*(k+1)) <0, du € K(u*) (9.89)
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neboli
OH (x*(k),u"(k),p*(k+1))

ou
Vztah (9.89)) resp. je obecné platny zaveér o vlastnostech Hamiltonovy funkce na

optimalni trajektorii pti diskrétnim rizeni.

du <0, du € K(u") (9.90)

Je-li u* vnitini bod mnoziny pripustnych tizeni U, pak variace du je libovolna a z

plyne
OH (x*(k),u"(k), p*(k +1))

ou
V tomto ptipadé je Hamiltonidn na optimélni trajektorii stacionédrni.
Prod,H (x*(k),u*(k),p*(k + 1)) < 0, lezi fizeni u* € U na hranici oblasti. Hamiltonova
funkce dosahuje v tomto piipadé na optimalni trajektorii lokalni maximum. O globalnim
chovéani Hamiltonovy funkce nemuzeme bez dodate¢nych predpokladu nic tvrdit.

Je-li omezeni fizeni urc¢eno nerovnostmi g;(u(k)) < 0, pak podle (9.58)) je kuzel
piipustnych variaci du* urcen vztahy

dgi (u*(k))
ou

=0. (9.91)

ju<0, ieJ). (9.92)

Nyni si zavedeme mnoziny dosazitelnosti Ry (Xg). Jsou to mnoziny stava x, které jsme
schopni dosdhnout z pocateéniho stavu x(kg) = xo v ¢ase k > ko piipustnym fizenim.

Je ziejmé, ze zavedenim mnozin dosazitelnosti jsme problém dynamické optimalizace
prevedli na ilohu statické optimalizace kritéria (9.71)) na mnoziné Ry, (xo).

V dalsim budeme potfebovat, aby mnozina dosazitelnosti Ry, (xg) byla konvexni.
Zavedeme si mnoziny R(x), kde

R(x)={y : y=f(x,u], ue U} (9.93)

coz jsou mnoziny stavu dosazitelnych z pocatecniho stavu x za jeden krok pripustnym
fizenim. Je zfejmé, ze mnozina Ry, (xo) je konvexni, je-li konvexni mnozina R(x) pro
vsechny x € X.

Je-li mnozina R(x) konvexni, pak postupem provedenym v piedchozim odstavci muzeme
ukazat, ze na optimalni trajektorii plati princip maxima, to znamend, ze na optimalni tra-
jektorii je Hamiltonian maximalni.

Uvédomme si, ze pro problém optimélniho fizeni spojitych systému jsme neméli zadny
pozadavek na konvexnost mnozin dosazitelnosti. Mnoziny dosazitelnosti za maly casovy
interval At jsou vzdy konvexni - odtud plyne tzv. konvexifikujici i¢inek spojitého ¢asu.

Na zavér tohoto odstavce uvedeme formulaci diskrétniho principu maxima:

Véta: Diskrétni princip maxima
Mégme diskrétni systém popsany stavovou rovnici a hledejme optimdlni rizeniu*(k) €
U, které munimalizuje kritérium kvality rizend . Podle upravime kritérium do
tvaru a problém resime v (n + 1)-rozmérném prostoru stavi.

Je-li u* (k) pripustné optimdlni vizeni a x*(k) optimdlni trajektorie a mnozina dosazi-
telnosti R(x) stavu za jeden krok je konvexni, pak ezistuje nenulovy (n+1)-rozmérny vektor

p(k), popsany diferencéni rovnict b) s koncovou podminkou , kde Hamiltonova
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funkce H podle je pro viechny k, ko < k < ki mazximdlni vzhledem k rizeni u(k),
neboli

H (x*(k), w(k), p*(k + 1)) > H (x*(k),u(k),p*(k + 1)), u(k)eU (9.94)

Poznamka: Je-li systém linearni vuci fizeni a mnozina piipustnych fizeni je konvexni
mnozina a funkce g v kritériu je také konvexni funkce, pak je i Hamiltonian konvexni
a plati diskrétni princip maxima.

Poznamka: Obracenim znaménka koncové podminky konjugovaného systému
se maximum Hamiltonidanu zméni na jeho minimum - dostaneme potom casto pouzivany
diskrétni princip minima.

9.6 Priklady

1. Méjme jednoduchy systém druhého fadu popsany stavovou rovnici
B1(t) = 2(t),  d2(t) =u(t), |u(t)] <1

Naleznéte casové optimalni fizeni, které v minimalnim ¢ase prevede libovolny pocatec-
ni stav x do stavu x(7T") = [z1(T),0]". Uvédomme si, Ze plati véta o n intervalech.
Jaké budou prepinaci ktivky ve stavové rovine?

Ptepinaci kiivky lze ziskat feSenim stavové rovnice v obraceném case z koncové
podminky x(T) = [z1(T),0]" a volbou fizen{ u*(t) = +1 nebo u*(t) = —1.

2. Uvazujte kmitavy systém druhého radu popsany stavovou rovnici
1 (t) = @2(t),  d2(t) = —z1(t) +ult), |u(®)] <1

Naleznéte casové optimalni fizeni, které v minimalnim c¢ase prevede libovolny pocatec-
ni stav x do stavu x(7") = [0, 0]T.

Uvédomme si, ze zde sice neplati véta o n intervalech, ale plati véta o konecném
poctu prepnuti. Jaké budou prepinaci kiivky ve stavové roviné? Konjugovany systém
bude také kmitavy se stejnou periodou kmitu, proto prepinani rizeni z jedné krajni
hodnoty na druhou nastéava pravidelné po pul periodé kmitu konjugovaného systému.
Trajektorie systému pii konstantnim fizeni jsou kruznice se stiedy urcenymi velikosti
fizeni. Zobecnéte toto feseni na kmitavy systém druhého radu s tlumenim.

3. Urcete energeticky optimalni fizeni systému
iy (t) = xa(t),  @2(t) = u(t), |u(t)] <1,

které dany pocatecni stav x(0) prevede do koncového stavu x(7') za pevnou dobu
fizeni T'. Optimalni Tizeni minimalizuje spotfebu tidici energie, ktera je imérna
kritériu

T(®) = [ o] dt

Proved'te nejprve fyzikdlni rozbor problému. Rozhodnéte, zda existuji omezeni na
dobu fizeni a ukazte, Ze optimalni fizeni nabyva pouze hodnoty (+1,—1,0). Urcete
prepinaci ktivky:.
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4. Energeticky optimalni fizeni vlaku:
Stavové rovnice popisujici dynamické vlastnosti vlaku jsou

a1(t) = @2(t),  2(t) = u(t) — q(z2,21)

kde x1 a x5 je poloha a rychlost vlaku, u(t) je tazné sila elektrické pohonné jednotky,
ktera je omezena u, < u(t) < uy, kde u;, je maximalni brzdnd sila a u; je maximalni
tazna sila, g(zq,x1) jsou brzdné odpory zavislé na rychlosti a poloze vlaku. Plati
q(wa, 1) = a + bxy + c(x2)* + s(z1), kde s(z1) je sila vyvoland sklonem trati.

Nasim tkolem je premistit vlak z jedné stanice do druhé za predepsany cas tak, aby
energetické kritérium ve tvaru

7= [ o) + ) aa(0) dt

bylo minimdlni. Po¢dtetni a koncové body jsou pevné xo = [0, 0|7, x; = [d , 0],
kde d je vzdalenost mezi stanicemi.

Uvazujte nejprve a = b = ¢ = s = 0. Urcete minimalni dobu jizdy T'. Ukazte,
ze v této tloze mohou existovat singularni feseni. Ovérte, ze optimalni trajektorie
se sklada z rozjezdu maximalni taznou silou, jizdou konstantni rychlosti, dojezdu
(taznd sila je nulovd) a brzdéni maximaln{ silou. Ostatné takové jizdni rezimy by-
chom pravdépodobné volili i bez pouziti teorie.

5. Optimalni fizeni meteorologické rakety:
Meteorologicka raketa se pohybuje kolmo k povrchu zemskému. Raketa ma omezené
mnozstvi paliva a chceme tidit tah motoru rakety tak, aby raketa vyletéla do
maximalni vysky.
Necht h je vertikalni poloha rakety a v je jeji rychlost. Pocdteéni podminky jsou
h(0) = v(0) = 0 a koncovy bod je h(T) = hmaz, v(T) = 0, kde T je pevnéd doba
pohybu rakety vzhuru. Hmotnost rakety m(t) se v ¢ase méni podle toho, jak ubyva
paliva. Plati tedy

t
m(t) = M, + M, — / w(t) dr
0
kde M, je hmotnost rakety bez paliva, M, je hmotnost paliva pii startu a u(t) je
spotteba paliva za [s] v ¢ase t.

Tah F, motoru rakety se v ¢ase méni a je roven F,. = f(u(t)) = Cu(t). Uvazujme
priblizné linearni zavislost mezi tahem rakety a spotfebou paliva. Diferencialni
rovnice pohybu rakety je rovna

d(m =Y F(t) (F, — Fy(v, h) —mg(h)) dt
kde g(h) je gravitacni zrychleni zavislé na vysce rakety a F), je sila odporu prostiedi
piiblizné imérna rychlosti F}, = Bv. Z piedchoziho plyne diferencialni rovnice
dm(t)
dt

Pro dané konstanty M,, M,, C a B urcete optimalni spotfebu paliva pu(t) tak, aby
vyska h(T') byla maximalni.

= —u(t), m(0) =M, + M, m(T)=M,
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6. Modifikujte predchozi tlohu tak, ze je dana soutadnice h(T) a hledejte optimalni
prubéh pu(t) tak, aby celkova spotieba paliva byla minimalni.

7. Casové optimaln{ fizenf linedrniho systému.
Nasim tkolem je premistit poc¢atecni stav x(0) linedrniho systému
x(t) = Ax(t)+Bu(t) do pocatku x(7') = 0 v minimélnim ¢ase 7' omezenym fizenim
Umin S u<t> S Umaac-
Sestavte program pro vypocet pocatecni podminky p(0) konjugovaného systému
fesici nas problém podle principu maxima.
Rovnice konjugovaného systému je p(t) = —ATp(t). Iteraéni algoritmus podle
Neustadta je nasledujici:

e Algoritmus startujeme volbou poc¢ateéni podminky p,(0) konjugovaného systé-
mu tak, aby pg (0)x(0) < 0, na priklad
x(0)
PO = o)
e V i-té iteraci pro p,(0) fesime stavovou rovnici systému i konjugovaného systé-
mu z danych pocatecnich podminek a optimalnim fizenim podle . To
fesfme az do casu t = t;, kdy (p;(t:)" x(t;) = 0

e Nyni fesime diferencidlni rovnici v(t) = —Awv(t) s pocatetni podminkou v(0) =

x(t;) a ziskdme fesen{ v(t;) = e‘AtiX(ti) = ;.
e Novou iteraci pocatecni podminky konjugovaného systému ziskame podle vzta-
hu
Pi+1(0) = p;(0) — Ay,
Krok A,; volime takovy, aby v dalsi iteraci cas t;;1 byl vétsi nez cas t; v
predchozi iteraci. Pokud cas roste, pak zvétsime krok A; := 24;, pokud cas
neroste, krok zmensime A; := 0.5A,.

e Algoritmus konéi, pokud je =, malé, nebo x(¢;) je se zvolenou ptesnosti blizko
pocatku (koncovému stavu).

Zduvodnéni algoritmu je jednoduché.

Uréime funkei f(t,p,;(0)) = p?(0) (x(0) — z(t, p;(0))), kde z(t, p,;(0)) je pocatecni
stav systému, ktery optimalnim fizenim (s pocateéni podminkou p,;(0) konjugo-
vaného systému) prevedeme do pocatku za cas t.

Z teseni stavovych rovnic linedarntho systému plyne, ze z(t, p;(0)) =

— s eATBu*(t) dr. Po dosazeni je funkce

FE.p0) = PT0) (x(0) — 2(t,p.(0)) = BT O} A'x()
= (Ap0) x() =" 0)x(0)

Vektor (x(0) — z(t;, p;(0))) = =, je pro ¢as t; tecny vektor k mnoziné stavu S;(t;),
ze kterych se za ¢as t < t; dostanu do cile (poc¢atku souradnic) piipustnym fizenim.
Vektor p,(0) je normélovy vektor k této mnoziné. Aby mnozina S;iq(t;41) v dalsi
iteraci vzrostla (S;(t;) C Siy1(tiv1)), je tieba opravit pocatetni podminku konjugo-
vaného systému o vektor v, = e‘Atix(ti).
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8. Méjme diskrétni systém popsany stavovymi rovnicemi
z1(k+1) = 21(k) +2u(k)  2o(k +1) = =23 (k) + 22(k) + u?(k)
Urcete optimalni fizeni minimalizujici kritérium J(u) = —x9(2). Pocatecni podminka
je x(0) = [3, 0]" a Fizen{ je omezeno |u(k)| < 5.

Ukazte, ze mnoziny dosazitelnosti nejsou konvexni. Optimalni fizeni muzeme vypoci-
tat dosazenim stavovych rovnic do kritéria a dostaneme u*(0) = —2, u*(1) = £5 -
ovéite. Hamiltonian je pro «*(0) minimalni a pro u*(1) je naopak maximélni.



Kapitola 10
Stochasticky optimalni rizeni

Tato kapitola je vénovana pripadové studii pouziti dynamického programovani na syntézu
optimalniho fizeni stochastickych systému. Tento pristup se také oznacuje jako stocha-
stické dynamické programovani. V této kapitole odvodime algoritmus optimalniho
fizeni stochastickych linedarnich diskrétnich systému. Kritérium optimality bude kvadrat-
ické ve stavech a fizeni. Odvodime tzv. duvérivé i opatrné strategie pro dva stochastické
modely - model ARMAX (AutoRegresive Moving Average with eXternal input - autore-
gresni model s pohyblivym prumérem a vnéjsim vstupem) a ARX (AutoRegresive with
eXternal input).

10.1 Stochasticky optimalni rizeni ARMAX modelu

V literatufre je popsano soucasné odhadovani stavu a parametrat ARMAX modelu. Vyuzi-
jeme tyto vysledky a v této kapitole odvodime kvadraticky optimélni fizeni linearniho AR-
MAX modelu a to tzv. duvérivé i opatrné strategie LQG fizeni (Linear system, Quadratic
criterion, Gausian noise - fizeni linedrniho systému a kvadratickym kritériem a gausovskym
sumem). Nejprve uvedeme stavové rovnice ARMAX modelu v pozorovatelném kanon-
ickém tvaru, ktery je vhodny pro syntézu tizeni. Provedeme dpravu tohoto modelu do
tvaru, ktery umoznuje provést soucasné odhadovani stavu a parametru.

10.1.1 ARMAX model a jeho pozorovatelny kanonicky tvar

Necht dynamické vlastnosti procesu jsou popsany ¢asové proménnym ARMAX modelem
n-tého fddu se zndmymi parametry Sumu ¢; a zndmym rozptylem sumu o2
y(t) + > ai(t—i)y(t—i) = > bt —)ult—i) + > c;(t—i)e(t—i) + e(t) (10.1)

i=1 =0 i=1

kde y(t) je vystup modelu, u(t) je iizeni, e(t) ~ N (0, 02) je Gaussuv bily Sum, nezdvisly
na hodnotach vystupu y(t—1i), i > 1, a vstuptu u(t—i), i >0, a

(1) = [bo(t), ..., ba(t),ar(t), ... an(t)]" (10.2)

216
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je vektor neznamych parametru. Dale budeme pouzivat vektor neznamych parametru
a;(t), vektor neznamych parametru b;(t) a vektor znamych parametrua Sumu ¢;(t)

ax(t) bi(t) c(t)
a(t)=| , bt)=| ,oct)=|
an(t) b (t) cn(t)

Pozorovatelny kanonicky tvar ¢asové proménného ARMAX modelu je popsany stavovou
rovnici

x(t+1) = A)x(t) + B(t)u(t) + C(t)e(t) (10.3)
y(t) = hyx(t)+d(t)u(t) + e(t)
kde _ -
—aq (t) 10 0
_CLQ(t> 01 0
A(t) = : -
—an_l(t) 0 0 1
I —ay(t) 0 0 0 ]
b1 (t) — b0a1
B(t) =b(t) — bo(t)a(t) = : , C(t) =c(t) —a(t)
bn<t> — boan
h,=[10 ...0], d=b

Tento tvar stavovych rovnic ARMAX modelu budeme pouzivat v dalsim odstavci pri
odvozeni stochasticky optimalniho fizeni. Model v tomto tvaru neni ale vhodny pro
soucasné odhadovani stavu a parametru, protoze se v ném vyskytuji souciny téchto
proménnych. Proto stavovy model upravime do tvaru - viz blokové schéma na obr. 10.1.

x(t+1) = Fx(t) —a(t)y(t) + b(t)u(t) + c(t)e(t)
y(t) = z1(t) + bo(t)u(t) + e(t) (10.4)
kde _ -
010 0
0 0 1 0
F = : .
000 1
000 0 |

Ve stavové rovnici ([10.4)) je také vystupni proménnd y(t), proto v matici systému F nejsou
neznamé parametry. Sum e(t) se vyskytuje ve stavové rovnici i v rovnici vystupni. Muzeme
proto sum e(t) vyjadiit z vystupni rovnice a vysledek dosadit do rovnice stavové. Stavovy

model se touto tipravou transformuje do tvaru

x(t+1) = [F—c(t)h,|x(t) + [b(t) — bo(t)e(t)] u(t) — [a(t) — c(t)] y(t)
y(t) = hux(t) +he@(t)u(t) + e(t) (10.5)
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u(t)
o8

/ y(t)
d O d - Q d O—e
Tn(t) Tn1(t) x1(t)
OO (@)
° S °

Obrazek 10.1: Pozorovatelny kanonicky tvar realizace ARMAX modelu
kde h, je fadkovy vektor rozméru n, h, = [1,0,...,0] a hy je fadkovy vektor
rozméru (2n+1), hy =[1,0,..., 0] . Tim jsme vlastné provedli dekorelaci sumu stavu

a Sumu vystupu. Stavova rovnice po této upravé neni vubec zatizena Sumem.

Pro tucely odhadu parametru je tteba mit model vyvoje parametru. Pokud nemame
zadnou apriorni informaci o vyvoji parametru, modelujeme jejich vyvoj ve tvaru nahodné
prochazky

0(t+1) =0(t) + v(t) (10.6)

kde v(t) ~ N(0, 02V (t)) je Gaussuv bily Sum s nulovou stiedni hodnotou a zndmou
normalizovanou kovarianéni matici V(¢). Kovarianéni matici V () uvazujeme obvykle pou-
ze s nenulovymi diagonalnimi prvky. Jejich velikost je ddna nasi apriorni predstavou o
rychlosti zmény parametru.

Pro soucasné odhadovani stavu a parametru systému zavedeme rozsiteny stavovy vek-
tor slozeny z vektoru parametri a stavi

a(t) = [ 07(t) xT(t) |

Potom stavové rovnice rozsiteného systému vzniknou slozenim stavovych rovnic ARMAX
modelu a stavovych rovnic vyvoje parametri

T

2(t+1) = F(b)z(t)
y(t) = h()z()

G(t)y(t) +o(t) (10.7)

+
+ e(t),

co-fis o) on-lg) wo-[] s

a kde matice H a J ve stavové matici F a vystupni fadkovy vektor h jsou rovny

H(t) = [-u(t)et), u(t)ln, —y(t)L]
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J(t) = F—c(t)h,

h(t) = [ hou(t) h, |.
Rozsiteny stavovy model v tomto tvaru je vhodny pro soucasné odhadovani stavu a
parametri systému, nebot stavova matice F neobsahuje nezndmé parametry. Zvlastnosti
rozsireného modelu v tomto tvaru je to, ze ve stavové rovnici je vystupni vektor y(t), coz
nevadi pii odhadovéni rozsiteného stavu (parametru a stavu puvodniho systému). Matice
systému F(t) zavisi na datech (viz submatice H(t)) a také vystupni vektor h(t) je zavisly
na datech. Systém ((10.7)) s rozsifenym stavem je tedy linedrnim nestaciondrnim systémem.

10.1.2 Soucasné odhadovani stavii a parametru
ARMAX modelu

V tomto odstavci odvodime potiebné vztahy pro odhadovani stavu i parametra ARMAX
modelu. Protoze je systém ve stavech i parametrech linearni, vysledkem je Kalmanuv filtr
bez aproximaci.

Predpoklddejme, ze pozorujeme vstup u(7) a vystup y(7) proT =1, ..., t—1 a nase
znalost parametru a stavu systému zalozena na mnoziné dat

D = {u(1), y(1), ..., u(t=1), y(t—1)}

je popsana podminénou hustotou

p (2D = p (lﬁgﬂ ‘ DH) (10.9)

Nasim problémem je aktualizace znalosti popsané podminénou hustotou pravdépodob-
nosti p @(t),x(t)| D) na podminénou hustotu p @(t+1),x(t+1)| DY) poté, co ziskdme
nové data o vstupu a vystupu {u(t), y(t)}. Vystupni rovnice ((10.7p) definuje podminénou
hustotu

p(y(®)|2(t),u(t)) = p (y(t)0(t), x(1), u(t)) . (10.10)
Stavové rovnice ((10.7a) rozsiteného systému definuje podminénou hustotu

p at1)] 2(0), ut), y(), V(1) = p ([ﬁgﬁ}g” e<t>,x<t),u<t>,y<t>,v<t>) (o

Reseni naseho problému ziskame nasledujicim postupem:

1. Je ddna podminénd hustota p (z(t)|D™) = p (lﬁgﬂ ‘ D“).

2. Pouzitim vystupniho modelu ve tvaru podminéné hustoty
p(y(t)|z(t),u(t)) uréime vzédjemnou podminénou hustotu

p (v(1), 2()] D™ u(t)) = p (y(t)] 2(t), u(t)) p (2(t)] D, u(t)) (10.12)

Ptitom vyuzijeme tzv. prirozené podminky fizeni

p (2(t)] D u(t) = p (a(t)] D)
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3. Pomoci hodnoty vystupu y(t), uréime podminénou hustotu

N D). z(t)] D u(t)
p (=0l D) = = S e o)

(10.13)

kde
p (s D ut)) = [ o (u(0), 20| D () da(t). (10.14)

Tim ukonc¢ime datovy krok koncepéniho resSeni.

4. Pouzitim rozsiteného stavového modelu vyvoje stavu a parametru ((10.7))

p (2(t+1)] 2(t), D) = p (2(t+1)] 2(t), u(t), y(t), V(¢) (10.15)
urc¢ime prediktivni podminénou hustotu
p (2(t+1)] D) = /p (e(t+1) 2(t), D) p fa(t)| D) daf?) (10.16)

¢imz ukoncime ¢asovy krok koncepéniho feseni.

Tim jsme provedli koncepcni feseni prubézného odhadu stavu a parametru ARMAX
modelu ve specielnim kanonickém tvaru. Podminénou hustotu stavu a parametru ((10.9))
jsme ziskali pro inkrementélni ¢asovy index (t+1).

Pokud je podminénd hustota pravdépodobnosti normalni, potom vsechny pred-
chozi podminéné hustoty jsou také normélni. Normalita je zachovana (normalni rozdéleni
se reprodukuje) a proto muzeme pouzivat pouze prvni dva momenty normélniho rozdélen,
to znamena, ze stac¢i v jednotlivych krocich aktualizovat pouze stfedni hodnotu a kovar-
ian¢éni matici.

Uvazujme tedy podminénou hustotu pravdépodobnosti rozsireného stavu (parametru
a stavu puvodniho modelu) ve tvaru

p(z(®)] D = p Q%ﬂ ‘ D”) —N (F g{ ijﬂ 02D (1 t—l)) (10.17)

X

Potom pouzitim vystupni rovnice (10.7b) ziskdme sdruzenou podminénou hustotu

(t) y(t|t—1)
y(t) ‘ ) = g =l =N 0 — -0'2 .
Y (lz@)} P > P ng b gg{;_g 1o Py (10.18)
kde
; Wi _ Ot/ t—1)
gt|t—1) = h()z(t| t—1) = [hgu(t), h,] L?<t|t—1)]

p _ |[L+h®P( t—1)h"(t) h()P(t|t—1)
v P(t|t—1)h' () P(t|t—1)
Za predpokladu normality podminénych hustot spolu s vyuzitim vztahu pro podminéné
hustoty provedeme datovy krok Bayesovské rekurze. Podminénd normalni hustota je rovna

p(a(t)|D) = p ([ﬁgﬂ | Dt) Y ([9 (1 ”] 0P t)) (10.19)

(1 1)
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kde
O(t|t) = O(t|t—1) +kee(t|t—1)
R(tt) = R(t|t—1) +koe(t|t—1) (10.20)
e(tlt=1) = y(t) —y(t[t—1)

P(t|t—1)h" (H)h(t)P(t|t—1)
14+ h(®)P(t|t—1)h" (1)
Kalmanuv zisk datového kroku ky(t) a k,(t) je roven
_[ke(t)] _ _ P([t=Dh7(1)
k(t) = [kz(t)] 1+ h)P(t|t—1)h" (1)

Tim je proveden datovy krok algoritmu. Casovy krok provedeme podle stavové rovnice
vyvoje slozeného stavu ([10.7)). Prediktivni podminénd hustota je potom rovna

p(a(t+1)] D) = p ([‘98:[3] | Dt> — N (F(”” t)] 2P (141 t)) (10.22)

P(t|t) = P(t[t—1) — (10.21)

X (t+1]¢)
kde R R

A(1+1]1) = Egiﬂiﬂ —F() [gg;iﬂ + Gy(t) (10.23)

P(t4+1]1) = P )FT(¢) + [Vét) 8] (10.24)

Popsany datovy a ¢asovy krok uzaviraji algoritmus soucasného odhadovani stavu a parametru
ARMAX modelu v pozorovatelném kanonickém tvaru, pricemz za predpokladu normality
staci aktualizovat pouze stfedni hodnoty a kovarianéni matici.

10.1.3 Stochasticky optimalni fizeni

V tomto odstavci odvodime stochasticky optimélni fizeni pozorovatelné realizace ARMAX
modelu. Vyjdeme z vysledku ptredchoziho odstavce a budeme predpokladat, ze stav i
parametry modelu jsou nadhodné proménné, pii ¢emz zname jejich podminéné stiedni
hodnoty a podminéné kovariancni matice.

Pozorovatelny kanonicky tvar ARMAX modelu je popsan stavovou rovnici ((10.3))

x(t+1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)e(t)
y(t) = hyx(t)+d(t)u(t) + e(t)

Pocatecni podminky tohoto stavového modelu nemusi byt znamy presné, predpokladéame,
ze pocatecni podminka je také ndhodna proménna a zndme pouze jeji sttedni hodnotu a
kovarianéni matici p(x(0)) ~ N (x(0), P,(0)). Nasim tkolem bude urcit optimélni fizenf
u*(t), které minimalizuje kritérium kvality fizeni

J=E& {XT(N)SX(N) + Ni xT () Qx(t) + mﬂ(t)m} (10.25)

t=0
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Pozitivné semidefinitni matice S, Q a nezapornou vahu r pouzivame jako ladici parametry
pro ziskéni celkové vyhovujicich odezev optimalniho systému. Kritérium kvality tizeni je
rovno podminéné stiedni hodnoté, kde v podmince jsou zmérena vstupni a vystupni data
u(t) a y(t), coz je v predchozim vztahu schematicky naznac¢eno v podmince jako data D.

Protoze data ziskdavame postupné v diskrétnich casovych okamzicich t, je tfeba jed-
notlivé cleny v kritériu podminovat jinou mnozinou dat. Proto spravny tvar kritéria kvality
fizeni stochastického systému je roven

N-1
J = EXT(NSx(N)DY )+ 3 £ T (1)Qx(t) + ru(t)|u(t), D} (10.26)
t=0
Pokud v kritériu stiedni hodnotu podminujeme jinou mnozinou dat, dostaneme bud nere-
alizovatelny zékon tizeni nebo nevyuzivame vsechna dostupnd data a proto fidime pouze
suboptiméalné. Je ziejmé, ze kritérium kvality fizen{ je funkei pocdteéniho stavu x(0), ktery
je ndhodnou proménnou (p(x(0)) ~ N (x(0), P,(0))), poctu kroku i{zen{ N a posloupnosti
fizeni u(0) az u(N), proto J = J(x(0), P,(0), N,u(0),u(1),...,u(N)). Hodnota kritéria
vedle toho zavisi také na vlastnostech sumu procesu (jeho rozptylu) a také na jednotlivych
realizacich vystupu y(t), které ovliviuji prubézné odhady stavu a parametru systému.

Optimalni hodnota kritéria je tedy rovna

7= min | S, DY+ s
Z_:O & {XT(t)QX(t) + ru?(t)|ul(t), Dtl}]

V [Astrom 70] bylo ukdzéno, ze komutuji operace minimalizace vzhledem k fizeni a operace
podminéné stiedni hodnoty. Proto optimélni kritérium muzeme psat ve tvaru

J = 151&)1)1 {S {XT(O)QX(O) + ru?(0)+ (10.28)
1&111)1 [5 {XT(l)Qx(l) +ru?(1) 4 ...
min {5{ (N =1)Qx(N — 1) + ru*(N — 1)+

u(N—1)
E{x"(N)Sx(N)[u(N), DV} [u(N = 1), DN 2} . Ju(1), D} [u(0) }]

Abychom mohli vyuzit prubézné odhady stavi a parametri, je tfeba kritérium pocitat
rekurzivné. Pro ziskdni rekurzivniho tvaru kritéria si zavedeme optimélni funkci Vy (x(t), t)

u(t),...,u(N—1)

Vn(x(t),t) =  min l Z (x"( (1) + rud(r ))]
a jeji podminénou stfedni hodnotu

Va(t) = E{vyx@), D} =

min l & {x"(N)Sx(N)[D""} +
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Optimalni funkce Vy(x(t),t) je rovna hodnoté kritéria pii po¢atecnim ¢ase T = t, proto je
funkei stavu v case t, ktery je ale ndhodnou proménnou. My zndme podminénou stiedni
hodnotu a podminénou kovariancni matici této ndhodné proménné, kde v podmince jsou
dostupnd data (to je stard data a soucasny vstup) p(x(t)|u(t), D) ~ N (x(t|t—1), P(t|t—
1)). Pii tom jsme uzili obvyklého znaceni X(¢|7) pro odhad stavu v case t podminéném
znalosti dat az do casu 7. Proto Viy(.), coz je podminénd stfedni hodnota optimalni funkce
Vn(.), je pro pevny koncovy cas N zavisla na podminéné stiedni hodnoté a kovarianéni
matici stavu

V(t) = V(x(t|t—1), P(t|t—1),1).
V case t = 0 je Vy(0) rovno optimdlni hodnoté zvoleného kritéria kvality tizeni (10.27)).

Optimalni funkei Viy(t) muzeme pocitat rekurzivné

Vn(t) = min € (X (OQx(#) + ru?(t) + Vv (x(t + 1), + D]u(t), D | (10.29)

s pocéatecni (resp. koncovou) podminkou

€ {x"( [u(N), DN} =
T(N|N — 1) S x(N|N — 1) + tr [SP(N|N-1)].

Piipomenme, Ze tr(A) je stopa matice rovna souc¢tu diagondlnich prvku. Zde vyuzijeme
toho, ze stopa soucinu matic je komutativni. Abychom podminénou stredni hodnotu v
vypocetli, musime v Vi (x(t + 1), ¢+ 1) dosadit za stav x(t + 1) ze stavové rovnice
systému x(¢t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ce(t).

Protoze kritérium je kvadratické a systém je linearni, ma stfedni hodnota optiméalni
funkce kvadraticky tvar

V() = X7 (tt — D)GOR(tt — 1) + 7 (O)R(tt — 1) + g(t) (10.30)

kde G(t) je zatim nezndmd maticova posloupnost, v(t) je nezndmé vektorova posloupnost
a g(t) je také zatim nezndmd posloupnost. Ze vztahu pro koncovou podminku optimaln{
funkce okamzité plynou koncové podminky

G(N)=S, ~4(N)=0, g(N)=tr[SP(N|N—1)].

Pro vypocet optimélniho fizeni u*(¢) provedeme minimalizaci v ((10.29)). Plati néasledujici
jednoduché upravy

Vn(t) = ril(glé' {XT(t)QX(t) + ru?(t) + Vy(x(t + 1), t + 1)] u(t), DH}

= ming {x"(H)Qx(t) + ru’(t)+

(A(O)x(1)+B()u(t)+C(1)e(t)" G(t+1) (A(6)x(t)+B(t)u(t)+C(t)e(t))
7 (t+ 1) (A(B)x(#) + B()u(t) + C(t)e(t)) + g(t + 1)] u(t), D"}
= min &{u(t) [r + B (t)G(t + 1)B(t)] u(t)+

u(t)

u(t) |BT ()G (t + 1) (A(t)x(t) + C(t)e(t)) + ;BT(t)'y(t + 1)} +
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LBT (Wt + 1) + (xTOAT() + ()OI (1)) Gl + 1)B(t)} u(t) +

)y
(1) [Q+AT(H)G(t+ DA®)] x(t) +
x" () AT ()G(t + 1)C(t)e(t) + e(t)CT ()G (L + D A()x(t) +
e(t)CT ()G (t 4+ 1)C(t)e(t) +~T(t + 1) [A()x(t) + C(t)e(t)] +
g(t+1) |u(t), D"}

Nyni naznac¢ime vypocet podminéné stfedni hodnoty jednotlivych ¢lenu v predchozim
vyrazu

Va(t) = min X1 (Q+ATMG(E+DA®) x(t)} + (10.31)

u(t) (r+ € {B (MGt + 1)B(1)}) u(t) +

£ (< WAT(OG( + 1)B(t)+;'yT(tJrl)B(t)}u(t)Jr

N N

X

1
u(h€ {BT(G( + DA@X(D) + 5B (0)y(t + 1)} +
Yt +1) E{A()x ()}+
£ {e)CT (Gt + C()elt) + (¢ + )C()e(t)} + gt + 1)
kde vsechny podminéné stredni hodnoty jsou podminény daty (u(t), D). Tuto podminé-
nost budeme v dalsich vyrazech predpoklddat a nebudeme ji pro jednoduchost vzdy
uvadét. Zatim nebudeme provadét vypocet podminéné stiedni hodnoty predchozich vyra-
zu, poznamenejme zde pouze, ze v predchozich vyrazech se vyskytuji souciny tii a Ctyt
nahodnych proménnych a proto pfi vypoctu jejich stfedni hodnoty budeme potiebovat
treti a ¢tvrté momenty jejich rozdéleni. To v piipadé normalniho rozdéleni nebude nepieko-
natelny problém.

Minimalizaci pfedchoziho vyrazu provedeme doplnénim na tplny ¢tverec. Plati

Vi(t) = min [(u(t) —u () (r+ E{B ()Gt + DB()}) (ult) — u' (1))
+&{x"(t) (Q+ AT(M)G(t + DA®)) x()} +
E{e(t)C"(1)G(t + 1)C(t)e(t) +~" (t + 1)Ce(t) | + gt + 1) +
Y'(t+1) E{AMDxB)} —uw (1) (r+ E{BT(1)G(t+ 1)B(1)}) w'(t)]
Porovnanfm linedrnich ¢lentt dostaneme

—u"(t) [r+ E{B"G(t + DB} u(t) =

(1) [5 {BT(t)G(t F1AM)x() + ;BT(t)'y(t + 1)}]

Odtud plyne optimalni fizeni
(1) = —[r+e{BT0G(E+1)B®}] x (10.32)
x & {BT(t)G(t + 1A(t)x(t) + ;BT(t)'y(t + 1)}
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kde opét naznacené stfedni hodnoty jsou podminény daty (u(t), D). Optimalni Fizeni
podle predchoziho vztahu dosadime do optimalni funkce a dostaneme vztahy pro vypocet
maticové posloupnosti G(t), vektorové posloupnosti 7 (t) a posloupnosti g(t).

Vn(t) = XT(tt - 1)GEH)R(EE— 1) + T (O (tt — 1) +g(t) = (10.33)
E{e()CT (Gt + 1)CH)e(t) + 47 (t + 1)C(t)e(t) } +g(t +1) +
E{x"(t) (Q+AT(G(t+ DA®) x(t)} -
£ {XT(t)AT(t)G(t +1)B(t) + ;7T(t + 1)B(t)} (r+E{B"G(t+1)B(t)})  x
£ {BT(t)G(t + 1)A(t)x(t) + ;BT(t)'y(t + 1)} + 4 (4 1) E{At)x(t)}

Z predchoziho vztahu dostaneme rekurentni vztahy pro vypocet maticové posloupnosti
G(t), vektorové posloupnosti (t) a posloupnosti g(t) az po vypoctu podminénych stied-
nich hodnot v ptedchozich vyrazech. Témto vypocétum vénujeme cely nasledujici odstavec.

10.1.4 Stredni hodnoty souc¢inu zavislych ndhodnych veli¢in

Momenty centrovanych nahodnych veli¢in muzeme vypocist pomoci charakteristické funk-
ce ndhodné veliciny. Charakteristickd funkce ¢(¢) ndhodné velic¢iny x s hustotou pravde-
podobnosti p(x) je definovdna vztahem

p(t) = / e/ p(z)dx (10.34)
Existuje-li k-ty moment, potom jej muzeme pocitat podle vztahu
1
£{s*} = j—kgo(k)(O) (10.35)

kde *)(0) je k-t4 derivace charakteristické funkce podle proménné ¢ pocitand v bodé
t=0.

V pripadé ndhodného vektoru x s normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou X = v a
kovarianci P je charakteristickd funkce ¢(t) rovna

4T T
p(t) = et V-3t Pt (10.36)
Vyssi momenty muzeme pak pocitat podle vztahu

4 0
](r1+rz+---+rn)g {x71"17 ) 7

. = ——F—(t . 10.
Y= g | (10.37

Pouzitim symbolickych vypocti vypocteme podle predchoziho vztahu stiedni hodnotu
soucinu ¢tyt centrovanych nahodnych veli¢in z; az x4. Plati

E{xy xy w3 x4} = Pio Py + Pi3 Poy + Py Pos
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a podobné
5{.’13%55%} = P11P22+2P122
S{ZL’%IQ‘T@} = P12P23+2P12P13

Uvazujme nyni zavislé ndhodné veliciny z,y, z, w, které maji normalni rozdéleni, pak

Yy _ Yy . Pyx Pyy Pyz wa
PV N 1 Pe By Pl P (10.38)
w UA) Pwm Pwy sz wa

Potom plati pro necentrované sttedni hodnoty soucinu proménnych nasledujici vztahy

E{ry} = 2y+ Py (10.39)
E{vyz} = ty2+2P,+7yP.+2P,
E{loyzw) = G20 +3G Pay+0 5 Pyt Pptis Powt

wpzz+2wpxy+nyPzw+sz wa+waPyz

Nagt

Podobné plati
e{a?y?} = P +i? Py +7? Pu (10.40)
+4 & ) Poy+2 P2, + Py Py,
E{a’yz} = P §s428§Pu+28 2 Pp+d® Pt 2 P
+P:mn Pyz+2 P:ry Pzz

Ptedchozi vztahy snadno dokazeme, napiseme-li kazdou ndhodnou proménnou ve tvaru
r =1+, kde Z je stfedni hodnota nahodné proménné z a ¥ je jeji odchylka od stfedni
hodnoty (kterd ma samoziejmé nulovou stfedni hodnotu). Pak plati

E{lzyt=E{@+2) W+t =29+E{T g} =29+ Py
Podobné

™

=>

E{xy 2} {@+12) (9+9) (2+2)]
= 292+ E{y 2t +9 E{az} + 2 E{Ty} + Py

= xyz+a P,+y P+ 2P,

+
+

Q>

protoze tfeti moment P,,, nazyvany Sikmost rozdéleni je u normalné rozdélenych velic¢in
nulovy. Podobné pocitame stiedni hodnotu souc¢inu ¢ty normélné rozdélenych velicin.
Plati

E{ryzw} = E{(2+7)
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kde jsme opét vyuzili toho, ze prvni i tfeti moment centrovanych normaéalnich veli¢in je
nulovy.

Obdobné vypocteme stredni hodnotu matice
£{ayaa’} = igaa’ +iaP,, + iP,a" + §aP,, + jPea’ +
aaTPa:y + iQPaa + PaaPazy + Panya + PaxPya

kde z, y jsou skalarni ndhodné veli¢iny, a je nahodny vektor. VSechny veli¢iny jsou
vzajemné zavislé a jejich zavislost je vyjadiena vzajemnymi kovariancemi.

Tyto vztahy vyuzijeme pti vypoctu optimalniho fizeni a tomuto problému vénujeme
nasledujici odstavec.

10.1.5 Vypocet optimalniho fizeni

Ve vztahu ([10.32)) pro optimélni fizeni pti respektovani neurcitosti ve stavech i parame-
trech a ve vztahu pro optimalni funkei ((10.33) se vyskytuji stfedni hodnoty nésledujicich
vyrazu

£ {e(t)CT G(t+1)C(t)e(t)} :

E{NT(t+ DAMBX() + 4" (t+ 1)C(H)e(t) };
E{B'(1)G(t+1)B(1)};

£{x"(t) (Q +AT(OG(E+ DA®) x(1)} 5
S{BT G(t+1DA()x(t) + ;BT( )’y(t+1)};

£ {x (OAT()G(t + 1)B(1) + ;7T(t n 1)B(t)} |

Je zirejmé, ze posledni dva vyrazy jsou pouze transpozici jeden druhého. S pouzitim vz-
tahu odvozenych v predchozim odstavci budeme pocitat uvedené stiedni hodnoty soucinu
ndhodnych vektoru a matic. Pii tom parametry 6(¢) ARMAX modelu jsou slozeny z ko-
eficientu b;(t) a a;(t). Déle pro jednoduchost budeme vynechévat argument casu t. Plati

0" =[bo b1 ... by oar ... an|=]b b" aT (10.41)

T
Slozeny vektor parametru a stavu z = { o7, xT } ma normalni rozdéleni

Pogvy  Poop Poga Proa
Pbbo Pbb Pba Pboc
Pabo Pab Paa Pam
beg Pmb P:Ba Px:p

=N (10.42)

aS
N
H D
N———
I
-
X oS

Piipomenme, ze vektor B = (b — by a), vektor C = (¢ — a) a soucin matice systému A s
vektorem stavu x muzeme vyjadrit ve tvaru

Ax=w —ar; (10.43)
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kde vektor w je roven

T
W = [ To z, 0
Ziejmé plati
r;=hx=x"h!, w=Fx (10.44)

kde L _ )

1 01 0 0

0 00 1 0

h = : |; F= N
0 00 O 1
0 00 0 ... 0]

Nynf budeme poéftat stiednf hodnoty jednotlivich virazii. Plati
E{e()C" G+ 1CHe®)} = |G+ DE{CH)(H)C (1)}]
= tr|Gt+1DE{(c—a)e’(t) (c—a)"}]
= tr [G(t +1) (aﬁééT + agpaa)]
= 020" Gt + 1)C + 02 tr[G(t + 1)Py] (10.45)

kde vsechny podminéné sttedni hodnoty a podminéné kovariance maji argument (¢|t — 1),
jsou to tedy odhady v case t, podminéné daty az do casu t — 1. Tyto argumenty budeme
dale pro jednoduchost vynechavat. Zde jsme pouzili nasledujici upravy

& {(C —a)ee’ (c — a)T} =

& {ceeTCT —aee’c” — cee’a” + aeeTaT} =

cP.c” —aP.c" —cP.a" +aP.a’ +P.P,,
Predchozi vypocet byl jednoduchy, protoze sum e(t) je skaldrni veli¢ina s rozptylem o2 =
P. a sum e(t) navic nen{ korelovany s parametry i stavy v ¢ase t. Vyraz (o2 tr [G(t + 1)P,q4])
predstavuje zvyseni kritéria vlivem nejistoty v parametrech. Pro stfedni hodnotu dalstho
vyrazu plati

E{Y"(t+1) (ADx(t) + Ct)e(t) } =" (t +1) (A% — Po,) (10.46)
Podobné budeme pocitat sttedni hodnotu dalsiho vyrazu. Plati
E{x"() (Q+AT(MG(t+ DA®) x(t)} =
E{x"()Qx(t)} + £ {x" (AT (Gt + 1)AB)x(t)}
Prvni ¢clen na pravé strané spoc¢teme snadno
E{x"Qx} = £ { tr|Qxx"]} = "Qx + tr [QP,,]

kde druhy ¢len na pravé strané opét zvysuje pouze hodnotu kritéria vlivem nejistoty ve
znalosti stavu a nema vliv na tizeni. Podobné

E{x"(HATG(t+1)Ax(t)} = tr(GE{Axx"A"})
[G & {(w —ary) (w— axl)TH

= tr
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Stredni hodnotu v predchozim vyrazu spoc¢teme podle nasledujicich vztahu
£ {AXXTAT} =
E {x%aaT —wale, —awlz; + WWT}

Ztejmeé plati

& {WWT} = ww! 4+ Py,
E {WaTxl} = Wa' &1+ 1Py + WP o + Py @’
£ {aWTxl} = EA“?’Tiil + i‘lpaw + anlw + PamwT
£{rtaa"} = ifaa" + #{Puy + 2018P,,0 + 281 Pog, @’ +

aaTPmlml + leml Paa + 2 Paml lea
Potom je hledand stiedni hodnota
€ {x"(ATG(t + )Ax(1)} =x"A GA% +
t1[G (4 £18Py,0 + #7Paq + 88 Py, + Poysy Pag + 2 Pag, Pay
_aPaqw - walaT - Pawle - WPa:la - jl (Paw + Pwa) + wa)}
Po tpravé dostaneme
€ X"(t)ATG(t + )Ax(t)} =x"A GA% +

7711 [GPu] + 21 (4 Pp,uGa — t1[G (Pug + Paw)]) — 2 Py o GW +
~2 Py, ,Ga+ Py, (87GA + 11 [GPyy)) + 2 Py oGPy, + tr [GPyy

Vsechny cleny kromé prvniho pouze zvysuji kritérium vlivem nejistoty a nemaji vliv na
optimalni fizeni. Pomoci vektoru h, a matice A vyjadiime predchozi vyraz jako soucet
kvadratické a linearni formy v X a absolutniho ¢lenu

£ {X"(AT(HG( + DADx(1)} = (KTGK +hy tr[GPy] hg) %+
(2 ProG (8h] — A) = 1[G (P + Paw) b)) R + wi(t + 1)
=Tt + D)X+ Q5 (t+ DR +wi(t+1)
kde pomocnd posloupnost wy (¢ + 1) je rovna

wit+1) = —2P,,Ga+P,,, (a7Ga+tr[GP,]) +
2 PGPy, + tr[GP,.].

a vyznam matice Q1 (¢t + 1) a vektoru €2s(t 4 1) je patrny z predchoziho vztahu. Podobné
upravime dalsi clen, ktery jiz ale ovliviiuje optimalni fizeni. Plati

E{B'(1)G(t+1)B(t)} = tr|G(t+1) £{BB"}| (10.47)
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P1i tom
BB” = (b — bya) (b — bya)” = bb” — hyab” — byba’ + b2aa”
a proto
£{BBT} = BB' + Py —aPy; — Py,a’ —Py,b —bPy, -

by (Puy + Pua) + 2 bpaPyq + 2 byPap,a’ + b2P,q +
aa’ Pyyoy + PoovoPaa + 2 PasyProa

Hledana stiedni hodnota je tedy
£{BTG(t+1)B} = B'G(t+1)B+
tr {G (Pbb — &Py, — Py,a’ — PabOBT — bPyyy — by (Papy + P +
2 boaPyyq + 2 boPapyd” + biPaq + 88" Py, + Py Paa + 2 Payy Piga) |
Po uprave
e{B'G(t+1)B} = B'Gt+1)B+
Piyp, (87Ga + t1 [GPa] ) + 4 boPGa + 2 Puyu GPy, + tr[GPy] +
—2 Py yGa — 2P, .Gb — by tr [G (Pyy, + Pyy)]
= B'G(t+1)B+w(t+1)

kde pomocnd posloupnost ws(t + 1) je ziejma z predchoziho vztahu. Podobné vypocteme
posledni vyraz

E{"MATMGE+1)B®)} = tr|G(t+1) £ {Bt)x"(t)A"(1)}]
£ {;YT(t + l)B(t)} = ;7T(t +1) (B~ Pu,) (10.48)
Opét upravujeme (s vynechdnim vsech argumenti)
& {BXTAT} = & {(b — bpa) (WT — xlaT)} =

= &{-mba” + bw" — bpaw” + byzaa” | =

= — (#1ba" + #1Ppy + BPpa + Pppa’ ) + (bW + Py, ) +
— (boaW" + boPay + 8Py + Py, W) +
(boi188" + b0aP,,q + boPas, 8" + £18Ppy, + #1Papd +
88" Pz, + #100P a0 + PaaPiys, + Par, Proa + PatPaya)

kde stfedni hodnoty jednotlivych vyrazu jsou pro snadnéjsi orientaci v zavorkach. Po
dosazeni a upravé dostaneme

£{x"ATG(t+1)B} = x'A GB+
—% t1[GPy) — Py o Gb — 87 GPy,, + t1[GPy,) — by tr [GP,,] —
Py, Ga — WGPy, + 2 boP,,.Ga + 2 7P, ,Ga +
Py, 8" Ga + tr[GP) (41bo + Prys, ) + 2 PiyaGPo,
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Predchozi stfedni hodnotu vyjadiime ve tvaru linearni formy v X. Po upravé dostaneme
1
£ {XTATG(t LB+ 27TB} T Q1)+ walt+ 1) (10.49)

kde

Qit+l) = A G (B—Pus, ) +hy (—tr[GPy,] + PyaGa + botr [GPy )

wi(t+1) = —Pu,Gb—alGPy,, + tr[GPy,] — by tr [GPy,]
—Py,,Ga + 2 bP,,,Ga + Py, a ' Ga +

1 o~
8 [GPuo] Prgs, +2 PyyuGPus, + 577 (4 1) (B - Puy,)

Po dosazeni do ([10.32)) dostaneme vysledny vztah pro optimalni fizeni

. . -1
) = — [T+BTG(t+ DB + walt + 1)} x
X (QF (t+1) R(tt — 1) + ws(t + 1))
Po dosazeni do ({10.33)) dostaneme

V() = Tttt — 1)GHR(tt — 1) + T (O)R(t|t — 1) + g(t)
02 [CG(t+ 1)C +tr (G(t + 1)Pad)| + 4" (t +1) (A% = Py, ) +
gt + D +TQx + T (t+ DX+ QI+ DX +wi(t+1) —
Qs(t+1) + wy(t+1)) [7’ +B G+ 1)B +wlt + 1)}_

(%"
(U E+1) % + wy(t+1))

G(t) = Q+A G(t+1A +tx(G(t + 1)P,)hh” —

~ e -1
Qu(t + 1) [7“ +B G+ DB +w(t+1)| QI(t+1)

~E) = (haT - KT> G(t + 1)Pus, — tr[G(t + 1) (Poa + Pu) h +

-1

Ayt +1) +2 Qa(t + 1) [r + BTG+ DB w(t+ )| wat 1)
gt) = g(t+1)—-2P,,G(t+1)a+
P, (8"G(t+ 1)a+tr (G(t+ 1)Py,)) +
P, oGt + 1Py, + tr (G(t + 1)Pyy) + tr (QP,,) +
02 [CG(t+1)C + tr (G(t + )P, )} ~ ( )P, +
W3<t+1)|:T+B G(t+1)B+w2t+1] 3(t+1)

kde okrajové podminky jsou

G(N)=S, ~(N)=0, g(N)=tr[SP(N|N—1)].
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V ptedchozich vyrazech jsme odvodili opatrné strategie stochasticky optimalniho
fizeni ARMAX modelu, které operuji pouze na métitelnych vstupnich a vystupnich
datech. Tyto strategie vyuzivajl vSechny neurc¢itosti odhadi. Jsou pouzitelné pouze pro
konecnou dobu fizeni, protoze vlivem neurcitosti hodnota kritéria roste nade vSechny meze
s rostouci dobou Fizeni.

Pokud v ptedchozich vyrazech pro optimalni fizeni ignorujeme neurcitosti odhadu
stavu a parametru (zanedbame vsechny kovarianéni matice stavu a parametri), dostaneme
daveérivé strategie stochasticky optimalniho fizeni - strategie optimalni podle tzv.
urcitostniho principu. Ani tyto strategie nelze pouzit bez ipravy pro nekonecnou dobu
Fizeni.

10.2 Stochasticky optimalni rizeni ARX modelu

Na rozdil od obecnéjsiho ARMAX modelu ma model ARX jednodussi vliv Sumu na
vyvoj vystupu. Zvolime neminiméalni realizaci ARX modelu, v niz je stav systému roven
meétfitelnym posunutym hodnotam vstupu a vystupu. Proto v tomto modelu je tieba
odhadovat pouze jeho parametry. Tim se lisi nasledujici odvozeni od ptedchoziho pripadu.

10.2.1 ARX model

Vztahy mezi vstupem a vystupem jednorozmérového ARX modelu (autoregresniho mod-
elu s externim vstupem) jsou popsény diferen¢ni rovnici

n n

y(t) = ai(t)y(t — i) + > bi(t)u(t — j) + e(t) (10.50)

i=1 §=0

kde y(t) je vystup systému, u(t) je jeho vstup, a;, b; jsou parametry systému a e(t) =
N(0,02) je sum méieni vystupu. Zavedeme si vektor parametri 6(¢) a vektor posunutych
vstupu a vystupu systému z(t) podle nésledujiciho predpisu

0() = [ a() b)) at) bot) ... ault) bu(t) ]

a(t) = [ult) y(t—1) wt—1) ... y(t—n) u(t—n)]

Pomoci takto zavedenych vektoru muzeme psat diferenéni rovnici systému v nésledujicim
jednoduchém tvaru
y(t) = z" (1)0(t) + e(t) (10.51)

10.2.2 Odhadovani parametri ARX modelu

Rovnice (10.51)) je vystupni rovnici, ve které vektor neznamych parametru 6(¢) muzeme
formélné povazovat za stavovy vektor systému a zndmy vektor dat z” () miuzeme povazovat
za vystupni matici systému.

Protoze nezndme parametry systému (nyni vlastné jeho stavy), muzeme jejich vyvoj
modelovat formalni stavovou rovnici

0(t+1) = 6(t) (10.52)
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Predpokladame tedy sice neznamé, ale konstantni parametry systému a jesté navic pred-
pokldddme, ze zndme rozptyl o2 Sumu e(t).

Stavy (vlastné parametry) takového systému muzeme odhadovat Kalmanovym fil-
trem. Zavedeme obvyklé znaceni odhadu parametrti (¢, 7), coz je odhad (stiedni hodnota
odhadu) parametri v case t podminény daty az do ¢asu 7. Stejnym zpusobem oznacime
i kovarianéni matici odhadu jako Py(t, 7).

Kalmanuv filtr se sklad4 z predikéniho a filtracniho kroku. Protoze model vyvoje stavu

~ ~

(parametri) je zde tak jednoduchy, je predikéni krok pouze formélni O(t + 1,t) = 0(t,t)
a podobné pro kovarianci, nenf treba v tomto piipadé u odhadu psdt dva indexy. Plati
tedy, ze O(t) je odhad parametru (v ¢ase t nebo t + 1) podminény daty az do ¢asu ¢.

Pro odhad parametri ARX modelu plati tedy jednoduché vztahy pro podminovani

(t) = B(t—1)+Py,(t — )P, (t — 1) [y(t) — 9]
gty = 2" ()8t —1) (10.53)
Py(t) = Py(t—1) — Py, (t — P, (t — 1)Py(t — 1)
Vzdjemna kovariance mezi stavy a vystupem je Py, (¢t — 1) = Py(t — 1)z(t) a rozptyl

vystupu ziskdme ze stavové rovnice, pak P, (t — 1) = 27 (t)Py(t — 1)z(t) + o2.
Py(t)

o2

Zavedeme si jesté normalizované kovariance Ry(t) = Potom po tupravé dostaneme

vysledné vztahy pro stfedni hodnoty a normalizované kovariance odhadu parametru ARX
modelu
~ -~ Ry(t — 1)z(t)
0t) = 0(t—1
(®) ( )+ 1+ 2zT(t)Ry(t — 1)z(t) [y(
Ro(t — 1)z(t)z" (t)Ro(t — 1)
1427 (t)Ry(t — 1)z(t)

t)—z"()8(t - 1)]

Ro(t) = Re(t—1)— (10.54)

Odhad parametrit provddime tedy sekvenéné na zdkladé zméfenych dat (vstupti a vystupi
systému). Vypocet startujeme z apriornich odhadu 8(0) = 8y a Ry(0), které vyjadiuji nase
pocétecni nebo apriorni znalosti (znalosti, které nejsou zalozeny na datech).

10.2.3 Stavové rovnice ARX modelu

Pro ucely fizeni ARX modelu zavedeme stavové rovnice ARX modelu v ponékud jiném
tvaru nez byly stavové rovnice ARX modelu pro ucely odhadovani parametru.

Vystupni rovnici ((10.51) budeme psat ve tvaru

y(t) = C(t)x(t) + d(t)u(t) + e(t) (10.55)
kde vektor stavu je roven starym hodnotam vstupu a vystupu ARX modelu
T
x(t)=[y(t—1) ult—1) y(t—2) u(t—2) ... y(t—n) u(t—n)]
Pro takto zavedeny vektor stavu jsou vystupni matice C a d rovny
C = |a() b(t) a(t) bat) ... an(t) ba(t) |

d:bo
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Vystupni matice C a skalar d souviseji s diive zavedenym vektorem parametru ARX

T
modelu @ = | d C } . Protoze stavy jsou posunuté vstupy a vystupy systému, muzeme
jejich vyvoj vyjadrit stavovou rovnici

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ey(t) (10.56)

kde matice A, B a E jsou rovny

0 0 000 0 1

0 0 000 1 0
- 1 0 000 = 0 0
A=19 1 oool|l" BTl o ET]o

0 0 ...100. 0 0

Protoze stavova rovnice ([10.56) obsahuje vystupni proménnou y(t), dosadime ((10.55)) do
stavové rovnice ((10.56|) a dostaneme stavovou rovnici v obvyklém tvaru

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + Ee(t) (10.57)

kde matice A a B jsou rovny

i a1 bl bnfl ap, bn 1 [ bO 1
0 0 0 0 O 1
— 1 0 0 0 O = 0
A=A+EC=| . | o o 0| B=B+EI=|
0 0 ... 1 0 0| 0

Do prvnich fadku matic A a B se okopirovaly parametry systému. Parametry systému
jsou tedy pouze v prvnich fadcich matic A a B a parametry systému tvori také vystupni
vektor C a skalar d.

10.2.4 Opatrné strategie ARX modelu

Nejprve uvedeme bez podrobnéjsiho odvozeni vysledky optimélniho tizeni stochastického
systému za predpokladu, ze neurcitost je pouze v parametrech systému. Stochasticky
systém budeme uvazovat ve tvaru

x(t+1) = Ax(t)+ Bu(t) + Ee(t) (10.58)
y(t) = Cx(t)+ du(t) + e(t)

Predpokladdme, ze sum e(t) je stacionarni bild posloupnost s normdlnim rozdélenim s
nulovou stiedn{ hodnotou a rozptylem o2, ¢ili e(t) ~ N(0, 0?). Muzeme piedpoklddat, ze
pocéteéni podminka x(0) je také ndhodnd proménnd, nezdvisld na sumu e(t), se stredn{
hodnotou p,, a kovarianci P, pak tedy x(0) ~ N(p,q, Pzo). Predpokladdme tplnou
znalost stavu systému.
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Budeme opét hledat optimalni fizeni, které minimalizuje kvadratické kritérium kvality
fizeni ve tvaru
N-1
7= & {500 + 3 a0)a) + )} (1050)
t=0
V kritériu kvality fizeni nyni vazime vystup systému (a ne jeho stav).

Poznamka: V kritériu kvality fizeni se obvykle v koncovém case t = N vazi stav a
ne pouze vystup systému. Tim se pro N — oo zarudci stabilita celého zpétnovazebniho
obvodu. Protoze stavy neminimélni realizace ARX modelu jsou pouze posunuté vstupy a
vystupy, tak vazenim koncového stavu v kritériu bychom v tomto pripadé nic neziskali.

O

Pro teseni této ilohy dynamickym programovanim si zavedeme optimalni funkci
V(x(t),t), kterd je opét rovna optimélni hodnoté kritéria kvality fizeni pii obecném
pocétecnim stavu x(t) a poc¢ateénim case t. Predpokldddme ze mé tvar

V(x(t),t) = x (t)G(t)x(t) + g(t) (10.60)
Po dosazeni do Bellmanovy rovnice a minimalizaci dostaneme nasledujici vysledky:

e Nejprve zavedeme nové vahové matice, které vzniknou pti dosazeni do kritéria za
vystup y(k) ze stavové rovnice.

S= C7s,C, Q = C"¢,C,
Sy = Syd% Q, = C"q,d,
r= r,+qd

e Optimalni fizeni v ¢ase t = N je rovno
u*(N) = =€ {s,} " € {ds,C} x(N) (10.61)

Optimélni funkce v ¢ase t = N je rovna

e Optimaln{ fizeni v ¢ase t € [0, N — 1] je rovno

w(t) = —[E(ry+E{BTGE+ 1B} x
< [£{Ql} +£{BG(t+ 1A} x(t) (10.62)
Dosazenim optimalniho fizenf do optimélni funkce dostaneme
V(x(t),t) = x"(OGExX(t) +g(t) = qo? + E{E'G(t + DE} 02 +
gt +1) +x"(t) [£{Q} + £ {ATG(t + DA} x(t) -
x"(1) [€1Q,} + £ {ATG(t+1)B}] [€ {r} + £ {B'G(t+1)B}] '
x[e{Ql}+£{BTG(t+ DA} x(1)
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Porovnanim dostaneme rekurentni vztahy pro vypocet maticové posloupnosti G(t)
a posloupnosti g(t)

G(t) = £{Q}+£{ATG({t+ 1A} -
€{Q,) +e{ATat+ 1B} [e{r} + £ {B'G(t+ 1)B}] ' x
x[e{Ql} +&{B"G(t+1)A}]

g(t) = q,02+E{E'G(t + DE}o? + gt +1) (10.63)
Koncové podminky rekurze jsou
G(N) =0, g(N) = s,0? (10.64)

Poznamka: Pokud vazime v kritériu v koncovém case t = N misto vystupu
koncovy stav, pak kritérium na iizen{ u(N) vubec nezdvisi. Vztahy
pro matici G(t) a posloupnost ¢(t) zustavaji v platnosti, pouze koncové podminky
jsou v tomto piipadé G(N) =S a g(N) = 0.

Odvodili jsme rekurzivni vztahy pro vypocet optimalniho fizeni pii respektovani neur-
¢itosti v parametrech systému. Tyto neurcitosti se projevi pii vypoctu stfednich hodnot
v predchozich vyrazech.

Stav x(t) ve stavovych rovnicich ARX modelu je roven zpozdénym hodnotdm vstupu a
vystupu modelu a proto je stav méritelny a neni teba jej odhadovat. To je ale mozné pouze
u neminimalni realizace ARX modelu popsané v predchozim odstavci. Vektor parametru
0(t) je podle ndmi zavedenych matic roven

-[4)-]8

Pokud parametry systému nezname, muzeme je odhadovat podle predchoziho postupu a
potom zname pouze jejich sttedni hodnotu a kovarianéni matici. Odhad vektoru parametru
je ndhodnd proménnd s normalnim rozdélenim (pokud Sum e(t) je normélni), ¢ili

2
, Py = l P P ] (10.65)

Abychom mohli pouzit odvozené vysledky pro opatrné strategie, je tfeba vypocitat stredni
hodnoty vyrazu, které se vyskytuji ve vztazich pro opatrné strategie optimalniho fizeni.
Podle predchoziho rozdéleni ndhodného vektoru 0(t) dostaneme

Q = C'q,C  aproto £{Q}=q,E{CTC) =g, (éTé + PC)
Q, = Clgd aproto  £{Q,} = q,& {C"d} =g, <@T50 + Pbo(,‘)

r o= r,+ qyd2 aproto E{r}=r,+gq, (bo + 0§0>

S = C's,C aproto E{S}=s5,E =5, (éTé +P )

2

Sy = 8yd? aproto  E{s,} =s,E {d2} (0 +ab0)
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Nynf vypocteme stfedni hodnoty soucini matic AT G(t4+1)A, ATG(t+1)B, B'G(t+1)B
a B'G(t+1)A. Uvédomme si, Ze nezndmé parametry jsou pouze v prvnim fadku matice
A, (kde je vlastné fadkovy vektor C) a v prvnim prvku vektoru fizeni B, (kde je prvek
bo). Proto plati

E{B'G(t+1)B} = &{(bGu + Ga)by+ boG1a + G}
= &{B"} Gt +1)£ {B} + Guop,
= Gu (B +0p,) + 200Gz + G (10.66)
kde G11, G12 a G jsou odpovidajici prvky matice G(¢ + 1). Podobné
E{A"G(t+1)B} = £{AT} G(t+ 1)E{B} + GuiPuc (10.67)

Matice & {BTG(t + 1)A} je pouze transpozice predchoziho vyrazu. S ohledem na to, ze

neurcitosti jsou pouze v prvnim rddku matice A, snadno spocteme i € {ATG(t + 1)A}.
Po jednoduchych tpravach dostaneme

E{ATG(t+ 1A} = £{A"} G(t + 1)E {A} + G1Pc (10.68)

Na zavér shrneme vysledky kvadraticky optimalniho fizeni ARX modelu pfi
opatrnych i davérivych strategiich.

e Optimaln{ fizeni je podle ((10.61)) a ((10.62)) rovno

uw(N) = —€&{s,} " E{ds,CIx(N) = —= (Cby + Py ) x(N)

w(t) = —[ef{r}+E{BTGE+ 1B} x
x[e{Ql} + £ (BTG + 1A} x(t) =
qy (660 —+ PCbo) -+ g {BT} G(t + 1)5 {A} + PCbOGH(t + 1)

- _ x(t

~92 ~ ~
Ty + Qy (bo + Ugo) +Gu (b% + 050) + 2bpGra + G

kdet=0,1,...,N — 1.

e Matice G(t) je urCena rekurentnim predpisem (10.63a). Po dosazeni sttednich hod-
not dostaneme

G(t) = g, (@Té + Pc) £{AT} G(t+1)E{A} + GnPe +
4, (€l +Puc) +£{A } 1€ {B) + PrucCi(t + 1)

Ty 1 qy (bo + Ub0> + G 52 + Ub()) + 2boG12 + G

+

X

<, (é% + Pboc> + £ {ATVG(t + )€ {B} + PGt + 1)} '

Koncova podminka je rovna G(N) = 0.
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e Posloupnost ¢(t) je uréena rekurentnim predpisem ([10.63p), ktery po dosazeni je
tvaru
g(t) = g(t +1) + 02 (L +Gu(t+1)) (10.69)

s koncovou podminkou g(N) = s,02.

e Optimalni hodnota kritéria kvality fizeni je

J* = J5(x(0),0) = x7(0)G(0)x(0) + g(0) (10.70)

e Duvérivé strategie dostaneme pii nulovych rozptylech i kovarianénich maticich parametru.

10.3 Priklad

V jazyce MATLAB byl sestaven program pro vypocet optimélniho fizeni stochastického
systému pro opatrné i duveérivé strategie.

Zde uvedeme feseni jednoho jednoduchého problému, ze kterého je ztejmé, jak nejistota
ve stavech a parametrech ovliviiuje optimalni strategii fizeni.

ARMAX model uvazujeme ve tvaru ((10.1) a kvadratické kritérium ve tvaru ({10.26]).
ARMAX model ziskame tak, ze nejprve uvazujeme spojity nestabilni systém s prenosem

1
(10s — 1)(10s + 1)2’

S(s) =

ktery diskretizujeme s periodou vzorkovani T = 5. Diskrétni model ma potom ptenos

b(d)  —0.0187d — 0.0672d> — 0.0146d>
a(d) 1 —2.8618d + 2.3679d2 — 0.6065d>

S(d) =

Parametry diskretizovaného modelu byly povazovany za stfedni hodnoty parametru
é, které byly urceny identifikaci ze zmétenych dat. Neurcitost parametru a stavu systému
je reprezentovana jejich kovarianéni matici P - viz , kterda byla pro jednoduchost
zvolena jako diagonalni matice s prvky o, o2 a o2, coz jsou po fadé rozptyly vsech
parametru b; a a; v ¢itateli a jmenovateli pfenosu a rozptyly stavu z;(t).

Pocet krokt fizeni je N = 20, po¢dtecn{ stav byl zvolen x2 = [10, 10, 10]. Stavovy
model diskrétniho systému je ve tvaru . Véhové matice v kritériu byly zv-
oleny Q = I,, (vdha ve stavech), S = 1000 I, (vdha koncového stavu) a r = 1 (véha
fizeni).

7 mnoha simulacnich béht ukazeme zde pouze vliv neurc¢itosti v parametrech systému
na optimalni fizeni a optimalni prechodovy jev. V obr. 10.2 je pro ruzné hodnoty rozptylu
parametru o, = 0, = o zaznamendn prubéh optimdlni Fidici veliciny wu(t) a prubéh
vystupu systému y(t). Z obr. 10.2 je ziejmé, Ze s rostouci nejistotou v parametrech je
Fizeni opatrnéjsi (akéni zdsahy jsou mensi) a prechodovy jev je proto pomalejsi. Pi tomto
experimentu byl sum e(t) ARMAX modelu modelovén jako bily normélné rozdéleny sum
s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou odchylkou o, = 0.01.

Optimalni trajektorie vystupu zaviseji na realizaci sumu e(t). Proto v obr. 10.2 jsou
pouze realizace fizeni a vystupu systému. V obr. [[0.3] je zaznamendn prubéh jednoho
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Obrazek 10.2: Prubéh optimélniho fizeni u(t) a optimalniho vystupu y(¢) pii ruznych
nejistotach v parametrech systému (v obr. sig = o)
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Obrazek 10.3: 100 realizaci optimalniho fizeni a optimalniho vystupu fizeného systému

sta simulaci optimalniho Fizeni a optimalntho vystupu pfi ruznych realizacich Sumu e(t),
t=1,2,...,20. Pfi tom pocéatecni stav byla také ndhodnd veli¢ina x(0) ~ N (X(0), 04,)-
Pii tom nejistota v parametrech byla o, = o, = 0.1, nejistota ve stavech o, = 0.1. Sum
modelu byl 0. = 0.1 a smérodatnd odchylka pocatecniho stavu byla o,, = 0.5. Vahové

matice v kritériu byly stejné jako v predchozi simulaci.

V obr. je ukazan vliv vdhovych matic v kritériu na optimdlni fizeni a optimdlni
vystup systému pri ruznych nejistotach v parametrech systému.

Vysledky simulaci nazorné ukazuji ten zrejmy fakt, ze pokud se rozhodujeme v podmin-
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Obrazek 10.4: Optimalni fizeni a optimalni vystup systému v zavislosti na véahovych
maticich v kritériu pfi ruznych nejistotach v parametrech systému

kach nejistoty, pak nase rozhodovani je opatrnéjsi, musime se prosté zajistit proti ne-

jhorsimu moznému pripadu. To odpovida redlnému chovani lidi. Vysledky takového chovani
nemuseji byt vzdy nejlepsi. Casto jsou tGspésnéjsi ti, ktefi vice riskuji. Nejistota nemusi

vzdy vést k opatrnosti. Dokonce vysledky simulaci v nékterych pripadech tento neobvykly

jev potvrzuji.
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