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Předmluva

Toto skriptum je určeno posluchač̊um 4. ročńıku oboru technická kybernetika. Je základńı
studijńı pomůckou pro stejnojmenný předmět. Skriptum je zpracováno podrobněji než
odpov́ıdá odpřednášené látce, takže některé jeho části mohou být užitečné i posluchač̊um
doktorandského studia.

Optimalizačńı problémy se vyskytuj́ı téměř v každém oboru lidské činnosti a proto
znalost metod jejich řešeńı je velmi d̊uležitá. V programovém souboru MATLAB existuje
soubor optimalizačńıch programů (Optimization toolbox), který je vhodným nástrojem
pro řešeńı konkrétńıch problémů. Proto nezbytnou součást́ı teorie, které je věnováno toto
skriptum, je použit́ı optimalizačńıch metod na řešeńı zadaných problémů. To je náplńı
cvičeńı z tohoto předmětu.

Problematika optimalizace je značně rozsáhlá a nové specielńı numerické algoritmy
optimalizace se stále vyv́ıjej́ı. Skriptum neobsahuje optimalizačńı algoritmy, které bychom
mohli s trochou nadsázky nazývat ”inteligentńı”, jako jsou např́ıklad genetické algoritmy,
simulované ž́ıháńı, metody Monte-Carlo, statistická teorie optimalizace, r̊uzné heuristické
algorimy a podobně.

Zájemci o hlubš́ı studium se muśı obrátit ke specielńı literatuře. Přehled vhodné liter-
atury je uveden v závěru skripta.

Autor děkuje recenzentovi Ing. Antońınu Vaněčkovi, DrSc za řadu podnětných připo-
mı́nek. Vřelý d́ık patř́ı též kolegovi doc. Ing. Miroslavu Raźımovi, CSc za pečlivé přečteńı
rukopisu a pomoc při odstraněńı řady stylistických i věcných nepřesnost́ı.

Skriptum je připraveno pomoćı programu LATEX.

Jan Štecha
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1 Úvod 1
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5.1.2 Maticové hry . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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5.2.1 Rozhodováńı při riziku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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5.3.1 Nekooperativńı teorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
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7.2.1 Základńı variačńı úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

7.2.2 Volné koncové body . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
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na úlohu matematického programováńı . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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9.5.1 Podmı́nky optimálnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
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Kapitola 1

Úvod

Optimalizačńı problémy se vyskytuj́ı v každém oboru lidské činnosti. Každodenně řeš́ıme
řadu problémů, jak něco provést nejlepš́ım zp̊usobem.

Optimalizačńı problém vznikne v situaci, kdy je nutno vybrat (zvolit, rozhodnout)
nějakou variantu řešeńı. Je jasné, že se snaž́ıme vybrat tu variantu řešeńı, která je pro nás
v nějakém smyslu nejvýhodněǰśı. Hledáńım nejlepš́ı varianty řešeńı vznikne optimalizačńı
problém, který řeš́ıme r̊uznými optimalizačńımi metodami.

Abychom mohli optimalizačńı problém matematicky formulovat, je třeba vytvořit
matematický model situace - vytvořit systém. Dále je třeba mı́t možnost porovnat r̊uzné
varianty řešeńı a vybrat nejlepš́ı variantu. Je jasné, že porovnávat r̊uzné varianty řešeńı
můžeme pouze při simulaci na modelu situace, to v reálné rozhodovaćı situaci neńı možné.
Optimálńı řešeńı jsou ta možná řešeńı, pro která neexistuj́ı řešeńı lepš́ı.

Je zřejmé, že model reálné situace (reálného objektu) je vždy zjednodušen. Již v této
fázi vytvářeńı modelu se mohou objevit pot́ıže, souvisej́ıćı s t́ım, že matematicky zpraco-
vatelný model situace nepopisuje věrně realitu a naopak skutečnosti bĺızký model nebude
matematicky zpracovatelný. Také vyb́ıráńı nejlepš́ı varianty řešeńı přináš́ı řadu problémů.
Pro matematickou formulaci optimalizačńıho problému voĺıme kritérium, podle kterého
vyb́ıráme nejlepš́ı variantu řešeńı. Výběr kritéria optima je delikátńı otázka v mnoha
aplikaćıch a podléhá často subjektivńım požadavk̊um.

Pro vyřešeńı reálného optimalizačńıho problému přes jeho matematický model a krité-
rium optima je často nutno podle výsledk̊u upřesňovat model i modifikovat kritérium.
Jedná se tedy častěji o opakované řešeńı r̊uzných variant optimalizačńıho problému a
jejich ověřováńı na základě simulace a porovnáńı s realitou.

Vid́ıme, že při řešeńı optimalizačńıho problému se vyskytuje řada problémů. V teorii
optimalizace (teorii optimálńıho ř́ızeńı), která řeš́ı optimalizačńı problém, jde o jistou
filozofii, od které se očekává sṕı̌se metodika než vzorce a recepty, do kterých lze dosadit,
abychom vypočetli řešeńı, které je po všech stránkách optimálńı.

My se přechodem od reálného optimalizačńıho problému k jeho matematickému mod-
elu budeme zabývat málo, a to pouze při řešeńı konkrétńıch př́ıklad̊u. Je dobře si na
počátku uvědomit, že tento krok je velmi d̊uležitý a podstatně ovlivňuje využitelnost
výsledk̊u. Při vytvářeńı modelu reálného objektu či situace jsou nezbytné d̊ukladné znalosti
problematiky, do které optimalizačńı problém patř́ı. Zde se v plné mı́̌re uplatńı zkušenost
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KAPITOLA 1. ÚVOD 2

řešitele źıskaná při řešeńı podobných problémů a při přenášeńı výsledk̊u do reality.

Situaci, při ńıž je potřeba se rozhodnout, budeme nazývat rozhodovaćı situace. Existuje
mnoho situaćı, jejichž matematický model je statický - popisuje pouze algebraické vztahy
mezi veličinami, které jsou časově neproměnné. Také při modelováńı složitých dynam-
ických systémů nám často nic jiného nezbude, než zanedbat jejich dynamiku a vytvářet
pouze statické modely. Proto se nejprve budeme zabývat řešeńım statických optimal-
izačńıch problémů, u nichž se nevyskytuje čas jako nezávisle proměnná. Řešeńım těchto
problémů se zabývá samostatný vědńı obor, který se nazývá matematické programováńı.
Jsou-li vztahy mezi veličinami lineárńı a kritérium je také lineárńı, dostaneme problém
lineárńıho programováńı. Obecná úloha tohoto typu vede na problém nelineárńıho pro-
gramováńı.

Je-li modelem situace dynamický systém, pak optimalizačńı problém je problémem dy-
namické optimalizace, který také často nazýváme problémem optimálńıho ř́ızeńı. Protože
pro statickou úlohu nelineárńıho programováńı byla vypracována řada účinných numeric-
kých metod, často se snaž́ıme převést úlohu dynamické optimalizace na statický problém.
Existuj́ı však metody, které řeš́ı problém dynamické optimalizace př́ımo. Jedná se o
variačńı metody, princip maxima a dynamické programováńı. Variačńı metody a prin-
cip maxima formuluj́ı nutné podmı́nky, které muśı splňovat optimálńı řešeńı. Jedná se
o řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic. Pomoćı dynamického programováńı dostáváme
rekurentńı vztahy, které jsou vhodné pro numerický výpočet.

Je již nyńı zřejmé, že tato publikace tvoř́ı pouze úvod do problematiky optimalizace.
Podrobnosti je třeba hledat ve speciálńı literatuře.

1.1 Optimalizačńı problémy

S optimalizačńımi problémy se setkáme téměř všude. Uvedeme nyńı několik př́ıklad̊u,
které zahrnuj́ı velkou tř́ıdu problémů.

1. Alokačńı problémy
Jedná se o optimálńı rozdělěńı zdroj̊u a určeńı optimálńıho výrobńıho programu. Výrobce
má k dispozici výrobńı zař́ızeńı, která jsou schopna vyrábět n r̊uzných druh̊u výrobk̊u
(zbož́ı) z m surovin, jejichž zdroj je omezen. Problémem je rozdělit suroviny na možné
výrobky tak, abychom maximalizovali zisk.

Zisk z jednoho výrobku j-tého typu je cj a výrobce ho vyráb́ı xj kus̊u. Na výrobu
j-tého výrobku potřebuje výrobce aij jednotek suroviny i-tého typu. Při tom má výrobce
k dispozici bi jednotek suroviny i-tého typu. Maximalizace zisku při uvažováńı omezeńı
zdroj̊u surovin vede zřejmě na následuj́ıćı úlohu

max{
n∑

j=1

cjxj :
m∑

j=1

aijxj ≤ bi, xj ≥ 0}

neboli pomoćı odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u a matic

max{cTx : Ax ≤ b,x ≥ 0}.
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2. Problémy plánováńı
Jedná se o problémy nejvhodněǰśıho plánováńı investic do výrobńıch zař́ızeńı, zajǐstěńı
financováńı komplexńıch projekt̊u, př́ıpadně plánováńı výroby.

Jako jeden problém z této oblasti si uvedeme problém plánováńı výroby na určitém
časovém horizontu (t ∈ [0, T ]). Je známa poptávková funkce d(t), dále jako r(t) označ́ıme
velikost produkce za jednotku času, která je z provozńıch d̊uvod̊u omezena. Výrobńı
náklady jsou úměrné velikosti produkce a skladovaćı náklady rostou úměrně s množstv́ım
neprodaného zbož́ı, které označ́ıme x(t). Je zřejmé, že x(t) je popsáno diferenciálńı rovnićı

ẋ(t) = r(t)− d(t), r(t) ≥ 0, x(t) ≥ 0,

Kritériem jsou celkové výrobńı náklady

J =
∫ T

0
(cr(t) + hx(t))dt,

které chceme minimalizovat volbou optimálńı produkce r(t).

3. Problémy optimálńıho ř́ızeńı dynamických systémů
Při ř́ızeńı naše požadavky vyjádř́ıme volbou kritéria kvality ř́ızeńı, které zohledňuje od-
chylky od požadované trajektorie a vynaloženou ř́ıdićı energii. Minimalizace zvoleného
kritéria při respektováńı dynamických vlastnost́ı systému vede na optimalizačńı problém.
Těmito problémy se budeme zabývat podrobně později.

4. Problémy aproximace
Často chceme aproximovat funkci f(t) na určitém intervalu jinou funkćı p(t) (nejčastěji
polynomem) tak, aby chyba aproximace e(t) = f(t) − p(t) byla minimálńı vzhledem k
určitému kritériu na př.∫ b

a
e2(t)dt, nebo max

a≤t≤b
|e(t)|, př́ıpadně

∫ b

a
|e(t)|dt.

5. Problémy estimace (odhadováńı)
Problémem je odhad určité veličiny z nepřesných pozorováńı. Jedná se o specielńı tř́ıdu
aproximačńıch problémů. Při tom vyžadujeme přesnou formulaci kritéria i vlastnost́ı chyb
měřeńı.

6. Konfliktńı situace - hry
Existuje mnoho situaćı s protikladnými zájmy účastńık̊u. Modelem takové situace je
hra. Typickými problémy v této oblasti z oboru ř́ızeńı je problém pronásledovaného a
pronásleduj́ıćıho v leteckých souboj́ıch. V alokačńıch problémech se jedná např. o rek-
lamńı kampaň, volebńı kampaň a podobně.

Při řešeńı optimalizačńıho problému v podmı́nkách neurčitosti je třeba brát v úvahu
určité zvláštnosti. Je třeba brát v úvahu riziko při formulaci problému a využ́ıvat źıskává-
ńı informace během rozhodovaćıho procesu. Ukážeme to názorně v následuj́ıćıch
třech př́ıkladech.
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Př́ıklad 1.: Chceme rozdělit kapitál na dvě investičńı možnosti, které označ́ıme A,
B. Investice A nab́ıźı zisk 1.2Kč za jednu investovanou korunu, zat́ımco z investice B
źıskáme pouze 1.1Kč z jedné investované koruny. V tomto př́ıpadě (bez neurčitosti) je
naše rozhodnut́ı jasné, investujeme do A s větš́ım ziskem. Uvažujme nyńı, že zisk 10% z
investice B je jistý, ale zisk 20% z investice A je pouze v pr̊uměru. Tak např. źıskáme 0 Kč
s pravděpodobnost́ı 4/5 a velký zisk 6 Kč s pravděpodobnost́ı pouze 1/5. Středńı hodnota
zisku z investice A je opět 20%. V reálné situaci bychom pravděpodobně ztrátu veškerého
vloženého kapitálu do nejistého zisku z investice A neriskovali a část kapitálu vložili do
jistého, ale menš́ıho zisku z investice do B. Lepš́ı je vrabec v hrsti, nežli holub na střeše.
Proto je d̊uležité brát v úvahu riziko a správně formulovat optimalizačńı problém.

Př́ıklad 2.: St. Peterburgský paradox Ještě názorněǰśı př́ıklad nutnosti uvažovat
riziko plyne z následuj́ıćı hazardńı hry. Hráč zaplat́ı x jednotek, aby se mohl účastnit
následuj́ıćı hazardńı hry. Jsou prováděny následné vrhy minćı a hráč vyhraje 2k jednotek,
padne-li mu za sebou k-kráte panna před t́ım, než mu poprvé padne lev.

Uvažujte nejprve bez jakýchkoli výpočt̊u, kolik byste byli ochotni zaplatit, abyste
mohli sehrát tuto hazardńı hru, ve které můžete vyhrát značnou částku. Určitě nebudete
ochotni vložit do této hazardńı hry v́ıce než deśıtky korun (abychom uvažovali konkrétńı
jednotky). Je to zp̊usobeno t́ım, že výhra je nejistá, zat́ımco vložená částka za účast ve
hře je ztracena jistě.

Spočtěme nyńı, jaká je středńı hodnota hry. Padne-li poprvé lev, hra konč́ı, hráč
vyhraje 20 = 1 Kč a to se stane s pravděpodobnost́ı 1/2. Padne-li poprvé panna a pak lev
vyhrajete 21 Kč a to se stane s pravděpodobnost́ı 1/4. Padne-li dvakrát za sebou panna a
pak lev, vyhrajete 22 = 4 Kč a to se stane s pravděpodobnost́ı 1/8. Podobně vyhrajeme
xi = 2i Kč padne-li i-kráte za sebou panna a pak lev, což se stane s pravděpodobnost́ı
pi = 1/(2i+1). Středńı hodnota výhry je tedy

m =
∞∑
i=0

xipi =
∞∑
i=0

2i

2i+1
=

1

2
+

1

2
+

1

2
+ . . . = ∞

To znamená, že středńı hodnota výhry je ∞ a proto vložená částka za účast ve hře může
být libovolně veliká a přesto nemůžeme (ve středńı hodnotě) prohrát. Vysoké výhry maj́ı
ale malou pravděpodobnost, riziko ztráty je zde veliké a to bereme v reálné situaci v úvahu.

Př́ıklad 3.: Nutnost źıskáváńı informaćı při sekvenčńım rozhodováńı ukážeme na
následuj́ıćım jednoduchém př́ıkladě. Máme systém popsaný stavovou rovnićı

x1(t+ 1) = u(t) + v(t)

x2(t+ 1) = x1(t) + u(t)

kde v(t) je náhodná posloupnost nabývaj́ıćı hodnot±1, obě s pravděpodobnost́ı 0.5. Naš́ım
úkolem je nalézt ř́ızeńı u(0) a u(1) takové, aby středńı hodnota E{|x2(2)|} byla minimálńı.

Spočtěme tedy nejprve středńı hodnotu jednorázovým výpočtem

E{|x2(2)|} = E{|x1(1) + u(1)|} = E{|u(0) + v(0) + u(1)|}
= 0.5|u(0) + u(1) + 1|+ 0.5|u(0) + u(1)− 1|
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Obrázek 1.1: Pr̊uběh E{|x2(2)|} = f(u(0) + u(1))

Zřejmě plat́ı
min

u(0),u(1)
E{|x2(2)|} = 1 pro u(0) + u(1) ∈ [−1; +1].

Na obr. 1.1 je nakreslen pr̊uběh funkce 0.5|α+ 1|+ 0.5|α− 1| kde α = u(0) + u(1).

Pokud ale budeme ř́ıdit zpětnovazebně, to znamená źıskávat informaci během procesu,
pak při znalosti x1(1) bude

min
u(0),u(1)

E{|x2(2)|} = min{|x1(1) + u(1)| = 0, pro u(1) = −x(1)

Pr̊uběžné źıskáváńı informaćı během sekvenčńıho rozhodovaćıho procesu neńı nutné, neńı-
li žádná nejistota.



Kapitola 2

Nelineárńı programováńı - analytické
metody

V této kapitole se budeme zabývat řešeńım optimalizačńıch úloh, u nichž modelem situace
je statický systém. Jedná se tedy v podstatě o metody hledáńı extrémů funkćı v́ıce
proměnných, které podléhaj́ı r̊uzným omezeńım. Tyto problémy můžeme také označovat
jako statické optimalizace, nebo také úlohy matematického programováńı.

V této kapitole uvedeme nutné i postačuj́ıćı podmı́nky, které muśı splňovat řešeńı op-
timalizačńı úlohy. Výsledkem budou soustavy rovnic či nerovnic, jejichž řešeńım můžeme
vyřešit naši optimalizačńı úlohu. Proto tento postup, který vede k ćıli pouze v jednoduchých
př́ıpadech, nazýváme analytickými metodami řešeńı úloh matematického programováńı.
Numerickými metodami se budeme zabývat později. Přestože se většina reálných úloh
matematického programováńı řeš́ı numerickými metodami na poč́ıtač́ıch, je rozumné znát
nutné a postačuj́ıćı podmı́nky řešeńı těchto úloh.

V závěru této kapitoly budeme diskutovat problémy v́ıcekriteriálńı optimalizace. Tyto
problémy se bĺıž́ı reálným problémům, ve kterých se vyskytuje v́ıce hodnot́ıćıch kritéríı.

2.1 Klasifikace úloh matematického

programováńı

Základńı úloha matematického programováńı je nalézt extrém (maximum či minimum)
skalárńı funkce f(x), kde hledaný vektor x je prvkem nějaké množiny X. Množina X je
nejčastěji určena nějakými algebraickými vztahy mezi složkami vektoru x.

Základńı úloha matematického programováńı je tedy

min {f(x) : x ∈ X ⊂ En} (2.1)

kde En je n-rozměrný Eukleid̊uv prostor. Je lhostejné, zda se jedná o maximum či mini-
mum, nebot’ plat́ı

min {f(x) : x ∈ X} = −max {−f(x) : x ∈ X} (2.2)

Existenci extrému zajǐst’uje Weierstrassova věta:

6
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Věta: Každá spojitá funkce f(x) definovaná na kompaktńı (ohraničené a uzavřené)
množině X ⊂ En, má na ńı maximálńı i minimálńı hodnotu. 2

Za uvedených předpoklad̊u existuj́ı tedy body xmax a xmin, pro které plat́ı

f(xmax) = max
x∈X

f(x) = sup
x∈X

f(x), xmax = arg max
x∈X

f(x)

f(xmin) = min
x∈X

f(x) = inf
x∈X

f(x), xmin = arg min
x∈X

f(x)

Bod extrému funkce (v daľśım budeme vždy hledat minimum) budeme značit x∗. Extrém
funkce může být bud’ lokálńı nebo globálńı. Uvedeme si př́ıslušné definice

Definice: Relativńı (lokálńı) minimum.
Bod x∗ ∈ X je bodem relativńıho (lokálńıho) minima funkce f(x) na množině X, jestlǐze
existuje ε > 0, že plat́ı f(x) ≥ f(x∗) pro všechna x ∈ X, pro která plat́ı |x− x∗| < ε (bod
x lež́ı v ε-okoĺı bodu x∗).
Pokud v ε-okoĺı plat́ı ostrá nerovnost f(x) > f(x∗) pro x 6= x∗, pak x∗ je bodem ostrého
relativńıho minima funkce f na množině X.

Definice: Globálńı minimum.
Bod x∗ ∈ X je bodem globálńıho minima funkce f(x) na množině X, jestlǐze plat́ı
f(x) ≥ f(x∗) pro všechna x ∈ X.
Pokud pro všechna x ∈ X a x 6= x∗ plat́ı ostrá nerovnost f(x) > f(x∗), pak x∗ je bodem
ostrého globálńıho minima funkce f na množině X.

Většina algoritmů nám umožńı nalézt pouze lokálńı extrémy. Globálńı extrémy nalezneme
pouze za určitých předpoklad̊u o konvexnosti problému.

Pokud funkce f(x) je lineárńı v proměnné x a množina X je určena soustavou lineárńıch
nerovnic, pak se jedná o problém lineárńıho programováńı, pro který jsou vypracovány
spolehlivé algoritmy k nalezeńı globálńıho maxima či minima.

Pokud omezuj́ıćı množina je X = En, nemáme omezeńı. Jedná se potom o problém
určeńı volného extrému. Omezeńı jsou často určena soustavou rovnic

X = {x : x ∈ En, hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m} (2.3)

Potom se jedná o problém na vázaný extrém v užš́ım smyslu.

Obecná úloha nelineárńıho programováńı (použ́ıvá se i pojem matematické programováńı)
je úloha, ve které je minimalizovaná funkce f(x) nelineárńı a omezeńı jsou určena sous-
tavou rovnic i nerovnic.

X = {x : x ∈ En; hi(x) = 0, i = 1, 2, . . . ,m; gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, . . . , p} (2.4)

Rozd́ıl mezi problémy s omezeńım ve tvaru rovnosti či nerovnosti je pouze formálńı,
nebot’ každou rovnost h(x) = 0 můžeme nahradit dvěma nerovnicemi: h(x) ≤ 0 a
−h(x) ≤ 0. Obráceně lze každou nerovnici gj(x) ≤ 0 nahradit rovnićı gj(x)+ y2 = 0, kde
y je pomocná proměnná, která se nevyskytuje v kritériu f a nejsou na ni kladena žádná
omezeńı.
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Přitom ale množina X, zadaná soustavou rovnic, nemá vnitřńı body, to znamená, že
v každém okoĺı bodu x ∈ X jsou body, které do množiny X nepatř́ı. Naopak množina X
zadaná soustavou nerovnic, může mı́t vnitřńı body. V tom se tyto problémy zásadně lǐśı.
Omezeńı typu rovnosti dostaneme pouze velkým zjednodušeńım modelu reálné situace.
Odchýĺıme-li se nepatrně od libovolného př́ıpustného řešeńı, je v praxi nereálné dostat
řešeńı, které neńı př́ıpustné.

Klasifikace problémů podle účelové (kriteriálńı) funkce neńı d̊uležité, nebot’ každou
účelovou funkci lze převést na lineárńı účelovou funkci. Plat́ı totiž ekvivalence následuj́ıćıch
úloh

min{f(x) : x ∈ En, hi(x) = 0, gj(x) ≤ 0}
min{y : f(x)− y ≤ 0 : x ∈ En, y ∈ E1, hi(x) = 0, gj(x) ≤ 0}

Někdy požadujeme, aby některé nebo všechny proměnné nabývaly pouze celoč́ıselných
hodnot. Problémy tohoto typu nazýváme celoč́ıselným programováńım. Specielńım
př́ıpadem celoč́ıselného programováńı je binárńı programováńı, kde proměnné nabývaj́ı
pouze dvou hodnot, často 0 nebo 1. Zde se těmito metodami nebudeme zabývat.

2.2 Př́ıpustné směry - volný extrém

Mějme tedy optimalizačńı úlohu min{f(x) : x ∈ X ⊂ En }. Nejprve si budeme definovat
př́ıpustný směr.

Definice: Mějme bod x ∈ X, pak vektor s je př́ıpustný směr v bodě x, jestlǐze existuje
β > 0, že

x + αs ∈ X pro všechny α; 0 ≤ α ≤ β (2.5)

2.2.1 Podmı́nky prvńıho řádu

Je zřejmé, že pokud je x∗ bodem relativńıho minima, pak nemůže existovat takový
př́ıpustný směr, že v bodě x = x∗ + αs nabývá funkce menš́ıch hodnot. Muśı tedy
platit f(x) ≥ f(x∗). Při aproximaci prvńıho řádu funkce f(x) v bodě x∗ plat́ı f(x)

.
=

f(x∗) +∇f(x∗)(x− x∗) = f(x∗) + α∇f(x∗)s. Odtud plyne nutná podmı́nka minima.

Věta: Je-li x∗ bodem relativńıho minima funkce f(x) ∈ C1 (f ∈ C1 znamená, že
funkce f má spojité prvńı parciálńı derivace) na množině X, pak pro libovolný vektor s,
který je př́ıpustným směrem v bodě x∗ plat́ı

∇f(x∗)s ≥ 0. (2.6)

Poznámka: Derivace skalárńı funkce f(x) podle vektorového argumentu x je řádkový
vektor, který znač́ıme ∇f(x). Plat́ı tedy

∂f(x)

∂x
=

[
∂f(x)

∂x1

∂f(x)

∂x2

. . .
∂f(x)

∂xn

]
= ∇f(x). (2.7)

Gradient skalárńı funkce f(x) v bodě x je sloupcový vektor, plat́ı grad f(x) = ∇Tf(x).
2
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Ve vnitřńım bodě je př́ıpustný směr libovolný a proto nutné podmı́nky prvńıho řádu
pro vnitřńı bod x∗ množiny X jsou následuj́ıćı:

Věta: Pokud x∗ je bod relativńıho minima funkce f(x) na množině X a x∗ je vnitřńı
bod množiny X, pak

∇f(x∗) = 0. (2.8)

Pokud máme úlohu na volný extrém, pak každý bod je vnitřńım bodem a předchoźı věta
plat́ı také. Předchoźı tvrzeńı tvoř́ı nutné podmı́nky prvńıho řádu. Tyto podmı́nky jsme
dostali při aproximaci prvńıho řádu funkce f v bodě x∗.

2.2.2 Podmı́nky druhého řadu

Podmı́nky druhého řádu dostaneme při aproximaci druhého řádu funkce f v bodě x∗.
Plat́ı

f(x)
.
= f(x∗) +∇f(x∗)(x− x∗) +

1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗)

.
= f(x∗) + α∇f(x∗)s + +

1

2
α2sT∇2f(x∗)s

Poznámka: Druhá derivace skalárńı funkce f(x) podle vektorového argumentu x je
Hessova matice, kterou znač́ıme H(x) = ∇2f(x).

H(x) = ∇2f(x) =
∂2f(x)

∂x2
=


∂2f(x)

∂x2
1

∂2f(x)

∂x1∂x2

. . .
∂f(x)

∂x1∂xn

. . .
∂2f(x)

∂xn∂x1

∂2f(x)

∂xn∂x2

. . .
∂f(x)

∂xn∂xn


2

Z předchoźı aproximace druhého řádu plynou nutné podmı́nky druhého řádu.

Věta: Je-li x∗ bodem relativńıho minima funkce f(x) ∈ C2 (f ∈ C2 znamená, že
funkce f má spojité i druhé parciálńı derivace) na množině X, pak pro libovolný vektor s,
který je př́ıpustným směrem v bodě x∗ plat́ı

1) ∇f(x∗)s ≥ 0

2) Je-li ∇f(x∗)s = 0, pak sT∇2f(x∗)s ≥ 0.

Je-li x∗ vnitřńı bod množiny X, pak podmı́nka 1) plat́ı pro libovolné s, čili ∇f(x∗) = 0
a podmı́nka 2) je v tomto př́ıpadě ∇2f(x∗) ≥ 0, to znamená, že Hessova matice je pozi-
tivně semidefinitńı.

Pro nalezeńı globálńıch extrémů je nutné zavést předpoklady o konvexnosti kriteriálńı
funkce a konvexnosti omezuj́ıćı množiny.

Množina X je konvexńı, když pro libovolné dva body konvexńı množiny plat́ı, že celá
úsečka mezi těmito body patř́ı do množiny X.
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Definice: Funkce f definovaná na konvexńı množině X je konvexńı, jestlǐze pro libo-
volné x1,x2 ∈ X a každé α, 0 ≤ α ≤ 1 plat́ı

f(αx1 + (1− α)x2) ≤ αf(x1) + (1− α)f(x2)

Plat́ı-li ostrá nerovnost (pro x1 6= x2), pak funkce je striktně konvexńı. Také součet i
pozitivńı lineárńı kombinace konvexńıch funkćı je funkce konvexńı.

Je-li h(x) konvexńı funkce, pak množina X určená nerovnost́ı

X = {x : h(x) ≤ b}

je konvexńı pro libovolné reálné b. Předchoźı tvrzeńı plat́ı i pro množinu X tvořenou
soustavou nerovnost́ı (h1(x) ≤ b1, . . . , hm(x) ≤ bm), kde hi(x) jsou konvexńı funkce. Pro
konvexńı funkce diferencovatelné plat́ı následuj́ıćı dvě tvrzeńı:

Věta: Je-li f ∈ C1, pak funkce f je konvexńı na konvexńı množině X právě tehdy,
když

f(x) ≥ f(x1) +∇f(x) (x− x1)

pro všechna x,x1 ∈ X.

Věta: Je-li f ∈ C2, pak funkce f je konvexńı na konvexńı množině X obsahuj́ıćı
vnitřńı bod právě tehdy, když Hessova matice H(x) je pozitivně semidefinitńı pro x ∈ X

2

H(x) = ∇2f(x) ≥ 0 x ∈ X.

Prvńı tvrzeńı plyne z toho, že konvexńı funkce lež́ı nad tečnou ve svém libovolném bodě
- viz obr. 2.1. Druhé tvrzeńı je mnoharozměrové zobecněńı známého faktu, že konvexńı
funkce jedné proměnné má druhou derivaci kladnou. Předchoźı nutné podmı́nky lokálńıch

��� �

��� ���
��� �����
	�� �
� ����� � ���������

��

� �
� ���

�

Obrázek 2.1: Konvexńı funkce lež́ı nad tečnou v libovolném bodě

extrémů se pro konvexńı funkce měńı na globálńı podmı́nky nutné a postačuj́ıćı.

Věta: Je-li f konvexńı funkce definovaná na konvexńı množině X, potom množina Γ,
na které funkce f dosahuje minima, je také konvexńı a libovolné relativńı minimum je
globálńı minimum.

Věta: Necht’ f ∈ C1 na konvexńı množině X. Je-li x∗ ∈ X a pro všechna x ∈ X plat́ı
∇f(x∗)(x− x∗) ≥ 0, pak x∗ je bod globálńıho minima funkce f na X.
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Pro maximalizaci na konvexńıch funkćıch plat́ı pouze následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta: Necht’ f je konvexńı funkce definovaná na ohraničené, uzavřené konvexńı množi-
ně X. Má-li f maximum na X, pak toto maximum je dosaženo v krajńım bodě množiny
X.

2.3 Vázané extrémy

Nyńı budeme uvažovat minimalizačńı problém s funkcionálńımi omezeńımi ve tvaru rovnic
a nerovnic

min {f(x) : h1(x) = 0, . . . , hm(x) = 0 ; g1(x) ≤ 0, . . . , gp(x) ≤ 0} (2.9)

Zavedeńım vektorových funkćı h(x) =
[
h1, . . . , hm

]T
, a

g(x) =
[
g1, . . . , gp

]T
můžeme předchoźı úlohu zapsat v kompaktńım tvaru

min {f(x) : h(x) = 0 ; g(x) ≤ 0} (2.10)

Nyńı si zavedeme pojem aktivńıho omezeńı a regulárńıho bodu. Aktivńı omezeńı je
to omezeńı, které se aktivně uplatńı, to znamená, že omezeńı ve tvaru rovnosti je aktivńı
v každém bodě a omezeńı gi(x) ≤ 0 je aktivńı v bodě x, plat́ı-li gi(x) = 0. Neaktivńı
omezeńı ( v bodě x plat́ı gi(x) < 0) se neuplatńı a můžeme ho tedy ignorovat. Aktivńı
omezeńı h(x) = 0, kterých necht’ je m, definuj́ı v n-rozměrném prostoru varietu. Jsou-li
omezeńı regulárńı, pak varieta má dimenzi n−m.

V nějakém bodě x∗ budeme konstruovat tečnou nadrovinu k varietě h(x) = 0. De-
finujeme si podprostor M = {y : ∇h(x∗)y = 0}. Tento podprostor je tečnou nadrovi-
nou pouze tehdy, jsou-li gradienty ∇hi(x) lineárně nezávislé. Zavedeme si tedy definici
regulárńıho bodu:

Definice: Bod x∗ je regulárńı bod množiny X = {x : h(x) = 0 }, jsou-li gradienty
∇hi(x) v bodě x∗ lineárně nezávislé, neboli hodnost Jacobiho matice

∇h(x∗) =
∂h(x∗)

∂x
=


∂h1(x)

∂x1

. . .
∂h1(x)

∂xn

. . .
∂hm(x)

∂x1

. . .
∂hm(x)

∂xn


je rovna počtu omezeńı m.

Poznámka: Je d̊uležité si uvědomit, že regularita bodu neńı vlastnost́ı množiny X,
ale jej́ı reprezentace pomoćı funkćı h(x). Tak např́ıklad množinu X = {x ∈ E2, x1 = 1}
můžeme popsat jako množinu všech řešeńı h(x) = x1 − 1 = 0 nebo jako množinu všech
řešeńı h(x) = (x1 − 1)2 = 0. V prvńım př́ıpadě jsou všechny body množiny regulárńı,
kdežto v druhém př́ıpadě neńı žádný bod množiny X regulárńı. Podobně pro dvě lineárně
závislé omezuj́ıćı funkce hi. 2
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2.3.1 Omezeńı typu rovnosti

Mějme tedy následuj́ıćı problém

min{f(x) : h(x) = 0} (2.11)

Nyńı uvedeme nutné podmı́nky prvńıho řádu pro omezeńı typu rovnosti. Plat́ı následuj́ıćı
lemma:

Lemma: Necht’ x∗ je regulárńı bod omezeńı h(x) = 0 a je to lokálńı extrém funkce
f(x) vzhledem k omezeńım. Pak pro všechna y ∈ En splňuj́ıćı

∇h(x∗)y = 0 (2.12)

muśı také platit
∇f(x∗)y = 0 (2.13)

2

�

�

���

��� �	��

�����������

� � ����
��

� � � � � ����
 �

� �!� � � �

� � � � � �

Obrázek 2.2: Gradienty funkce a omezeńı v extrému

To znamená, že ∇f(x∗) je ortogonálńı k tečné nadrovině - viz obr. 2.2. Označme
Jacobiho matici A = ∇h(x∗). Tato matice má v regulárńım bodě plnou řádkovou hodnost.
Označme bT = ∇f(x∗). Pak, aby podle (2.12) a (2.13) soustavy Ay = 0, bTy = 0 měly
shodná řešeńı, muśı být vektor bT lineárńı kombinaćı řádk̊u matice A. Z toho plyne, že
∇f(x∗) je lineárńı kombinaćı gradient̊u h(x) v bodě x∗. Proto plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta: Necht’ x∗ je bod lokálńıho extrému f(x) vzhledem k omezeńım h(x) = 0. Dále
předpokládáme, že x∗ je regulárńı bod omezeńı. Pak existuje vektor λ ∈ Em že

∇f(x∗) + λT∇h(x∗) = 0.

2

Předchoźı podmı́nky můžeme vyjádřit také pomoćı Lagrangeovy funkce L(x,λ)

L(x,λ) = f(x) + λTh(x)

Nutné podmı́nky z předchoźı věty tvrd́ı, že gradient Lagrangeovy funkce vzhledem k x
je nulový v bodě x∗ a omezuj́ıćı podmı́nka h(x) = 0 je ekvivalentńı podmı́nce nulovosti
gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k λ, čili

∇xL(x,λ) = ∇xf(x) + λT∇xh(x) = 0

∇λL(x,λ) = h(x) = 0 (2.14)
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Př́ıklad: V tomto př́ıkladě ukážeme, že při nesplněńı podmı́nek regularity neplat́ı
nutné podmı́nky formulované v předchoźı větě. Budeme hledat minimum funkce f(x) =
x2

1 + x2
2 + x2

3 za podmı́nky h1(x) = (x1 − 2)2 − x2
2 = 0, h2(x) = x2 = 0. Omezuj́ıćı

podmı́nky určuj́ı pevné hodnoty x1 = 2 a x2 = 0. Proto globálńı minimum je zřejmě rovno

x∗ =
[

2 0 0
]T

. Nutné podmı́nky nulovosti gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k
xi vedou na soustavu rovnic ve tvaru 4

0
0

+ λ1

 0
0
0

+ λ2

 0
1
0

 =

 0
0
0


Tato soustava však nemá řešeńı pro žádné λi, nebot’ x∗ neńı regulárńı bod. Hodnost
Jacobiho matice je rovna jedné, ale omezeńı v naš́ı úloze jsou dvě.

Př́ıklad: Určete rozměry kvádru (krabice) maximálńıho objemu. Při tom je dána
plocha c materiálu, ze kterého se krabice vyrob́ı. Máme tedy úlohu ve tvaru

max {x y z : 2(xy + xz + yz) = c}

Lagrangeova funkce je rovna L(x, y, z, λ) = xyz+λ(2(xy+xz+yz)−c). Nutné podmı́nky
optima vedou na soustavu rovnic ve tvaru

yz + 2λ(y + z) = 0

xz + 2λ(x+ z) = 0

xy + 2λ(x+ y) = 0

Vzájemným odečteńım předchoźıch rovnic snadno odvod́ıme, že x = y = z a z omezuj́ıćı

podmı́nky dostaneme x = y = z =
√
c

6
.

Př́ıklad: Nalezněte rozděleńı pravděpodobnosti s maximálńı entropíı. Mějme tedy
náhodnou veličinu x, která nabývá n hodnot (x1, . . . , xn), každou s pravděpodobnost́ı
(p1, . . . , pn). Při tom plat́ı, že pravděpodobnosti jsou nezáporné pi ≥ 0 a jejich součet je
roven jedné

∑
pi = 1. Je také dána středńı hodnota

∑
xipi = m náhodné veličiny x.

Entropie E náhodného jevu je definována E = −∑ pi log pi. Lagrangeova funkce pro
tuto úlohu je rovna L(pi, λ1, λ2) = −∑ pi log pi + λ1(

∑
pi − 1) + λ2(

∑
xipi −m). Při tom

jsme ignorovali omezeńı na nezápornost pravděpodobnost́ı pi, nebot’ toto omezeńı neńı
aktivńı. Z požadavku nulovosti Lagrangeovy funkce vzhledem k pi plyne rovnice

− log pi − 1 + λ1 + λ2xi = 0

Odtud zřejmě plyne pi = eλ1−1+λ2xi . Rozděleńı s maximem entropie je tedy exponenciálńı
rozděleńı. 2

Nutné podmı́nky druhého řádu jsou uvedeny v následuj́ıćı větě:

Věta: Necht’ x∗ je bod lokálńıho minima f(x) vzhledem k omezeńım h(x) = 0 a x∗

je regulárńı bod omezeńı. Pak existuje vektor λ ∈ Em, že jsou splněny nutné podmı́nky
prvńıho řádu ∇f(x∗) + λT∇h(x∗) = 0.

Je-li M tečná rovina k omezeńım v bodě x∗, M = {y : ∇h(x∗)y = 0}, pak Hessova
matice

H(x∗) = ∇2L = ∇2f(x) + λT ∇2h(x∗)



KAPITOLA 2. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ 14

je pozitivně semidefinitńı na M, to je

yT H(x∗) y ≥ 0, ∀y ∈ M (2.15)

2

Poznámka: Uvědomme si, že výraz ∇2h(x∗), který se vyskytuje v Hessově matici, je
tř́ırozměrný tenzor. Proto druhý člen v Hessově matici vyjádř́ıme ve tvaru

λT∇2h(x∗) =
m∑

i=1

λi∇2
xhi(x)

Při tom výraz ∇2
xhi(x) je matice. 2

Postačuj́ıćı podmı́nky dostaneme ześıleńım nutných podmı́nek druhého řádu.

Věta: Necht’ x∗ splňuje omezeńı h(x∗) = 0 a existuje λ, že plat́ı ∇f(x∗)+λT∇h(x∗) =
0. Dále předpokládáme, že Hessova matice H(x∗) je pozitivně definitńı na tečné nadrovině
M. Pak x∗ je bod ostrého lokálńıho minima funkce f(x) vzhledem k omezeńım h(x) = 0.

2

Povšimněme si, že zde neńı třeba dodávat podmı́nky regularity.

2.3.2 Citlivostńı věta - st́ınové ceny

Uvažujme nyńı, jak se měńı kritérium, pokud měńıme omezuj́ıćı podmı́nky. Odpověd’ na
tento problém nám dá následuj́ıćı citlivostńı věta:

Věta: Necht’ f , h ∈ C2. Mějme problém

min {f(x) : h(x) = b}

Pro b = 0 je řešeńım regulárńı bod x∗ a odpov́ıdaj́ıćı λ je Lagrange̊uv koeficient. Při tom
v bodě x∗ jsou splněny postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro ostré lokálńı minimum.
Potom pro b ∈ Em je x(b) spojitě závislé na b, takové, že x(0) = x∗ a x(b) je lokálńı
minimum uvedeného problému. Potom

∇bf(x(b))|b=0 = −λT (2.16)

2

Předchoźı vztah plyne z následuj́ıćıho rozboru. Gradient kriteria vzhledem k vektoru
b je roven

∇bf(x(b))|b=0 = ∇xf(x)|x=x∗ ∇bx(b)|b=0.

Protože v tomto problému je omezeńı h(x) = b, plat́ı

∇bh(x(b))|b=0 = I = ∇xh(x)|x=x∗ ∇bx(b)|b=0,

kde I je jednotková matice. Z nulovosti gradientu Lagrangeovy funkce plyne∇xf(x)|x=x∗ =
−λT∇xh(x)|x=x∗ . Proto

∇bf(x(b))|b=0 = −λT ∇xh(x)|x=x∗ ∇bx(b)|b=0︸ ︷︷ ︸
I

= −λT
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Z předchoźıho tedy plyne, že velikost Lagrangeova koeficientu nám ř́ıká, jak rychle se

měńı kritérium při změně omezeńı. Přibližně tedy plat́ı
∆f

∆bi

.
= −λT

i , to znamená, že při

jednotkové změně i-tého omezeńı se hodnota kritéria změńı o (−λi). Velikost Lagrangeova
koeficientu ukazuje tedy na d̊uležitost př́ıslušného omezeńı. Protože často kritérium vy-
jadřuje cenu, ukazuj́ı Lagrangeovy koeficienty na cenu př́ıslušného omezeńı. Proto se La-
grangeovy koeficienty nazývaj́ı také ”st́ınové ceny”.

Pokud je nulový některý Lagrange̊uv koeficient, znamená to, že změna př́ıslušného
koeficientu nevyvolá žádnou změnu kritéria. Toto omezeńı se nazývá degenerované.

2.3.3 Omezeńı s nerovnostmi

Mějme tedy následuj́ıćı problém:

min {f(x) : h(x) = 0 ; g(x) ≤ 0} (2.17)

Dle předchoźıho je definován regulárńı bod jako bod splňuj́ıćı omezeńı, u něhož gradienty
aktivńıch omezeńı jsou lineárně nezávislé.

Definice: Necht’ x∗ je bod splňuj́ıćı omezeńı a necht’ J je množina index̊u j pro která
gj(x) = 0 (omezeńı jsou aktivńı). Pak x∗ je regulárńı bod omezeńı, jestlǐze gradienty
∇hi(x), ∇gj(x), pro 1 ≤ i ≤ m; j ∈ J jsou lineárně nezávislé.

Nutné podmı́nky prvńıho řádu jsou určeny slavnou větou, kterou poprvé formulovali
Kuhn a Tucker:

Věta: Necht’ x∗ je bod relativńıho minima problému (2.17) a předpokládáme, že x∗ je
regulárńı bod omezeńı. Pak existuje vektor λ ∈ Em a vektor µ ∈ Ep, že

∇f(x∗) + λT∇h(x∗) + µT∇g(x∗) = 0

µTg(x∗) = 0

µ ≥ 0 (2.18)

Lagrange̊uv koeficient př́ıslušej́ıćı nerovnostńım omezeńım muśı být nezáporný a součin
µjgj(x) muśı být roven nule. To znamená, že pro neaktivńı omezeńı muśı být př́ıslušný La-
grange̊uv koeficient nulový. Pokud je omezeńı aktivńı, může být odpov́ıdaj́ıćı Lagrange̊uv
koeficient libovolý (ale nezáporný). Zavedeńım Lagrangeovy funkce

L(x,λ,µ) = f(x) + λTh(x) + µTg(x) (2.19)

můžeme předchoźı podmı́nky zapisovat ve tvaru

∇xL(x,λ,µ) = 0 (2.20)

∇λL(x,λ,µ) = 0 (2.21)

∇µL(x,λ,µ) ≤ 0 (2.22)

∇µL(x,λ,µ) µ = 0 (2.23)

µ ≥ 0 (2.24)

Prvńı rovnice a čtvrtá a páta nerovnice v předchoźı soustavě jsou totožné se soustavou
(2.18) a druhá rovnice a třet́ı nerovnice v předchoźı soustavě popisuj́ı omezeńı úlohy.
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Předchoźı Kuhnovy - Tuckerovy nutné podmı́nky snadno odvod́ıme z nutných podmı́nek
pro úlohy s omezeńım ve tvaru rovnosti. Uprav́ıme tedy naši úlohu na tento tvar podle
následuj́ıćıho postupu. Zavedeme si pomocnou proměnnou y a dostaneme ekvivalentńı
úlohu ve tvaru

min {f(x) : h(x) = 0 ; g(x) + y[2] = 0}

kde y[2] =
[
y2

1, y2
2, . . . , y2

p

]T
je nezáporný vektor s kvadratickými složkami. La-

grangeova funkce pro tuto úlohu je

L(x,y,λ,µ) = f(x) + λTh(x) + µT (g(x) + y[2])

Podmı́nku nezápornosti Lagrangeova koeficientu µ odvod́ıme pomoćı citlivosti kritéria
na změnu omezeńı. Omezeńı g(x) ≤ 0 určuje spolu s omezeńım h(x) = 0 množinu
př́ıpustných řešeńı X. Uvažujme nyńı nerovnostńı omezeńı ve tvaru g(x) ≤ b, kde vektor
b má nezáporné složky. Toto omezeńı spolu s omezeńım h(x) = 0 určuje novou množinu
př́ıpustných řešeńı X. Při tom plat́ı, že X ⊃ X protože vlivem nezápornosti vektoru b
jsme uvolnili omezeńı. Minimum na větš́ı množině nemůže být větš́ı než minimum na
podmnožině. Proto plat́ı

min
x∈X

f(x) ≤ min
x∈X

f(x)

Př́ır̊ustek kritéria při změně omezeńı minx∈X f(x) − minx∈X f(x) ≤ 0 je tedy nekladný.

Při tom podle citlivostńı věty plat́ı
∂f(x)

∂b
= −µT . Z předchoźıho diferenciálńıho vztahu

plyne pro př́ır̊ustek kritéria vztah

∆f(x) = −µT ∆b = −µTb

Odvodili jsme, že pro nezáporné b ≥ 0 je př́ır̊ustek kritéria nekladný (∆f(x) ≤ 0) a proto
Lagrange̊uv koeficient µ muśı být nezáporný µ ≥ 0.

Podmı́nku µTg(x∗) = 0 odvod́ıme z nutné podmı́nky minima, a totiž, že derivace
Lagrangeovy funkce L vzhledem ke všem proměnným muśı být nulové. Proto po složkách
muśı platit

∂L

∂yj

= 2µjyj = 0

Plat́ı tedy po složkách µjyj = 0 čili také µjy
2
j = 0. Z omezeńı plyne, že y2

j = −gj(x) a
proto po složkách plat́ı µjgj(x) = 0. Odtud plyne podmı́nka µTg(x∗) = 0.

Nutné podmı́nky druhého řádu jsou formulovány v následuj́ıćı větě:

Věta: Předpokládáme, že funkce f , h, g ∈ C2 a x∗ je regulárńı bod omezeńı. Je-li x∗

bod relativńıho minima, pak existuj́ı vektory λ a µ ≥ 0, že plat́ı Kuhnovy - Tuckerovy
podmı́nky a Hessova matice

∇2L(x∗) = ∇2f(x∗) + λT∇2h(x∗) + µT∇2g(x∗) (2.25)

je pozitivně semidefinitńı na tečné nadrovině aktivńıch omezeńı. 2

Pro postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu nestač́ı aby Hessova matice ∇2L(x∗) byla v
minimu pozitivně definitńı na tečné nadrovině aktivńıch omezeńı, ale je třeba, aby L(x∗)
byla pozitivně definitńı na podprostoru

M = { y : ∇h(x∗)y = 0 ; ∇gj(x
∗)y = 0 ; j ∈ J}



KAPITOLA 2. NELINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ 17

kde
J = { j : gj(x

∗) = 0 ; µj > 0}
Vyžadujeme tedy nav́ıc, aby Lagrangeovy koeficienty µj u aktivńıch omezeńı byly kladné
(a ne pouze nezáporné). Vylučujeme tedy degenerovaná omezeńı.

Poznámka: Existuj́ı čtyři modifikace základńı úlohy nelineárńıho programováńı

(a) min {f(x) : g(x) ≤ 0}
(b) max {f(x) : g(x) ≤ 0}
(a) min {f(x) : g(x) ≥ 0}
(a) max {f(x) : g(x) ≥ 0}

Lagrangeovu funkci pro všechny úlohy voĺıme ve tvaru

L(x,λ) = f(x) + λTg(x)

Jak zńı Kuhn - Tuckerovy podmı́nky pro tyto čtyři podobné úlohy? Podmı́nka

∇xL(x,λ) = 0

plat́ı pro všechny čtyři úlohy, určuje totiž stacionárńı body. Podmı́nka

∇λL(x,λ) ≤ 0

určuje omezeńı a proto plat́ı pro prvé dvě úlohy. Pro třet́ı a čtvrtou úlohu plat́ı obrácené
znaménko. Podmı́nka

∇λL(x,λ) λ = 0

plat́ı pro všechny čtyři úlohy, nebot’ je odvozena z podmı́nek stacionárnosti. Podmı́nka
nezápornosti Lagrangeových koeficient̊u λ ≥ 0 plat́ı pro minimalizačńı úlohy (problém
(a) a (c) ). Pro úlohy maximalizace plat́ı obrácená nerovnost.

Poznámka: Jsou-li v úloze nelineárńıho programováńı omezeńı na nezápornost někte-
rých proměnných, lze Lagrangeovy koeficienty u těchto omezeńı eliminovat. Ukážeme to
na následuj́ıćım př́ıkladu: Mějme úlohu minimalizace

min {f(x) : xj ≥ 0; j ∈ J}

Omezeńı převedeme do námi už́ıvaného tvaru gj(x) = (−xj) ≤ 0 ; j ∈ J . Kuhnovy-
Tuckerovy podmı́nky pro naši úlohu jsou

∂f

∂xi

+
∑
j∈J

λj
∂(−xj)

∂xi

=
∂f

∂xi

+
∑
j∈J

λj(−δij) = 0

xj ≥ 0 ; λjxj = 0 ; λj ≥ 0 ; j ∈ J

Odtud po jednoduchých úpravách plynou podmı́nky, ve kterých nejsou Lagrangeovy koe-
ficienty. Upravené Kuhnovy - Tuckerovy podmı́nky pro naši úlohu jsou

∂f

∂xj

= 0 pro j 6∈ J

∂f

∂xj

≥ 0 ;
∂f

∂xj

xj = 0 ; xj ≥ 0 pro j ∈ J

2
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2.4 Sedlový bod a dualita

2.4.1 Sedlové vlastnosti Lagrangeovy funkce

Při řešeńı úlohy nelineárńıho programováńı se ukazuje, že Lagrangeova funkce má v op-
timálńıch bodech x∗, λ∗ tzv. sedlový bod. Proto si nejprve vysvětĺıme, co to je sedlový
bod a potom si uvedeme př́ıslušná tvrzeńı.

Mějme tedy funkci s(x,y) definovanou na X × Y. Ř́ıkáme, že funkce s(x,y) má v
bodě x∗,y∗ sedlový bod, plat́ı-li pro všechny (x,y) ∈ X×Y

s(x∗,y) ≤ s(x∗,y∗) ≤ s(x,y∗)

respektive
s(x∗,y) ≥ s(x∗,y∗) ≥ s(x,y∗)

V prvńım př́ıpadě ř́ıkáme, že se jedná o sedlový bod typu minimaxu a v druhém př́ıpadě
o sedlový bod typu maximinima. Uvědomme si, že obecně plat́ı

max
x∈X

min
y∈Y

g(x,y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

g(x,y) (2.26)

Předchoźı tvrzeńı snadno dokážeme. Zřejmě plat́ı

min
y∈Y

g(x,y) ≤ g(x,y), pro x ∈ X, y ∈ Y

Nerovnost se neporuš́ı maximalizaćı obou stran vzhledem k x, proto

max
x∈X

min
y∈Y

g(x,y) ≤ max
x∈X

g(x,y), pro y ∈ Y

Protože předchoźı nerovnice plat́ı pro všechna y ∈ Y, plat́ı i pro y, pro kterou je pravá
strana minimálńı. Odtud plyne vztah (2.26).

Mějme následuj́ıćı problém

min {f(x) : g(x) ≤ 0 ; x ≥ 0} (2.27)

Potom plat́ı tvrzeńı:

Věta: Jestlǐze x∗ ≥ 0 , λ∗ ≥ 0 je sedlovým bodem Lagrangeovy funkce

L(x,λ) = f(x) + λTg(x), (2.28)

pak x∗ je řešeńım úlohy (2.27).

Předchoźı tvrzeńı je postačuj́ıćı podmı́nkou optima. Neńı třeba žádných předpoklad̊u
o regularitě. Postačuj́ıćı podmı́nku snadno dokážeme. Sedlový bod Lagrangeovy funkce
splňuje nerovnice

L(x,λ∗) ≥ L(x∗,λ∗) ≥ L(x∗,λ) (2.29)

pro λ ≥ 0, λ∗ ≥ 0, x ∈ X.
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Pravá nerovnost zaručuje, že x∗ je př́ıpustné řešeńı. Pokud by totiž x∗ nebylo př́ıpustné,
pak by některé omezeńı bylo gj ≥ 0 a pak v Lagrangeově funkci L(x,λ) dle (2.28) bychom
vždy mohli volit λj ≥ 0 takové, aby pravá nerovnost v (2.29) byla porušena.

Je-li x∗ př́ıpustné a λ∗j > 0 a gj(x) ≤ 0, pak pro splněńı λjgj(x) ≤ λ∗jgj(x) pro všechny
λj ≥ 0 muśı být gj(x) = 0.

Je-li x∗ př́ıpustné ale λ∗j = 0, pak nerovnost λjgj(x) ≤ λ∗jgj(x) = 0 je splněna pro
libovolné λj ≥ 0.

Pravá nerovnice v (2.29) zaručuje, že x∗ je př́ıpustné a Lagrangeova funkce je rovna
f(x), nebot’ λ∗jgj(x) = 0 pro všechna j. Plat́ı tedy

L(x,λ∗) = { f(x) : g(x) ≤ 0, x ≥ 0}

Levá nerovnost v (2.29) zaručuje, že x je řešeńım úlohy (2.27).

Abychom mohli dokázat nutnost věty o sedlovém bodě, je nutno doplnit daľśı předpokla-
dy o regularitě a konvexnosti.

Úloha konvexńı optimalizace je úloha, v ńıž jsou kritérium f(x) i funkce g(x) (v
omezeńıch g(x) ≤ 0) konvexńımi funkcemi. Omezeńı ve tvaru rovnosti je lineárńı. Potom
množina př́ıpustných řešeńı X je konvexńı množina. V omezeńıch gj(x) ≤ 0 stač́ı uvažovat
pouze nelineárńı funkce gj(x).

Existence sedlového bodu za předpokladu regularity a konvexnosti je nutnou a postačuj́ıćı
podmı́nkou řešeńı optimalizačńı úlohy.

2.4.2 Dualita úloh nelineárńıho programováńı

Nyńı si povšimneme problému duality v úlohách nelineárńıho programováńı. Mějme tedy
úlohu

min {f(x) : g(x) ≤ 0} (2.30)

Lagrangeova funkce je pro tuto úlohu zřejmě L(x,λ) = f(x)+λTg(x). Vytvořme následuj́ı-
ćı dvě funkce

ϕ(x) = max
λ≥0

L(x,λ) (2.31)

ψ(λ) = min
x
L(x,λ), (2.32)

kde x neńı omezeno.

Na funkćıch ϕ(x) a ψ(λ) si můžeme definovat dvě následuj́ıćı úlohy:

(A) min
x
ϕ(x) = min

x
max
λ≥0

L(x,λ) (2.33)

(B) max
λ≥0

ψ(λ) = max
λ≥0

min
x
L(x,λ). (2.34)

Snadno ukážeme, že úloha (A) je totožná s p̊uvodńı úlohou (2.30). Plat́ı totiž

min
x∈X

f(x) = min
x
ϕ(x)
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nebot’ volbou λ ≥ 0

ϕ(x) = f(x) pro x ∈ X
ϕ(x) = ∞ pro x 6∈ X

Proto plat́ı
min
x∈X

f(x) = min
x

max
λ≥0

L(x,λ) (2.35)

Úloha (A) je totožná s p̊uvodńı úlohou (2.30) a proto se nazývá primárńı úloha. Úloha
(B) je duálńı úloha. Mezi primárńı a duálńı úlohou nelineárńıho programováńı plat́ı
vztah - viz (2.26)

(Primárńı úloha) min
x

max
λ≥0

L(x,λ) ≥ max
λ≥0

min
x
L(x,λ) (Duálńı úloha) (2.36)

Pro úlohu konvexńıho programováńı při splněńı podmı́nek regularity plat́ı věta o sedlovém
bodě, pak

min
x

max
λ≥0

L(x,λ) = max
λ≥0

min
x
L(x,λ) = L(x∗,λ∗) = f(x∗) (2.37)

a primárńı i duálńı úloha maj́ı stejné řešeńı, které je totožné s řešeńım p̊uvodńı úlohy.

Duálńı úlohu můžeme upravit. Protože x neńı omezeno, plat́ı

min
x
L ⇒ ∂L

∂x
=
∂f

∂x
+ λT ∂g

∂x
= 0

Duálńı úlohu můžeme tedy vyjádřit ve tvaru

max
λ

{f(x) + λTg(x) :
∂f

∂x
+ λT ∂g

∂x
= 0 ; λ ≥ 0 } (2.38)

Dualita úloh matematického programováńı je velmi d̊uležitá, nebot’ řešeńım duálńı úlohy
se k optimu bĺıž́ıme zdola. Naopak řešeńım primárńı úlohy se k optimu bĺıž́ıme shora.
Existuje celá řada algoritmů nelineárńıho programováńı, které jsou založeny na sedlových
vlastnostech Lagrangeovy funkce.

Př́ıklad: Nalezněte duálńı úlohu k úloze lineárńıho programováńı.

Nejběžněǰśı tvar úlohy lineárńıho programováńı je

max { cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0 } (2.39)

Nejprve uprav́ıme tuto úlohu na úlohu minimalizace

min { −cTx : Ax− b ≤ 0, −x ≤ 0 }

Lagrangeova funkce pro tuto úlohu je

L(x,λ,µ) = −cTx + λT (Ax− b) + µT (−x)

Duálńı úloha je tedy

max
λ≥0,µ≥0

min
x
L(x,λ,µ) = max

λ,µ
{L(x,λ,µ) : ∇xL(x,λ,µ) = 0,λ ≥ 0,µ ≥ 0} (2.40)
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Lagrangeovu funkci L můžeme upravit do tvaru

L(x,λ,µ) = xT (−c + AT λ− µ)− λTb

Z ∇xL = 0 plyne (−c + AT λ− µ) = 0. Odtud

AT λ− c = µ ≥ 0

neboli AT λ− c ≥ 0. Lagrangeova funkce se podle předchoźıho zjednoduš́ı na

L(x,λ,µ) = −λTb

Duálńı úloha je tedy
max { −λTb : AT λ ≥ c, λ ≥ 0 }

neboli
min { λTb : AT λ ≥ c, λ ≥ 0 }. (2.41)

Řešeńı primárńı i duálńı úlohy jsou totožná. Při velkém počtu omezeńı m� n může být
duálńı úloha mnohem jednodušš́ı. 2

2.5 Vı́cekriteriálńı optimalizace

V reálných rozhodovaćıch situaćıch často sledujeme v́ıce kritéríı, podle nichž hodnot́ıme
nejlepš́ı varianty řešeńı. Zde je problém správně definovat úlohu optimalizace v př́ıpadě
v́ıcekriteriálnosti.

V tomto odstavci uvedeme některé myšlenky týkaj́ıćı se tohoto problému. Již při for-
mulováńı kritéríı se mohou vyskytnout problémy, některá hodnot́ıćı kritéria jsou často
formulována pouze kvalitativně. Často vyšš́ı zisk je spojen s vyšš́ım rizikem - zde se up-
latńı teorie užitku, která přǐrazuje variantám řešeńı č́ıselné ohodnoceńı (užitek) tak, aby
hodnota užitku byla v souladu s preferencemi rozhoduj́ıćıho subjektu v tom smyslu, že
vyšš́ı užitek znamená vyšš́ı preferenci.

Pro v́ıcekriteriálńı optimalizaci se použ́ıvaj́ı alternativńı pojmy jako v́ıceaspektńı, v́ıce-
atributńı či vektorová optimalizace. To vede na vektorové či kompromisńı programováńı.

Často se snaž́ıme v́ıcekriteriálńı optimalizačńı problém převést na problém skalárńı
s jedńım optimalizačńım kritériem. To je možné následuj́ıćımi zp̊usoby:

• volbou vah u jednotlivých kritéríı

• metodou ćılového programováńı

• lexikografickým uspořádáńım kritéríı

• minimaxovou optimalizaćı

Prvńı možnost́ı je volba vah jednotlivých kritéríı. T́ım problém v́ıcekriteriálńı opti-
malizace převedeme na problém optimalizace jediného kritéria, tvořeného lineárńı kom-
binaćı jednotlivých kritéríı, v němž váhy vyznačuj́ı preference jednotlivých kritéríı. Označ́ıme-
li jednotlivá kritéria f1(x) až fp(x) pak jediné kritérium je v tomto př́ıpadě rovno

f(x) = α1f1(x) + · · ·+ αpfp(x)
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kde koeficienty αi vyjadřuj́ı preference jednotlivých kritéríı.

Druhou možnost́ı je stanoveńı ćıle, kterého se snaž́ıme dosáhnout ve všech kritéríıch.
Protože stanoveného ćıle nelze dosáhnout současně ve všech kritéríıch, pak se snaž́ıme
alespoň minimalizovat vzdálenost konkrétńıho řešeńı od ćıle. Tato metoda má jednodu-
chou geometrickou interpretaci. Označme jako f ∗i (x) ćıl, který chceme dosáhnout v i-tém
kritériu. Metoda ćılového programováńı vede na úlohu

min { λ : fi(x)− wiλ ≤ f ∗i (x), , i = 1, . . . , p, x ∈ X) } (2.42)

kde λ je skalár, na který neklademe žádné omezeńı a wi > 0 jsou váhové koeficienty.
Při tom λwi vyjadřuje rozd́ıl mezi stanoveným ćılem a skutečnou hodnotou př́ıslušného
kritéria. To znamená, že pokud některé kritérium (např. j-té) chceme co nejv́ıce přibĺıžit
k ćıli, je třeba volit u něho výrazně menš́ı váhový koeficient wj << wi pro všechna i 6= j.

Př́ıpustná řešeńı x ∈ X vytvářej́ı v prostoru kritéríı množinu možných hodnot kritéríı.
My podle předchoźıho kritéria hledáme takové př́ıpustné řešeńı, které lež́ı v pr̊useč́ıku
polopř́ımky vycházej́ıćı z ćılového bodu f ∗i (x) s množinou př́ıpustných hodnot kritéríı (v
obr 2.3 je tento bod vyznačen černou tečkou). Směrnice polopř́ımky vycházej́ıćı z ćılového
bodu f ∗i (x) je určena váhami wi - viz obr. 2.3 pro dvě kritéria.
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Obrázek 2.3: Optimálńı řešeńı podle ćılového programováńı

Třet́ı možnost́ı je uspořádat kritéria podle d̊uležitosti a optimalizovat prvńı kritérium
a z množiny optimálńıch řešeńı (je-li celá množina optimálńıch řešeńı pro prvńı kritérium)
vybrat řešeńı takové, které minimalizuje druhé kritérium v pořad́ı atd.

Varianta této metody je tzv. metoda s ε-omezeńım. V této metodě minimalizujeme
nějaké vybrané preferenčńı kritérium a ostatńı kritéria podrob́ıme omezeńım, pak

min
x∈X

{fs(x) : fi(x) ≤ εi, i = 1, 2, . . . , p, i 6= s} (2.43)

Zde je problém volby omezeńı εi. Daľśı nevýhodou je, že omezeńı jsou pevná, což zř́ıdka
vyjadřuje skutečné požadavky.
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Minimaxová optimalizace vede na úlohu optimalizace, ve které hledáme takové
př́ıpustné řešeńı, v němž je maximálńı hodnota nějakého kritéria minimálńı

min
x∈X

max
i
fi(x),

To je vlastně totožný problém jako při ćılovém programováńı, kde voĺıme váhy wi všechny
stejné a ćıl je v počátku. Tato formulace v́ıcekriteriálńı optimalizace připomı́ná problémy
z teorie her.

2

Pokud nechceme převést problém v́ıcekriteriálńı optimalizace na skalárńı problém,
je třeba postupovat jiným zp̊usobem. Budeme hledat nedominované varianty, to jsou
takové varianty př́ıpustného řešeńı, že neexistuje jiná př́ıpustná varianta, při které některé
kritérium dosahuje nižš́ı hodnoty a ostatńı kritéria nerostou - jedno kritérium lze zlepšit
pouze na úkor zhoršeńı jiného kritéria. Nedominované varianty se také nazývaj́ı pare-
tovsky optimálńı, nebo neinferiorńı či eficientńı varianty. Na obr. 2.4 je množina
paretovsky optimálńıch řešeńı vyznačena tučně. Pokud je jediná nedominovaná varianta,
pak ji můžeme označit za optimálńı variantu. Pokud je nedominovaných variant v́ıce,
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Obrázek 2.4: Paretovsky optimálńı varianty řešeńı

pak je třeba daľśım postupem zúžit výběr. Zde neexistuje jediný exaktńı postup řešeńı.
Můžeme volit hypotetické ideálńı hodnoty jednotlivých kritéríı a nejhorš́ı tzv. bazálńı
hodnoty kritéríı. Reálné př́ıpustné varianty řešeńı se pohybuj́ı mezi těmito krajnostmi.

Př́ıklad: Problémy v́ıcekriteriálńı optimalizace si ilustrujeme na jednoduché úloze
určeńı optimálńı skládky odpad̊u. Je třeba vybrat optimálńı lokalitu skládky - jednu ze
čtyř možnost́ı, které označ́ıme x1 až x4. Při tom hodnot́ıme pět kritéríı - zábor p̊udy
v hektarech, investičńı náklady v mil.Kč, negativńı d̊usledky pro okoĺı ve stupnici od 1
(velmi negativńı) do 4 (nepatrné) , negativńı d̊usledky na kvalitu vody (také od 1 do 4)
a konečně kapacitu skládky v mil. tun odpadu. Velikosti jednotlivých kritéríı pro r̊uzné
lokality jsou vyneseny v tabulce 2.1.

Při optimalizaci se budeme snažit minimalizovat zábor p̊udy i investičńı náklady, ale
naopak maximalizovat v hodnot́ıćı stupnici negativńıch d̊usledk̊u i maximalizovat kapacitu
skládky.

Aby všechna kritéria byla minimalizována, uprav́ıme posledńı tři sloupce předchoźı
tabulky. Úpravu provedeme tak, že v př́ıslušném sloupci nalezneme maximálńı prvek a
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Tabulka 2.1: Skládka odpadk̊u - hodnoceńı variant

zábor investičńı neg. d̊usl. neg. d̊usl. kapacita
p̊udy náklady pro okoĺı pro vodu

x1 6 1.2 4 2 6
x2 11.2 14.4 2 2 4.5
x3 1.9 4.8 2 4 7.5
x4 6.4 13.4 2 2 4.5

Tabulka 2.2: Skládka odpadk̊u - úprava hodnoceńı variant

zábor investičńı neg. d̊usl. neg. d̊usl. kapacita
p̊udy náklady (f3)max − f3 (f4)max − f4 (f5)max − f5

x1 6 1.2 0 2 1.5
x2 11.2 14.4 2 2 3
x3 1.9 4.8 2 0 0
x4 6.4 13.4 2 2 3

nové hodnoceńı bude rovno rozd́ılu maximálńıho prvku ve sloupci a př́ıslušného prvku.
Dostaneme tak novou tabulku 2.2, ve které již chceme všechna hodnoceńı minimalizovat
Je zřejmé, že strategie x1 dominuje strategii x2 i x4 a naopak strategie x3 dominuje
strategii x2 i x4. Při tom strategie x1 a x3 nejsou vzájemně dominovány. Nedominované
strategie (Paretovsky optimálńı strategie) jsou tedy dvě strategie x1 a x3. Pro výběr jediné
optimálńı strategie nemáme žádné objektivńı hledisko. 2

Již z tohoto př́ıkladu je zřejmé, že výběr optimálńı varianty neńı jednoznačný a
problém má značný subjektivńı motiv. Jistě budou existovat r̊uzné preference i př́ıpadné
lokálńı zájmy, které lze i zd̊uvodnit vhodným výběrem argument̊u. Je zřejmé, že každý
reálný rozhodovaćı problém je v́ıcekriteriálńı.

2.6 Př́ıklady

1. Nalezněte minimum funkce

f(x) =
1

2

(
x2

1

a2
+ v

x2
2

b2

)

při omezeńı
h(x) = x1 + αx2 + β = 0

Určete geometrickou interpretaci této úlohy a řešte ji pro r̊uzné a, b, α, β. Nalezněte
podmı́nky řešitelnosti.

2. Určete výšku a pr̊uměr válcové nádrže maximálńıho objemu při daném povrchu.
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3. Pomoćı Kuhnových - Tuckerových podmı́nek nalezněte stacionárńı body funkce

f(x) = x3
1 + 2x2

2 + 6− 10x1 + 2x3
2

vzhledem k omezeńım

x1x2 ≤ 10, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

a určete jejich charakter.

4. Optimalizace úhlu natočeńı plachty a kursu plachetnice.
Zjednodušené schéma sil p̊usob́ıćıch na plachetnici při pohybu proti větru je na
obr. 2.5., kde v je rychlost plachetnice, w je rychlost větru, ψ úhel mezi směrem
větru a rychlost́ı lod’ky, θ je úhel plachty vzhledem k ose lod’ky, S je aerodynamická
śıla p̊usob́ıćı na lod’ku vlivem větru, Q je śıla odporu lod’ky, K je kýlová śıla, vr

je relativńı rychlost větru v̊uči plachetnici. Aerodynamická śıla S se rozkládá na
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Obrázek 2.5: Śıly p̊usob́ıćı na plachetnici

dvě kolmé śıly. Jedna složka p̊usob́ıćı ve směru pohybu lod’ky (to je hnaćı śıla)
se vyrovnává se silou odporu lod’ky Q (třeńı při pohybu ve vodě). Druhá složka
śıly S se vyruš́ı s kýlovou silou K a zp̊usobuje náklon plachetnice, což zanedbáme.
Aerodynamická śıla S záviśı na relativńı rychlosti větru vr a úhlu α, pod kterým
v́ıtr p̊usob́ı na plachtu. Předpokládejme, že plat́ı

S = c1v
2
r sinα

Śıla odporu lod’ky Q záviśı na rychlosti lod’ky podle vztahu Q = c2v
2. Ukažte, že

a) při zadaném úhlu ψ je rychlost v maximálńı pro α = θ;
b) Při plavbě po větru ( ψ = 180o) je maximálńı rychlost při α = 90o a je rovna

vmax = w
c

1 + c
, c2 =

c1
c2

c) maximálńı rychlost proti větru (veličina v cosψ) je rovna w c
4

a dosáhneme ji při

úhlech ψ = 45o, θ = ((c + 2)2 + 4)−
1
2 . Při tom předpokládáme, že úhly α a θ jsou

malé a proto sinα
.
= α, sin θ

.
= θ, cosα

.
= 1, cos θ

.
= 1.
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5. Vypočtěte optimálńı konstantu r0 proporcionálńıho regulátoru, který v regulačńım
obvodu reguluje systém s přenosem

G(s) =
5

s(s+ 1)5
.

Vstupńı signál je skok ř́ızeńı w(t) = 1(t). Kritérium kvality ř́ızeńı je

J(r0) =
∫ ∞

0

(
e2(t) + 3u2(t)

)
dt

kde e(t) je regulačńı odchylka a u(t) je akčńı veličina.

6. Mějme stejný regulačńı obvod jako v předchoźım př́ıkladě. Ř́ızeńı je nulové, ale na
vstupu systému p̊usob́ı porucha, kterou můžeme považovat za náhodný signál bĺızký
b́ılému šumu. Navrhněte optimálńı konstantu proporcionálńıho regulátoru, při které
je rozptyl regulačńı odchylky minimálńı.

7. Je dán diskrétńı systém popsaný stavovými rovnicemi

x(k + 1) = Mx(k) + Nu(k)

y(k) = Cx(k),

který ř́ıd́ıme pomoćı lineárńı zpětné vazby ve tvaru
a) u(k) = −K1x(k)
b) u(k) = −K2y(k).
Vypočtěte optimálńı zpětnovazebńı matici Ki v obou př́ıpadech, která minimalizuje
kritérium

J(K) =
∞∑

k=0

yT (k)Qy(k) + uT (k)Ru(k).

Návod k řešeńı:
Dosad’te rovnici regulátoru do stavové rovnice systému. Řešeńı této rovnice dosad’te
do kritéria. Použijte vztah xTQx = tr(xxTQ). Optimálńı zpětnou vazbu urč́ıme z

podmı́nky
∂J

∂K
= 0. Derivaci kritéria podle zpětnovazebńı matice K provedeme tak,

že stanov́ıme př́ır̊ustek kritéria J(K + ε∆K) a použijeme dvě následuj́ıćı tvrzeńı:

1) Mějme maticovou funkci F(X) = (A + BX)k a ε je nekonečně malá veličina
prvńıho řádu. Pak plat́ı

F (X + ε∆X) = (A + BX)k +

ε
k∑

i=0

(A + BX)k−i−1 B∆X (A + BX)i + ∆(ε2)

2) Mějme maticovou funkci f(X) = tr (F(X)) a ε je nekonečně malá veličina prvńıho
řádu. Plat́ı-li

f (X + ε∆X) = f (X) + ε tr (M(X)∆X) + ∆(ε2),

pak
∂f

∂X
= MT (X)
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8. Proved’te řešeńı předchoźıho př́ıkladu pro skalárńı verzi - uvažujte systém pouze
prvńıho řádu.

9. Systém se stavovými rovnicemi

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = a

ř́ıd́ıme lineárńı zpětnou vazbou od stavu u(t) = −Kx(t). Určete optimálńı zpětno-
vazebńı matici K, která minimalizuje kritérium

J(K) =
∫ ∞

0

(
xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)

)
dt

kde Q, R jsou dané pozitivně semidefinitńı matice.

10. Mějme stochastický systém

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + v(t)

y(t) = Cx(t) + w(t)

kde v(t), w(t) jsou nezávislé b́ılé stochastické procesy s nulovou středńı hodnotou a
kovariančńımi maticemi Q, R. Navrhněte optimálńıho pozorovatele stavu systému
ve tvaru

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) + L (y(t)−Cx̂(t))

Určete optimálńı hodnotu matice stavové injekce L, aby ustálený rozptyl odchylky
e(t) = x(t)− x̂(t) byl minimálńı.

11. Nalezněte duálńı úlohu k úloze

max
{
cTx : A1x ≤ b1,A2x = b2,A3x ≥ b3,x ≥ 0,bi ≥ 0

}
12. Nalezněte duálńı úlohu k úloze kvadratického programováńı

max
{
xTQx + cTx : Ax ≤ b,x ≥ 0

}
13. Ověřte dualitu následuj́ıćıch úloh

max
{
cTx : Ax = b,x ≥ 0

}
duálńı: min

{
bTy : ATy ≥ c

}
.

max
{
cTx : Ax = b

}
duálńı: min

{
bTy : ATy = c

}
.

14. Mějme drát délky l, který rozděĺıme na dvě části. Z jedné části vytvarujeme čtverec
a z druhé kružnici. V jakém poměru muśıme přeseknout drát, aby součet ploch
ohraničených vytvořeným čtvercem a kružnićı byl minimálńı (maximálńı)?

15. Uvažujte konstrukci trajektu slouž́ıćıho k přepravě daného počtu tun nákladu po
určité dráze. Výrobńı náklady trajektu bez motoru lineárně rostou s jeho nosnost́ı,
zat́ımco cena motoru je úměrná součinu jeho nosnosti a kvadrátu jeho rychlosti.

Ukažte, že celkové konstrukčńı náklady jsou nejmenš́ı, když vydáme za samotný
trajekt dvojnásobek peněz než za jeho motor. Zanedbejte čas nakládky a vykládky
a předpokládejte, že trajekt pracuje nepřetržitě.



Kapitola 3

Minimalizace kvadratických forem

S problémem minimalizace kvadratických forem se setkáme při řešeńı mnoha problémů
aproximace, estimace parametr̊u i optimálńıho ř́ızeńı systémů. Je to problém, pro který
byla vypracována řada spolehlivých a rychlých numerických algoritmů. Nejprve uvedeme
dva motivačńı př́ıklady, které ilustruj́ı použitelnost tohoto př́ıstupu.

Př́ıklad 1. Aproximace charakteristiky termočlánku

Pro termočlánek Ch-A jsou v normě uvedeny hodnoty napět́ı termočlánku v závislosti
na jeho teplotě. Hodnoty termonapět́ı jsou tabelovány po 10 0C od 100 do 1370 0C.
Následuje výpis hodnot termonapět́ı pro uvedený rozsah teplot

U=4.095 4.508 4.919 5.327 5.733 6.137 6.539 6.939 7.338 7.737 08.137 08.537 08.938
09.341 09.745 10.151 10.560 10.969 11.381 11.793 12.207 12.623 13.039 13.456 13.874
14.292 14.712 15.132 15.552 15.974 16.395 16.818 17.241 17.664 18.088 18.513 18.938
19.363 19.788 20.214 20.640 21.066 21.493 21.919 22.346 22.772 23.198 23.624 24.050
24.476 24.902 25.327 25.751 26.176 26.599 27.022 27.445 27.867 28.288 28.709 29.128
29.547 29.965 30.383 30.799 31.214 31.629 32.042 32.455 32.866 33.277 33.686 34.095
34.502 34.909 35.314 35.718 36.121 36.524 36.925 37.325 37.724 38.122 38.519 38.915
39.310 39.703 40.096 40.488 40.879 41.269 41.657 42.045 42.432 42.817 43.202 43.585
43.968 44.349 44.729 45.108 45.486 45.863 46.238 46.612 46.985 47.356 47.726 48.095
48.462 48.828 49.192 49.555 49.916 50.267 50.633 50.990 51.344 51.697 52.049 52.398
52.747 53.093 53.439 53.782 54.125 54.466 54.807.

Problémem je interpolovat dané hodnoty v bodech mimo tabelované hodnoty. Můžeme
to provést tak, že charakteristiku termočlánku aproximujeme polynomem. Aproximaci
chceme provést tak, aby chyba aproximace byla v daných bodech minimálńı.

Řešeńı: Zvoĺıme-li aproximačńı polynom třet́ıho stupně, pak je vztah mezi termonapět́ım
U a teplotou t aproximován vztahem

U = a+ bt+ ct2 + dt3 (3.1)

28
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V bodech śıtě tedy přibližně plat́ı

Ui =
[

1 ti t2i t3i
] 

a
b
c
d

 , i = 1, . . . 128

kde č́ıslo 128 je počet daných bod̊u śıtě. Zavedeńım vektoru napět́ı b, jehož složky jsou

napět́ı Ui, vektoru hledaných parametr̊u x =
[
a b c d

]T
a matice dat A jej́ıž řádky

jsou tvořeny vektory teplot
[

1 ti t2i t3i
]
, můžeme předchoźı soustavu zapsat maticově

ve tvaru
b = Ax + e (3.2)

kde e je vektor chyb, který chceme minimalizovat, aby aproximace byla co nejpřesněǰśı.
Jako kriterium aproximace voĺıme kvadratickou normu odchylky

J = ‖e‖2
2 = eTe (3.3)

Po dosazeńı do kritéria za vektor odchylky e = b−Ax dostaneme

J(x) = (Ax− b)T (Ax− b) = xTATAx− xTATb− bTAx + bTb

Hledáme tedy takový vektor x∗, který minimalizuje předchoźı kritérium aproximace

J(x∗) = min
x

J(x), x∗ = arg min
x

J(x)

Původně se jednalo o problém řešeńı přeurčené soustavy algebraických rovnic Ax = b.
V jazyce MATLAB se tento problém jednoduše řeš́ı př́ıkazem x∗ = A\b. Řešeńı přeurčené
soustavy algebraických rovnic jsme zde převedli na problém minimalizace kvadratické
formy.

Minimalizaćı předchoźı kvadratické formy urč́ıme koeficienty polynomu třet́ıho stupně
x∗ =

[
0.13577 3.87510−2 6.74310−6 −4.33710−9

]
. Při tom maximálńı chyba aproxi-

mace max |ei| = 0.07.

Zvoĺıme-li aproximačńı polynom pouze druhého stupně, pak vektor parametr̊u je roven
x∗ =

[
−0.803061 4.471710−2 −0.2810−6

]
a maximálńı chyba aproximace vzroste na

hodnotu max |ei| = 0.45. Na obr. 3 je charakteristika termočlánku Ch-A a pr̊uběh chyb
při aproximaci polynomy druhého, třet́ıho a čtvrtého stupně. Uvědomte si, že zvyšováńı
stupně aproximačńıho polynomu nemuśı přinést zmenšeńı chyb aproximace. Naopak při
vysokém stupni aproximačńıho polynomu jsou pr̊uběhy aproximačńı křivky mezi danými
body nevhodné. Ověřte! Problémem je, jaký je tedy nejvhodněǰśı stupeň aproximačńıho
polynomu.

Př́ıklad 2. Identifikace parametr̊u diskrétńıho systému z naměřených dat.

Předpokládejme vněǰśı popis diskrétńıho systému ve tvaru

y(t) = −a1y(t− 1)− . . .− any(t− n) + b0u(t) + . . .+ bmu(t−m) + e(t)
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Obrázek 3.1: Charakteristika termočlánku a chyby při aproximaci polynomy druhého až
čtvrtého stupně

kde y(t) je výstup systému v čase t, u(t) je vstup systému a e(t) náhodná veličina reprezen-
tuj́ıćı nepřesnosti měřeńı i aproximace.

Předpokládejme, že máme k dispozici množinu měřeńı výstupńı i vstupńı veličiny v po
sobě jdoućıch diskrétńıch časových okamžićıch t = . . . , 0, 1, . . .. Naš́ım úkolem je pomoćı
množiny měřeńı vstup̊u a výstup̊u systému určit co nejvěrněji parametry systému ai, bi.
Parametry systému urč́ıme z podmı́nky minimalizace chyby diferenčńı rovnice systému.

Zavedeme si vektor hodnot výstupu b =
[
y(1), y(2) . . . y(n)

]T
, vektor neznámých

parametr̊u x =
[
a1 a2 . . . an b0 . . . bm

]T
a matici dat A podle následuj́ıćıho
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předpisu

A =


−y(0) −y(−1) . . . −y(1− n), u(1) . . . u(1− n)
−y(1) −y(0) . . . −y(2− n), u(2) . . . u(2− n)

...
...

...
...

...
...

...
−y(ν − 1) −y(ν − 2) . . . −y(ν − n), u(ν) . . . u(ν − n)


Pro diskrétńı čas t = i diferenčńı rovnici systému můžeme zapsat ve tvaru yi = Aix+ei,

kde yi je i-tý prvek vektoru výstup̊u b, Ai je i-tý řádek matice dat A a ei = e(i). Pro
t = 1, . . . , ν s použit́ım zavedených vektor̊u dostaneme soustavu algebraických rovnic ve
tvaru

b = Ax + e

Minimalizace normy vektoru chyb rovnic vede opět na problém minimalizace kvadratické
formy. 2

3.1 Minimalizace - analytické vztahy

Mějme tedy kvadratickou formu

J(x,y) = xTAx + xTBy + yTDx + yTCy (3.4)

kde A je pozitivně semidefinitńı matice. Hledáme minimum této kvadratické formy vzh-
ledem k vektorové proměnné x. Hledáme tedy

x∗ = arg min
x

J(x,y)

Ukážeme dva postupy vedoućı k analytickému výrazu pro určeńı optimálńıho x∗ a minima
kvadratické formy. V prvńım postupu použijeme vztahy pro derivaci kvadratických forem.
Snadno lze prokázat, že plat́ı (pokud derivace skalárńı funkce podle vektoru je řádkový
vektor)

∂xTAx

∂x
= xT

(
A + AT

)
(3.5)

∂xTBy

∂x
= yTBT ,

∂yTDx

∂x
= yTD (3.6)

Minimum kvadratické formy (3.4) nalezneme z podmı́nky nulového gradientu kritéria
vzhledem k x, čili

∂J(x,y)

∂x
= 0, pro x = x∗.

Použit́ım vztah̊u pro derivaci kvadratických forem dostaneme z předchoźıho vztahu(
A + AT

)
x + By + DTy = 0, pro x = x∗

Odtud plyne optimálńı x∗

x∗ = −
(
A + AT

)−1 (
B + DT

)
y (3.7)
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Předchoźı vztah plat́ı pro pozitivně definitńı matici A. Pokud je matice A pouze pozitivně
semidefinitńı, pak mı́sto inverze matice je třeba použ́ıt pseudoinverzi (viz dále).

Hessova matice druhých derivaćı minimalizované kvadratické formy je rovna matici
(A + AT ) a proto při pozitivně semidefinitńı matici A je existence minima zajǐstěna.

Pozn: Úplně podobným postupem můžeme hledat minimum kvadratické formy vzh-
ledem k vektoru y. 2

Jednodušš́ı metoda minimalizace kvadratických forem spoč́ıvá v jejich úpravě na úplný
čtverec. Kvadratickou formu (3.4) uprav́ıme do tvaru

J(x,y) = (x− x∗)T A (x− x∗) + yTCy − (x∗)TAx∗ (3.8)

kde x∗ je zat́ım nějaký vektor. Aby předchoźı kvadratická forma byla rovna kvadratické
formě (3.4), muśı zřejmě platit

−(x∗)TAx = yTDx, −xTAx∗ = xTBy

Protože předchoźı vztahy plat́ı pro všechna x, plat́ı zřejmě

−(x∗)TA = yTD, −Ax∗ = By

Po transpozici prvńı rovnice a následném sečteńı obou rovnic dostaneme

−
(
A + AT

)
x∗ =

(
B + DT

)
y

Neznámý vektor x∗ je tedy roven

x∗ = −
(
A + AT

)−1 (
B + DT

)
y.

Kvadratická forma (3.8) je minimálńı vzhledem k proměnné x tehdy, když x = x∗, nebot’

x∗ neńı na x závislé. Proto x∗ je optimálńı hodnota x, minimalizuj́ıćı kvadratickou formu.

Výsledek je stejný jako při použit́ı derivaćı - viz (3.7). Při minimalizaci kvadratických
forem jejich úpravou na úplný čtverec źıskáme jejich minimum jednoduše bez použit́ı
derivaćı. Minimálńı hodnotu kvadratické formy dostaneme dosazeńım x∗ do (3.8).

Z předchoźıch vztah̊u je zřejmé, že můžeme předpokládat, že matice A je symetrická
matice. Pokud tomu tak neńı, můžeme ji symetrizovat zavedeńım nové symetrické matice
As = 1

2
(A + AT ) a výsledek optimalizace se zřejmě nezměńı. Podobně lze symetrizovat i

matici C. Také můžeme předpokládat, že matice B a D jsou si až na transpozici rovny.
Pokud tomu tak neńı, pak zavedeme novou matici B1 podle vztahu B+DT = 2B1 a touto
novou matićı B1 nahrad́ıme matice B a D v kvadratické formě podle vztahu B = B1,
D = BT

1 . Hodnota kvadratické formy se zřejmě nezměńı. Proto budeme dále předpokládat,
že matice A i matice C jsou symetrické matice a matice B a D jsou si až na transpozici
rovny.

Kvadratické formy můžeme zapisovat také ve tvaru

J(x,y) =
[

xT yT
] [ A B

BT C

] [
x
y

]
. (3.9)
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Přitom předpokládáme, že matice A i matice C jsou symetrické matice a matice A je
pozitivně semidefinitńı. Dále předpokládáme, že složená matice M

M =

[
A B
BT C

]

je symetrická pozitivně semidefinitńı matice (kvadratická forma J(y,x) je nezáporná).
Minimalizaćı kvadratické formy (3.9) vzhledem k x źıskáme pro optimálńı x∗ vztah

Ax∗ = −By

Obecné řešeńı předchoźıho vztahu je

x∗ = −A+By + x0 (3.10)

kde A+ je pseudoinverze matice A, která vyhovuje vztahu AA+A−A = 0 a vektor x0 je
libovolný vektor z jádra zobrazeńı A, to je takový vektor, který splňuje rovnici Ax0 = 0.

Protože pro pseudoinverzi plat́ı A(A+A− I) = 0 je vektor x0 roven

x0 =
(
A+A− I

)
z

kde z je libovolný vektor stejné dimenze jako je dimenze vektoru x.

Minimálńı hodnota kvadratické formy je rovna

J∗(y) = J(x∗,y) = yT
(
C−BTA+B

)
y (3.11)

Optimálńı x∗ neńı jediné, ale minimum kvadratické formy je samozřejmě jediné.

Předchoźı vztahy nejsou vhodné pro numerický výpočet. Dále uvedeme dvě metody
vhodné pro numerický výpočet optimálńıho vektoru x∗ a to zobecněnou Choleskyho fak-
torizaci a LDU (Biermanovu) faktorizaci.

3.2 Zobecněná Choleskyho faktorizace

Standardńı Choleskyho faktorizace je rozklad (faktorizace) libovolné pozitivně definitńı
matice M do tvaru

M = FTF, (3.12)

kde F je reálná horńı trojúhelńıková matice. To znamená, že Fi,j = 0 pro i > j.

Faktorizace pozitivně definitńı matice M je jediná až na znaménko každého řádku
matice F. Faktorizace je jediná omeźıme-li se podmı́nkou, že diagonálńı prvky matice F
jsou kladné. To je známý výsledek standardńı Choleskyho faktorizace.

Jak je to v př́ıpadě, je-li matice M pouze pozitivně semidefinitńı. V tomto př́ıpadě
neńı Choleskyho faktorizace jednoznačná. Jedná se o zobecněnou Choleskyho faktor-
izaci a tento př́ıpad nyńı rozebereme.

Pro i ≤ j plat́ı pro jednotlivé prvky matice M vztah

Mi,j =
i∑

k=1

Fk,iFk,j =
i−1∑
k=1

Fk,iFk,j + Fi,iFi,j
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Z předchoźıho vztahu pro prvky matice M plyne algoritmus výpočtu prvk̊u Choleskyho
rozkladu F. Pro i = 1, 2, . . . postupně poč́ıtáme nejprve diagonálńı prvky matice F podle
vztahu

Fi,i =

√√√√Mi,i −
i−1∑
k=1

F 2
k,i

a potom jednotlivé prvky matice F vpravo od diagonály podle vztahu

Fi,j =
1

Fi,i

[
Mi,j −

i−1∑
k=1

Fk,iFk,j

]
, j > i.

Je zřejmé, že při výpočtu faktor̊u se vyskytuj́ı dva problémy. Při výpočtu diagonálńıch
prvk̊u matice F se vyskytuje odmocnina, což zdržuje výpočet. Proto byla vyvinuta jiná
faktorizace (popsaná později), která nevyžaduje výpočet odmocniny.

Závažněǰśı problém nastane, když diagonálńı prvek Fi,i je roven nule, nebot’ se j́ım při
výpočtu nediagonálńıch prvk̊u matice F děĺı. Choleskyho faktorizace neńı v tomto př́ıpadě
jednoznačná a vždy jednoznačný rozklad dostaneme t́ım, že je-li některý diagonálńı prvek
matice F nulový, pak polož́ıme rovný nule celý odpov́ıdaj́ıćı řádek matice F. To znamená,
že vztah pro mimodiagonálńı prvky Fi,j doplńıme podmı́nkou

Jestliže Fi,i = 0, pak Fi,j = 0, ∀j > i.

Po rozkladu matice M provedeme již snadno minimalizaci kvadratické formy i výpočet
optimálńıho x. Provedeme následuj́ıćı serii úprav kvadratické formy

J(x,y) =
[
xTyT

]
M

[
x
y

]
=
[
xTyT

]
FTF

[
x
y

]
=

∥∥∥∥∥F
[

x
y

]∥∥∥∥∥
2

Horńı trojúhelńıkovou matici F rozlož́ıme na submatice

F =

[
Fx Fx,y

0 Fy

]

kde dimenze rozkladu odpov́ıdaj́ı dimenzi vektor̊u x a y. Při tom zřejmě submatice Fx i
Fy jsou horńı trojúhelńıkové matice. Kvadratická forma je potom rovna

J(x,y) =

∥∥∥∥∥
[

Fx Fx,y

0 Fy

] [
x
y

]∥∥∥∥∥
2

=‖ Fxx + Fx,yy ‖2 + ‖ Fyy ‖2

Minimum kvadratické formy vzhledem k proměnné x nastane zřejmě, když prvńı člen na
pravé straně předchoźıho výrazu bude roven nule. Proto optimálńı x∗ źıskáme z rovnice

Fxx
∗ + Fx,yy = 0 (3.13)

Protože matice Fx je horńı trojúhelńıková matice, provedeme výpočet optimálńıho x∗

po jednotlivých prvćıch tohoto vektoru odspodu. Je-li pro některé i diagonálńı prvek
matice Fx nulový, pak je podle předchoźıho nulový celý i-tý řádek této matice. Proto
odpov́ıdaj́ıćı složka x∗i optimálńıho vektoru může být zvolena libovolně. V závislosti na
libovolně zvoleném x∗i vyjdou potom daľśı prvky x∗k pro k < i. Všimněme si, že pro
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výpočet optimálńıho x∗ neńı třeba provádět celou faktorizaci matice F, ale stač́ı provést
faktorizaci pouze horńı části matice M, která je potřebná pro źıskáńı submatic Fx a Fx,y.

Minimálńı hodnota kvadratické formy je

J∗(y) = J(x∗,y) = ||Fyy||2 = yTFT
y Fyy

Provedeme úpravu kvadratické formy. Matici M vyjádř́ıme pomoćı submatic Choleskyho
faktor̊u, pak

M =

[
A B
BT C

]
= FTF =

=

[
Fx Fx,y

0 Fy

]T [
Fx Fx,y

0 Fy

]
=

[
FT

x Fx FT
x Fx,y

FT
x,yFx FT

y Fy + FT
x,yFx,y

]

Odtud plyne, že matice C je rovna

C = FT
y Fy + FT

x,yFx,y

Proto optimálńı hodnotu kvadratické formy můžeme vyjádřit ve tvaru

J∗(y) = yTFT
y Fyy = yT

(
C− FT

x,yFx,y

)
y

Proto i při výpočtu minima kvadratické formy opět neńı třeba provádět úplnou faktorizaci
matice F, ale je možno poč́ıtat pouze jej́ı horńı část potřebnou pro źıskáńı submatic Fu

a Fu,x.

3.3 LDU faktorizace

Matici M budeme nyńı faktorizovat jiným zp̊usobem podle následuj́ıćıho vztahu

M = UTDU (3.14)

kde U je monická horńı trojúhelńıková matice (monická znamená, že má jednotkovou
diagonálu). Matice D = diag (d) je diagonálńı matice (v jej́ı diagonále je vektor d ).
Někdy se tento rozklad ṕı̌se ve tvaru M = LDLT , kde L je monická dolńı trojúhelńıková
matice. Zřejmě jsou oba zápisy identické.

Předchoźı rozklad se často schematicky vyjadřuje ve tvaru

M = |d;U|

nebo M =
∣∣∣d;LT

∣∣∣ při rozkladu ve tvaru M = LDLT . Pro i ≤ j plat́ı pro prvky matice M

Mi,j =
i∑

k=1

Uk,idkUk,j =
i−1∑
k=1

Uk,idkUk,j + Ui,idiUi,j

Z předchoźıho vztahu můžeme poč́ıtat jednotlivé prvky rozkladu. Pro i = 1, 2, . . . postupně
poč́ıtáme nejprve prvky diagonálńı matice. Pro j = i plat́ı

di = Mi,i −
i−1∑
k=1

dkU
2
k,i
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Je-li di = 0, pak je nulový celý odpov́ıdaj́ıćı řádek matice U, čili

if di = 0 then Ui,j = 0 ∀j > i

Pro nenulové prvky di poč́ıtáme prvky v odpov́ıdaj́ıćım řádku matice U podle vztahu

Ui,j =
1

di

(
Mi,j −

i−1∑
k=1

dkUk,iUk,j

)

Po nalezeńı rozkladu snadno provedeme minimalizaci kvadratické formy. Použit́ım faktor̊u
je kvadratická forma rovna

J(x,y) =
[

xT yT
]
UTDU

[
x
y

]

Provedeme rozklad monické horńı trojúhelńıkové matice U i vektoru d tvoř́ıćıho digonálu
diagonálńı matice D

U =

[
Ux Ux,y

0 Uy

]
, d =

[
dx

dy

]
Dimenze submatic jsou voleny shodně s dimenzemi vektor̊u x a y. Potom kvadratická
forma je rovna

J(x,y) =
[

xT yT
] [ Ux Ux,y

0 Uy

]T

diag

(
dx

dy

)[
Ux Ux,y

0 Uy

] [
x
y

]
= [Uxx + Ux,yy]T diag (dx) [Uxx + Ux,yy] + yTUT

y diag (dy)Uyy

Minimum této kvadratické formy vzhledem k vektoru x je určeno rovnici

Uxx
∗ + Ux,yy = 0 (3.15)

Optimálńı vektor x∗ poč́ıtáme po složkách odzdola. Protože matice Ux je monická horńı
trojúhelńıková matice, provád́ıme výpočet optimálńıho x∗ bez děleńı.

Jestliže i-tý diagonálńı prvek vektoru dx je nulový ((dx)i = 0), pak př́ıslušná složka x∗i
může být volena libovolně. Volba x∗i potom ale ovlivňuje daľśı složky x∗j pro j < i.

Minimum kvadratické formy je jediné a je rovno

J(x∗,y) = yTUT
y diag (dy)Uyy

Po úpravě můžeme toto minimum vyjádřit ve tvaru

J(x∗,y) = yT
(
C−UT

x,ydiag (dx)Ux,y

)
y

ve kterém využ́ıváme pouze horńı faktory rozkladu, které byly třeba i pro určeńı op-
timálńıho x∗.
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3.4 Aktualizace Choleskyho faktoru

Z předchoźıho výkladu v́ıme, že minimalizace kvadratických forem je výsledkem řešeńı
soustavy lineárńıch algebraických rovnic, které minimalizuje kvadratickou normu vektoru
chyby soustavy.

Máme tedy lineárńı rovnici ve tvaru Ax− b = 0. Vektor chyby této rovnice zaṕı̌seme

ve tvaru e = [A− b]

[
x
1

]
Minimalizace kvadrátu normy vektoru e vede na minimalizaci kvadratické formy

J(x) = eTe =
[

xT 1
] [

A −b
]T [

A −b
] [ x

1

]

Provedeme faktorizaci matice dat H =
[

A −b
]
. Potom plat́ı HTH = FTF, kde

Choleskyho faktor F je čtvercová horńı trojúhelńıková matice. Již popsaným postupem
vypočteme optimálńı vektor x∗ a optimálńı (minimálńı) hodnotu kvadratické formy J∗(x).

Představme si situaci, že po provedené faktorizaci matice dat a výpočtu optimálńıho
vektoru x∗ dostaneme nová měřeńı vedoućı na daľśı lineárńı rovnici ax − β = 0, kde
řádkový vektor a a konstanta β obsahuj́ı nová data. Problémem je nyńı jak efektivně
vypoč́ıst nový optimálńı vektor x∗, aniž bychom museli provádět Choleskyho faktorizaci
celou úplně znova.

Přidáńım nově źıskané lineárńı rovnice k předchoźı soustavě dostaneme nový tvar
kvadratické formy

J(x) =
[

xT 1
] [ A −b

a −β

]T [
A −b
a −β

] [
x
1

]

Pomoćı matice dat H a řádkového vektoru nových dat h =
[

a −β
]

vyjádř́ıme aktual-
izovanou kvadratickou formu ve tvaru

J(x) =

[
x
1

]T [
H
h

]T [
H
h

] [
x
1

]
=
[

xT 1
] [

HTH + hTh
] [ x

1

]

Protože plat́ı HTH = FTF pak nová matice kvadratické formy je rovna

M = HTH + hTh = FTF + hTh

Aktualizace Choleskyho faktoru spoč́ıvá ve výpočtu nového Choleskyho faktoru F̄
podle vztahu

M = FTF + hTh = F̄
T
F̄

kde F̄ je opět horńı trojúhelńıková matice.

Nav́ıc velmi často chceme stará data nějakým zp̊usobem “znevážit”, nebo “zapome-
nout” a proto matici “starých ” dat H respektive jej́ı Choleskyho faktor F násob́ıme
č́ıslem 0 < ϕ < 1, které nazýváme faktor zapomı́náńı. Aktualizace Choleskyho faktoru
potom vede na výpočet čtvercové horńı trojúhelńıkové matice F̄ pro kterou plat́ı

F̄
T
F̄ =

[
ϕF
h

]T [
ϕF
h

]
= ϕ2FTF + hTh.
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Triangulizace matice (to je úprava matice na horńı trojúhelńıkový tvar) se provád́ı po-
moćı specielńı ortogonálńı matice T, zvané matice planárńıch rotaćı, nebo také
Givensova rotace. Ortogonálńı matice je taková matice, pro kterou plat́ı TTT = I.
Matici T voĺıme takovou, aby platilo

T

[
ϕF
h

]
=

[
F̄
0

]

Potom plat́ı

M =

[
ϕF
h

]T [
ϕF
h

]
=

[
ϕF
h

]T

TTT

[
ϕF
h

]
=

[
F̄
0

]T [
F̄
0

]
= F̄

T
F̄

Přitom předpokládáme, že matice F je horńı trojúhelńıková matice. Triangulizace spoč́ıvá

v podstatě ve vynulováńı posledńıho řádku matice

[
F
h

]
(faktor zapomı́náńı ϕ nebudeme

pro jednoduchost uvažovat).

Triangulizaci provád́ıme sekvenčně tak, že nejprve vynulujeme prvńı prvek posledńıho
řádku vhodně zvolenou ortogonálńı matićı T, potom vynulujeme druhý prvek posledńıho
řádku opět vhodně zvolenou ortogonálńı matićı T a tak postupně vynulujeme všechny
daľśı prvky posledńıho řádku. Při tom matice F měńı koeficienty, ale zachovává trojúhelńı-
kový tvar a postupně se měńı na horńı trojúhelńıkovou matici F̄.

Postup ukážeme při nulováńı i-tého prvku posledńıho řádku, to je při (i)-té iteraci
popisovaného sekvenčńıho postupu. Ortogonálńı matice T je v tomto př́ıpadě rovna

T =



1
. . .

1
ci . . . si

. . .
−si ci


Ortogonálńı matice T je rovna jednotkové matici s výjimkou prvk̊u Ti,i = ci, Ti,ν = si,
Tν,i = −si a Tν,ν = ci, kde ν je dimenze matice T. Aby matice T byla ortogonálńı matićı,
muśı být koeficienty ci a si omezeny vztahem c2i +s2

i = 1. Násob́ıme-li takovou ortogonálńı

matićı matici

[
F
h

]
, pak se ve výsledné matici změńı pouze i-tý a posledńı ν-tý řádek.

Pro tyto řádky plat́ı

T

[
F
h

]
i,ν; .

=

 ci . . . si

. . .
−si . . . ci


 . . . 0 Fi,i Fi,i+1 . . . Fi,ν

. . .

. . . 0 h
(i−1)
i h

(i−1)
i+1 . . . h(i−1)

ν

 =

=

 . . . 0 F̄i,i F̄i,i+1 . . . F̄i,ν

. . .

. . . 0 0 h
(i)
i+1 . . . h(i)

ν


kde horńım indexem v závorce jsme označili krok (iteraci) algoritmu. Protože chceme

nulovat i-tý prvek posledńıho řádku, muśı platit h
(i)
i = −siFi,i + cih

(i−1)
i = 0. Odtud
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plynou vztahy pro prvky ci a si ortogonálńı matice T

ci =
Fi,i√

(Fi,i)2 + (h
(i−1)
i )2

, si =
h

(i−1)
i√

(Fi,i)2 + (h
(i−1)
i )2

.

Přitom jediná pot́ıž by nastala, pokud by jmenovatel v obou předchoźıch výrazech byl
roven nule. To ale může nastat pouze tehdy, když bude prvek h

(i−1)
i = 0 (oba prvky ve

jmenovateli jsou v kvadrátech). Potom je ale redukce i-tého prvku posledńıho řádku již
hotová a neńı ji tud́ıž nutno provádět. To znamená, že i-tý krok redukce provád́ıme pouze
tehdy, když h

(i−1)
i 6= 0.

Předchoźı postup můžeme použ́ıt i pro transformaci matice dat H do Choleskyho fak-
toru F, při čemž plat́ı M = HTH = FTF. Transformace se provád́ı bud’ po jednotlivých
prvćıch ve sloupćıch nebo řádćıch již popsaným postupem pomoćı vhodně zvolených or-
togonálńıch matic.

Jiný, efektivněǰśı, algoritmus transformace matice dat H do Choleskyho faktoru F je
Householderova reflexe. Pomoćı specielńı ortogonálńı matice P vynulujeme všechny
prvky matice dat H v jednom sloupci (kromě prvńıho) najednou.

Myšlenku metody ukážeme nejprve na vektoru. Vektor x = [x1, . . . , xn]T transformu-
jeme na vektor x = Px = [x1, 0, . . . , 0]T pomoćı symetrické ortogonálńı matice P

P = I− 2

vTv
vvT (3.16)

kde vektor v je roven
v = x− ‖x‖2e1 (3.17)

kde e1 = [1, 0, . . . 0]T = I(:, 1). Znamená to, že vektor v je rovný vektoru x ve všech
složkách kromě prvńı, která je rovna v1 = x1 − ‖x‖2. Při tom norma vektoru x je samozřejmě

‖x‖2 =
√

xTx =
(∑

x2
i

)0.5
. Předchoźı tvrzeńı snadno dokážeme př́ımým výpočtem vek-

toru x. Plat́ı

x = Px =

(
I− 2vvT

vTv

)
x = x− 2v(vTx)

vTv
= x− 2vTx

vTv
v

pro v dle (3.17) dostaneme

x = Px =

(
1− 2vTx

vTv

)
x− 2vTx

vTv
‖x‖2e1 = ‖x‖2e1

Aby předchoźı vztah platil, muśı být
2vTx

vTv
= 1. To snadno prokážeme př́ımým dosazeńım

2vTx− vTv =
(
2xTx− 2‖x‖2e1x

)
−
(
xTx− 2‖x‖2e

T
1 x + ‖x‖2

2e
T
1 e1

)
= 0

protože xTx = ‖x‖2
2 a eT

1 e1 = 1.

Touto transformaćı můžeme převádět matici dat na horńı troj̊uhelńıkovou matici po
celých sloupćıch. Popsaný postup aplikujeme nejprve na celou matici dat H a pomoćı
ortogonálńı matice P vynulujeme celý prvńı sloupec kromě prvńıho prvku. Pak postup
aplikujeme na submatici matice H, ve které vynecháme prvńı řádek a prvńı sloupec a
popsaným postupem vynulujeme druhý sloupec submatice, opět kromě prvńıho prvku.
Tento postup znovu opakujeme na zmenšenou submatici.
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3.5 Aktualizace LDU faktor̊u

Podobný problém je aktualizace LDU faktor̊u, který můžeme zobecnit na problém trans-
formace matice F a diagonálńı matice G = diag (g) na monickou horńı trojúhelńıkovou
matici U a diagonálńı matici D = diag (d), že plat́ı

M = FTGF = UTDU

Poznámka: Pokud provád́ıme aktualizaci “starého” rozkladu novými daty obsaženými v
matici dat h, pak

F =

[
Us

h

]
, G = diag

(
ϕ2ds

1

)
,

kde Us je horńı trojúhelńıková matice “starého” rozkladu, ds je vektor v diagonále di-
agonálńı matice D “starého” rozkladu a ϕ je koeficient zapomı́náńı starých dat. 2

Nejprve si zavedeme pojem dyáda, což je matice vzniklá násobeńım dvou vektor̊u,
např. fαfT , kde f je sloupcový vektor a α je skalár. Dyáda je tedy matice, která má
hodnost nejvýše rovnou jedné.

Podle předchoźı rovnice si můžeme představit matici M jako součet dyád

M =
ν∑

i=1

f igif
T
i =

ν∑
i=1

uidiu
T
i

kde fT
i a uT

i jsou i-té řádky matic F a U a gi, di jsou i-té diagonálńı prvky diagonálńıch
matic G a D.

Z předchoźıho součtu všech dyád uvažujme dále pouze součet dvou dyád, které tvoř́ı
matici, jej́ıž hodnost je rovna nejvýše dvěma

M(i,j) = f igif
T
i + f jgjf

T
j (3.18)

kde vektory f i a f j jsou rovny

fT
i =

[
0, . . . , 0, 1 , fi,i+1, . . . , fi,ν

]
fT

j =
[

0, . . . , 0, fj,i, fj,i+1, . . . , fj,ν

]

a gi i gj jsou nezáporné konstanty. Uvědomme si, že matice M(i,j) je vskutku matice
rozměru (ν, ν) tvořená součtem dvou dyád, plat́ı tedy pro celou matici M =

∑
i

∑
j M(i,j).

Pokud provád́ıme aktualizaci novými daty, pak j = ν + 1 a fT
ν+1 = h, gj = 1.

Naš́ım záměrem je provést modifikaci předchoźıch dyád tak, aby prvek fi,i vektoru
prvńı dyády z̊ustal roven jedné a prvek fj,i vektoru druhé diády se vynuloval a nulové
prvky v obou vektorech se nezměnily. Modifikace má tedy tvar

M(i,j) = uidiu
T
i + ujdju

T
j (3.19)

kde nové vektory ui a uj jsou rovny

uT
i =

[
0, . . . , 0, 1 , ui,i+1, . . . , ui,ν

]
uT

j =
[

0, . . . , 0, 0 , uj,i+1, . . . , uj,ν

]
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a di i dj jsou nezáporné konstanty.

Modifikaci součtu dvou dyád provedeme pomoćı algoritmu dyadické redukce.
Prvky modifikovaných dyád jsou rovny

di = gi + (fj,i)
2gj (3.20)

dj =
(
gj

di

)
gi

µ =
(
gj

di

)
fj,i

uj,k = fj,k − fj,i fi,k, k = i+ 1, . . . , ν

ui,k = fi,k + µ uj,k, k = i+ 1, . . . , ν

Odvozeńı předchoźıch vztah̊u:

Z rovnosti vztah̊u (3.18) a (3.19) pro staré a nové dyády plyne vztah pro prvek k, l
matice M(i,j)

M
(i,j)
k,l = fi,k gi fi,l + fj,k gj fj,l = ui,k di ui,l + uj,k dj uj,l (3.21)

Z předchoźıho vztahu plyne pro k = l = i

fi,i gi fi,i + fj,i gj fj,i = ui,i di ui,i + uj,i dj uj,i

Vezmeme-li v úvahu, že fi,i = 1, ui,i = 1 a uj,i = 0, pak z předchoźı rovnice dostaneme
hledaný vztah pro prvek di

di = gi + (fj,i)
2 gj (3.22)

Pro l > i a k = i plyne z (3.21)

fi,i gi fi,l + fj,i gj fj,l = ui,i di ui,l + uj,i dj uj,l

Protože uj,i = 0, pak z předchoźıho vztahu dostaneme

ui,l =
1

di

(gi fi,l + fj,i gj fj,l)

Nyńı dosad́ıme do (3.21) za ui,l a ui,k podle předchoźıho vztahu a dostaneme

fi,k

[
gi −

g2
i

di

]
fi,l + fj,k

[
gj −

(fj,i)
2g2

j

di

]
fj,l − fi,k

[
gigjfj,i

di

]
fj,l −

fj,k

[
fj,igigj

di

]
fi,l = uj,kdjuj,l (3.23)

Uprav́ıme výrazy v hranatých závorkách v předchoźım vztahu

gi −
g2

i

di

= gi
di − gi

di

=
gi(fj,i)

2gj

di

gj −
(fj,i)

2g2
j

di

= gj
di − (fj,i)

2gj

di

=
gjgi

di

kde jsme využili (3.22). Po dosazeńı upravených výraz̊u můžeme (3.23) vyjádřit ve tvaru

(fj,k − fi,kfj,i)
gigj

di

(fj,l − fi,lfj,i) = uj,kdjuj,l
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Odtud plynou daľśı dva vztahy dyadického algoritmu (3.20) a sice

uj,k = fj,k − fi,kfj,i, dj =
(
gj

di

)
gi

Pro l = i a k > i plyne z (3.21) vztah

fi,kgifi,i + fj,kgjfj,i = ui,kdiui,i + uj,kdjuj,i

Odtud plyne

ui,k =
1

di

(gifi,k + fj,igjfj,k) =
gi

di

fi,k +
fj,igj

di

(uj,k + fi,kfj,i)

Odtud plynou posledńı vztahy algoritmu dyadických redukćı a sice

ui,k = fi,k + µuj,k, kde µ =
gjfj,i

di

nebot’ dle (3.22) je roven jedné koeficient u fi,k. Dyadickou redukci můžeme provádět pouze
tehdy, když di 6= 0. Aby di = 0 muśı podle (3.22) být gi = 0 a současně (fj,i)

2gj = 0.
Pokud fj,i = 0, neńı třeba redukci provádět. Redukce je totiž již hotová, protože záměrem
redukce je nulováńı tohoto koeficientu. Pokud gj = 0, pak mohu druhou dyádu úplně
vypustit, protože nemá žádný vliv, je totiž celá rovna nule.

Vtip celé dyadické redukce je nulováńı jednoho prvku druhé dyády, při čemž je nutné,
aby prvńı dyáda měla na odpov́ıdaj́ıćım mı́stě jednotkový prvek. Jednotkové prvky doćıĺıme
pomoćı pomocných jednotkových dyád s nulovou váhou. Matice M je při tomto rozš́ı̌reńı
rovna

M =

[
I
F

]T

diag

(
0
g

)[
I
F

]
Sekvenčńım nulováńım prvk̊u vybraných dyád a vypouštěńım nulových dyád doćıĺıme
toho, že matice U je opět monická horńı trojúhelńıková matice.

Poznámka: Pokud diagonálńı prvek fi,i 6= 1, ale je nenulový, pak modifikaci dyád
můžeme přesto provést a výsledné vztahy jsou

di = (fi,i)
2gi + (fj,i)

2gj

dj =
(
gj

di

)
gi(fi,i)

2

µ =
(
gj

di

)
fj,i

uj,k = fj,k −
fj,i fi,k

fi,i

, k = i+ 1, . . . , ν

ui,k =
fi,k

fi,i

+ µ uj,k, k = i+ 1, . . . , ν

2



Kapitola 4

Lineárńı programováńı

V této kapitole budeme zkoumat systémy (matematické modely), které jsou popsány
soustavou lineárńıch rovnic a nerovnic. Kritéria optimalizace těchto systémů jsou také
lineárńı. Proměnné v těchto systémech nabývaj́ı reálných hodnot, které lež́ı v určitých
meźıch. Takové problémy se tradičně nazývaj́ı lineárńı programováńı (LP).

4.1 Typické problémy vedoućı na LP

Řada reálných problémů vede na úlohu lineárńıho programováńı. Uvedeme si nyńı některé
z nich.

Optimálńı výrobńı program
Máme n výrobńıch proces̊u (vyráb́ıme n r̊uzných výrobk̊u) a každý z nich požaduje m
r̊uzných zdroj̊u (surovin a pod.). Na výrobu jednoho výrobku j-tého druhu potřebujeme
aij jednotek i-tého zdroje. Zdroje jsou omezené a máme k dispozici bi jednotek i-tého
zdroje. Zisk při výrobě jednoho výrobku j-tého typu je cj. Počty výrobk̊u j-tého typu
označ́ıme xj.

Naš́ı úlohou je vyrábět tak, abychom měli maximálńı zisk, přičemž muśıme respektovat
omezeńı kladená na zdroje surovin. Problém je tedy nalézt

max {cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0 },

kde x je vektor počtu výrobk̊u, c je vektor zisk̊u, b je vektor omezeńı zdroj̊u a A je matice
spotřeby s prvky aij.

Tento lineárńı model má ale některé nepř́ıjemné a z praktického hlediska neudržitelné
d̊usledky. Jak uvid́ıme později, ze simplexového algoritmu plyne, že při optimálńım výrob-
ńım programu má podnik vyrábět alespoň tolik výrobk̊u, kolik má úzkoprofilových zdroj̊u
(to jsou ty zdroje, které úplně využije). To ale znamená, že nastane-li omezeńı daľśıho
zdroje, měli bychom na to reagovat rozš́ı̌reńım sortimentu výroby o jeden výrobek, nebo
nevyužit́ım daľśıho zdroje. Intuitivně ale čekáme, že na sńıžeńı zdroj̊u bychom měli reago-
vat úplně opačně - zúžit sortiment a naopak plně využ́ıvat zdroje. Promyslete si podrobně
tuto úvahu.

43
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Směšovaćı problém
Máme n základńıch surovin. Úkolem je namı́chat základńı suroviny tak, aby výsledný
výrobek měl předepsané složeńı a surovinové náklady byly minimálńı. Množstv́ı jed-
notek suroviny j-tého typu označ́ıme xj, jej́ı cena za jednotku je cj. Požadované složeńı
výsledného produktu je popsáno vektorem b, jehož složky bi jsou rovny požadovanému
obsahu látky i ve výsledném produktu. Jednotkové množstv́ı základńı suroviny j-tého
typu obsahuje aij jednotek látky typu i. Hledáme tedy

min {cTx : Ax = b, x ≥ 0, }

kde matice A má prvky aij.

Podobný je problém volby nejekonomičtěǰśı diety, spoč́ıvaj́ıćı ve volbě n r̊uzných druh̊u
potravin tak, aby jejich celková cena byla minimálńı a přitom jsme splnili požadavky na
vyrovnanou dietu.

Dopravńı problém
Máme m výrobc̊u a n spotřebitel̊u. i-tý výrobce vyráb́ı ai jednotek zbož́ı a j-tý spotřebitel
potřebuje bj jednotek zbož́ı. Veličina cij je rovna náklad̊um na přepravu jednotky zbož́ı od
i-tého výrobce k j-tému spotřebiteli. Proměnná xij je rovna množstv́ı jednotek zbož́ı od
i-tého výrobce k j-tému spotřebiteli. Chceme rozvést zbož́ı od výrobc̊u ke spotřebitel̊um
s minimálńımi náklady při respektováńı omezeńı. Hledáme tedy

min


m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij :
n∑

j=1

xij ≤ ai,
m∑

i=1

xij = bj, xij ≥ 0,
m∑

i=1

ai ≥
n∑

j=1

bj


Distribučńı problém

Zde se jedná o matematický model problému optimálńıho rozpisu výroby na stroje či jiná
zař́ızeńı.

Pro každý z m stroj̊u máme určit, kolik výrobk̊u typu 1 až n se na něm bude vyrábět.
Přitom jsou známy počty hodin ai, 1 ≤ i ≤ m, které jsou k dispozici na jednotlivých
stroj́ıch a také požadované množstv́ı výrobk̊u bj, 1 ≤ j ≤ n, typu j. Konstanty cij jsou
náklady na hodinovou práci i-tého stroje při výrobě j-tého výrobku, kij je hodinový výkon
i-tého stroje při výrobě j-tého výrobku a proměnné xij jsou počty hodin i-tého stroje,
po které bude stroj vyrábět j-tý výrobek. Tento problém je specielńı úloha lineárńıho
programováńı

min


m∑

i=1

n∑
j=1

cijxij :
n∑

j=1

xij ≤ ai,
m∑

i=1

kijxij = bj, xij ≥ 0,


Mnoho problémů optimálńıho ř́ızeńı dynamických systémů je možno převést na úlohu

lineárńıho programováńı. Typický př́ıklad je optimálńı ř́ızeńı lineárńıho diskrétńıho dy-
namického systému s omezeńım velikosti vstupńıch veličin a lineárńım kritériem (např.
časově optimálńı diskrétńı ř́ızeńı).

Také maticová hra, která je modelem antagonistického konfliktu dvou hráč̊u s konečným
počtem strategíı vede na úlohu lineárńıho programováńı.
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4.2 Ekvivalentńı formy lineárńıch úloh

V tomto odstavci si uvedeme některé ekvivalentńı formy úlohy lineárńıho programováńı.

Základńı úloha je úloha

max {cTx : A1x ≤ b1, A2x = b2, A3x ≥ b3, x ≥ 0, } (4.1)

Charakteristika základńı úlohy - je to úloha na maximum či minimum, omezeńı jsou ve
tvaru rovnosti i nerovnost́ı obou typ̊u, proměnné jsou nezáporné.

Standardńı úloha je úloha

max {cTx : A1x ≤ b1, A2x ≤ b2, −A2x ≤ −b2, −A3x ≤ −b3, x ≥ 0, } (4.2)

Charakteristika standardńı úlohy - je to úloha na maximum, omezeńı ve tvaru nerovnost́ı
jednoho typu, proměnné jsou nezáporné.

Kanonický tvar úlohy lineárńıho programováńı je úloha typu

max{cTx : A1x + u = b1,A2x = b2,A3x− v = b3,x ≥ 0,u ≥ 0,v ≥ 0, } (4.3)

Charakteristika úlohy v kanonickém tvaru - je to úloha na maximum, omezeńı ve tvaru
rovnost́ı, proměnné jsou nezáporné.

Normálńı úloha lineárńıho programováńı je úloha na maximum, omezeńı ve tvaru
Ax ≤ b, ve kterém jsou nezáporné pravé strany omezeńı (b ≥ 0).

4.3 Grafické řešeńı optimalizace lineárńıch

model̊u

Pro lepš́ı představu ukážeme nyńı grafické řešeńı lineárńıch úloh. Abychom problém mohli
řešit v rovině, budeme uvažovat problém, ve kterém se vyskytuj́ı pouze dvě proměnné.

Jak bude ukázáno později je množina X , určená lineárńımi omezeńımi ve tvaru X =
{x|Ax ≤ b} vypuklá množina a proto lineárńı funkcionál definovaný na vypuklé množině
má optimum na hranici množiny. Je-li množina př́ıpustných řešeńı vypuklý mnohostěn,
pak optimum nastává v některém krajńım bodě př́ıpustné množiny.

Př́ıklad: Mějme následuj́ıćı lineárńı problém

max

2x1 − 3x2

∣∣∣∣∣∣∣
x1 + 2x2 ≥ 6
x2 − x1 ≤ 3
x1 + x2 ≤ 10

, x1, x2 ≥ 0

 .

Grafické řešeńı je patrné z obr. 4.1. Každé omezeńı definuje př́ımku v rovině o souřadni-
ćıch x1, x2, která rovinu rozděluje na dvě části, z nichž pouze jedna je př́ıpustná podle
znaménka nerovnosti. Tři omezeńı spolu s podmı́nkami nezápornosti proměnných omezuj́ı
množinu př́ıpustných řešeńı, kterou je zde vypuklý mnohoúhelńık. Kritérium J = f(x) =
2x1−3x2 určuje pro r̊uzné velikosti J svazek rovnoběžných př́ımek, které pro dosažitelnou
hodnotu kritéria se prot́ınaj́ı s př́ıpustnou oblast́ı. Pro J = 20 se př́ımka dotýká množiny



KAPITOLA 4. LINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ 46
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Obrázek 4.1: Grafické řešeńı př́ıkladu

př́ıpustných řešeńı pouze v jednom vrcholu a pro J > 20 se př́ımky s množinou př́ıpustných
řešeńı neprot́ınaj́ı. Řešeńım naš́ı úlohy je max(J) = 20, které nastává pro x1 = 10 a x2 = 0.
Zřejmě také plat́ı že min(J) = −12.5, které nastává pro x1 = 3.5 a x2 = 6.5.

Vyřešte graficky duálńı úlohu (k předchoźı primárńı úloze), která má tvar

min

{
−6λ1 + 3λ2 + 10λ3

∣∣∣∣∣ −λ1 − λ2 + λ3 ≥ 2
−2λ1 + λ2 + λ3 ≥ 3

, λ1, λ2, λ3 ≥ 0

}
.

Protože v primárńı úloze se prvńı omezeńı neuplatńı, můžeme prvńı duálńı proměnnou
vynechat (bude rovna nule) a duálńı úlohu řešit také pouze v rovině dvou duálńıch
proměnných. Řešeńı duálńı úlohy je stejné jako úlohy primárńı min{6λ1+3λ2+10λ3} = 20,
které nastává pro λ1 = 0, λ2 = 0 a λ3 = 2. Z řešeńı plyne, že ani druhé omezeńı
primárńı úlohy se neuplatnilo a st́ınová cena třet́ıho omezeńı je rovna hodnotě třet́ı duálńı
proměnné. Zvětš́ıme-li pravou stranu omezeńı o jedna (z 10 na 11), pak optimálńı hodnota
kritéria vzroste z 20 na 22.

Protože řeš́ıme úlohu na maximum, pak derivace kritéria vzhledem k omezeńım je
rovna +λT a ne −λT , jak tomu bylo v úloze na minimum.

4.4 Předběžná analýza problému

Analyzujme nejprve následuj́ıćı jednoduchou úlohu

max

{
2x1 + 3x2 + 7x3 + 9x4

∣∣∣∣∣ x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 9
x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 ≤ 24

, xi ≥ 0

}
.

Pomoćı př́ıdavných proměnných x5 a x6 převedeme omezeńı na rovnice. Omezeńı maj́ı
tedy tvar

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 9, x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + x6 = 24
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Vid́ıme, že kritérium nejv́ıce záviśı na koeficientu x4 (u proměnné x4 je největš́ı kladný
koeficient rovný 9). Z rovnic omezeńı plyne, že maximálńı hodnota koeficientu x4 je
(x4)max = 3. Kritérium potom bude rovno f(x) = 27 (při nulových hodnotách ostatńıch
proměnných). To ale neńı optimálńı hodnota kritéria, poněvadž např́ıklad při maximálńı
hodnotě koeficientu x3, který může být roven (x3)max = 6 bude kritérium rovno f(x) = 42.

Bude zřejmě nejvýhodněǰśı vyb́ırat r̊uzné kombinace proměnných. Předpokládejme, že
optimum lze nalézt při kladných hodnotách proměnných x2 a x3 a nulových hodnotách
ostatńıch proměnných. Z rovnic omezeńı vyjádř́ıme zvolené proměnné x2 a x3 jako funkce
ostatńıch proměnných. Z rovnic omezeńı plyne

x2 + x3 = 9− x1 − x4 − x5

2x2 + 4x3 = 24− x1 − 8x4 − x6

Po Gaussově eliminaci dostaneme

x2 = 6− 3

2
x1 + 2x4 − 2x5 +

1

2
x6

x3 = 3 +
1

2
x1 − 3x4 + x5 −

1

2
x6

Pro x1 = x4 = x5 = x6 = 0 je tedy x2 = 6 a x3 = 3. Kritérium je potom rovno f(x) = 39.
Jak zjist́ıme zda je to optimum? Dosad́ıme x2 a x3 do kritéria, pak

f(x) = 39 + x1 − 6x4 + 1x5 − 2x6

Odtud je zřejmé, že zvětšeńı proměnné x1 a x5 z nuly do kladných hodnot povede ke
zvýšeńı kritéria. Je to zřejmé z toho, že v předchoźım výrazu pro kritérium jsou u uve-
dených proměnných kladné koeficienty.

Je zřejmé, že zvětšeńı x1 o jednotku (při x4 = x5 = x6 = 0) povede ke zmenšeńı
proměnné x2 o 3/2 a zvětšeńı proměnné x3 o 1/2. Protože všechny proměnné muśı být
nezáporné, pak maximálńı hodnota proměnné x1 je (x1)max = 4. Potom ale je x2 = 0 a
x3 = 5 a kritérium je rovno f(x) = 39 + 4 = 43.

Nyńı opět z rovnic omezeńı vyjádř́ıme uvedené proměnné x1 a x3. Po eliminaci plat́ı

x1 = 4− 2

3
x2 +

4

3
x4 −

4

3
x5 +

1

3
x6

x3 = 5− 1

3
x2 −

7

3
x4 +

1

3
x5 −

1

3
x6.

Pro x2 = x4 = x5 = x6 = 0 a x1 = 4, x3 = 5 je kritérium rovno f(x) = 2 ∗ 4 + 7 ∗ 5 = 43.
Po dosazeńı výraz̊u pro x2 a x3 do kritéria dostaneme

f(x) = 43− 2

3
x2 −

14

3
x4 −

1

3
x5 −

5

3
x6

Protože všechna znamémka koeficient̊u u proměnných x2, x4 x5 a x6 ve výrazu pro
kritérium jsou záporná, je zřejmé, že při libovolné kladné hodnotě těchto koeficient̊u nas-
tane pokles kritéria. Proto x1 = 4 a x3 = 5 zajǐst’uje maximum kritéria (při nulové hodnotě

ostatńıch proměnných), tedy x∗ =
[

4, 0, 5, 0
]T

je řešeńım naš́ı úlohy.

Simplexová metoda, která bude popsána v následuj́ıćım odstavci, pouze jednodušš́ım
zp̊usobem koṕıruje předchoźı postup.
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4.5 Simplexová metoda

V tomto odstavci poṕı̌seme základńı verzi simplexové metody řešeńı úlohy lineárńıho
programováńı. Pomoćı simplexového algoritmu budeme řešit následuj́ıćı problém

max

{
2x1 + 3x2 + 7x3 + 9x4 :

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 9
x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 ≤ 24

, xi ≥ 0

}
.

Tento problém je stejný jako úloha řešená v odstavci pojednávaj́ıćım o předběžné analýze
problému. Zavedeńım př́ıdavných proměnných x5 a x6 převedeme omezeńı ve tvaru nerovnosti
na omezeńı ve tvaru rovnosti

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 9,

x1 + 2x2 + 4x3 + 8x4 + x6 = 24.

Omezeńı i upravené kritérium budeme zapisovat do tabulky, nazývané simplexová tab-
ulka, v jej́ıž sloupćıch jsou pouze koeficienty u proměnných v př́ıslušných omezeńıch a v
kritériu.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b

1 1 1 1 1 0 9

1 2 4 8 0 1 24
-2 -3 -7 -9 0 0 0

Simplexová tabulka v prvńı části (v prvńıch dvou řádćıch) popisuje naše dvě omezeńı
úlohy. Z prvńıho omezeńı plyne x5 = 9 − (x1 + x2 + x3 + x4) a z druhého omezeńı zase
plyne x6 = 24−(x1+2x2+4x3+8x4). Odtud dostaneme základńı řešeńı x5 = 9, x6 = 24 (a
ostatńı proměnné nulové). Toto řešeńı př́ımo čteme v posledńım sloupci předchoźı tabulky.
Je to proto, že pátý a šestý sloupec matice A tvoř́ı jednotkovou submatici.

Posledńı řádek vyjadřuje kritérium zapsané ve tvaru f(x) = 0− (−2x1 − 3x2 − 7x3 −
9x4+0x5+0x6). Do posledńıho řádku tedy ṕı̌seme koeficienty u př́ıslušných proměnných a
0 v posledńım sloupci (posledńıho řádku) vyjadřuje hodnotu kritéria při základńım řešeńı
x5 = 9, x6 = 24 (a ostatńı proměnné rovné nule). Kritérium je pochopitelně rovno nule,
protože ani x5 ani x6, které jsou nenulové, se v kritériu nevyskytuj́ı.

Proměnné x5 a x6 jsou bázové proměnné. Sloupcové vektory matice omezeńı jim
odpov́ıdaj́ıćı tvoř́ı jednotkovou submatici. Kritérium je upraveno tak, že koeficienty u
bázových proměnných jsou nulové. Potom v posledńım sloupci (sloupec označený b) čteme
jednak hodnoty bázových proměnných a v posledńım řádku velikost kritéria. Tuto základńı
charakteristiku simplexové tabulky budeme dodržovat i při daľśıch iteraćıch.

Nyńı se pod́ıváme na koeficienty v posledńım řádku předchoźı tabulky. Některé koe-
ficienty v posledńım řádku jsou záporné a to znač́ı, že pokud př́ıslušné proměnné jim
odpov́ıdaj́ıćı budou nenulové, hodnota kritéria vzroste. Proto najdeme minimálńı koefi-
cient v posledńım řádku (záporný koeficient s největš́ı absolutńı hodnotou). Sloupec jemu
odpov́ıdaj́ıćı se nazývá kĺıčový sloupec.

V našem př́ıpadě je to koeficient (−9) (je pro názornost vyznačen tučně), proto
je čtvrtý sloupec kĺıčovým sloupcem. To znamená, že př́ıslušná proměnná odpov́ıdaj́ıćı
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kĺıčovému sloupci bude nenulová. V našem př́ıpadě tedy bude nenulová čtvrtá proměnná
a kritérium bude dosahovat vyšš́ı hodnoty. Můžeme tedy vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı:

Simplexové kritérium I.: Jestlǐze v posledńım řádku simplexové tabulky jsou některé
koeficienty u nebázových proměnných záporné, pak jako novou bázovou proměnnou vy-
bereme tu proměnnou, která má záporný a v absolutńı hodnotě maximálńı koeficient v
posledńım řádku. Pokud všechny koeficienty v posledńım řádku jsou nulové nebo kladné,
je źıskané řešeńı optimálńı.

2

Poté co jsme rozhodli (pomoćı kĺıčového sloupce), která proměnná bude tvořit novou
bázovou proměnnou, muśıme zjistit, která proměnná z báze vypadne. Z prvńı rovnice
omezeńı plyne, že pokud proměnná x5 bude nulová, může být proměnná x4 nejvýše rovna
9. Z druhé rovnice omezeńı plyne, že pokud proměnná x6 bude nulová, pak proměnná x4

může být nejvýše rovna 3. Toto omezeńı na volbu velikosti čtvrté proměnné je př́ısněǰśı a
proto jej muśıme respektovat. Odtud plyne následuj́ıćı tvrzeńı:

Simplexové kritérium II.: Necht’ j je index kĺıčového sloupce. Pro všechna aij > 0
vypočteme pod́ıly koeficient̊u bi ve sloupci b a prvk̊u aij v j-tém sloupci. Vypočteme tedy
pod́ıly

bi
aij

pro ∀i, pro která aij > 0. (4.4)

Nyńı vyberu takové i = k, aby
bk
akj

= min
i

bi
aij

. Prvek s indexem (k, j) je kĺıčový prvek.

Znamená to, že proměnná k vstouṕı do nové báze a př́ıslušná bázová proměnná odpov́ıdaj́ıćı
k-tému řádku z báze vypadne. Pokud pro všechna i plat́ı aij < 0, pak úloha nemá konečné
řešeńı.

2

V našem př́ıpadě je kĺıčový prvek v druhém řádku a čtvrtém sloupci (k, j) = (2, 4).
Tento prvek je pro názornost v předchoźı tabulce umı́stěn v rámečku.

T́ım jsme ukončili rozhodováńı, jak pokračovat v řešeńı. Novou iteraci ṕı̌seme do nové
tabulky, kterou umı́st́ıme pod naš́ı tabulku, která popisovala předchoźı iteraci. Tabulku
popisuj́ıćı starou iteraci nyńı muśıme upravit tak, aby kĺıčový prvek byl roven jedné (v
předchoźı tabulce je roven 8). Muśıme proto celý druhý řádek dělit osmi. Do nové tabulky
oṕı̌seme tedy v našem př́ıpadě koeficienty ve druhém řádku dělené osmi.

Nové bázové proměnné jsou tedy p̊uvodńı bázová proměnná x5 a nová bázová proměnná
x4, která nahradila p̊uvodńı bázovou proměnnou x6. Nyńı muśıme zajistit, aby ve čtvrtém
sloupci (sloupci odpov́ıdaj́ıćımu nové bázové proměnné) byly nulové koeficienty v prvńım
řádku i posledńım řádku (to je v řádćıch, které nemaj́ı řádkový index kĺıčového prvku).
To doćıĺıme tak, že kĺıčový řádek násobený vhodným koeficientem přičteme k př́ıslušným
řádk̊um tak, aby se nulovaly potřebné koeficienty. Dostaneme tak novou tabulku, která
obsahuje v prvńıch třech řádćıch p̊uvodńı tabulku a v posledńıch třech řádćıch je daľśı
iterace simplexové metody.
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x1 x2 x3 x4 x5 x6 b

1 1 1 1 1 0 9

1 2 4 8 0 1 24
-2 -3 -7 -9 0 0 0

7/8 3/4 1/2 0 1 -1/8 6

1/8 2/8 4/8 1 0 1/8 3

-7/8 -3/4 -2.5 0 0 9/8 27

Z této nové tabulky plynou následuj́ıćı fakta:
Prvńı řádek popisuje omezeńı ve tvaru x5 = 6− (x17/8 + x23/4 + x31/2 + 0x4 − x61/8),
z druhého řádku nové tabulky zase plyne x4 = 3 − (x11/8 + x22/8 + x34/8 + 0x5 +
x61/8). Odtud dostaneme základńı řešeńı x5 = 6, x4 = 3 (a ostatńı proměnné nulové).
Toto řešeńı př́ımo čteme v posledńım sloupci předchoźı tabulky. Je to proto, že pátý a
čtvrtý sloupec modifikované matice A opět tvoř́ı jednotkovou submatici. Posledńı řádek
vyjadřuje kritérium ve tvaru f(x)− x17/8− x23/4− 2.5x3 + 0x4 + 0x5 + x69/8 = 27. V
posledńım řádku tedy jsou koeficienty u př́ıslušných proměnných a 27 v posledńım sloupci
(posledńıho řádku) vyjadřuje hodnotu kritéria při základńım řešeńı x5 = 6, x4 = 3 (a
ostatńı proměnné rovné nule). Kritérium vzrostlo proti předchoźı iteraci.

Nyńı se opět pod́ıváme na posledńı řádek simplexové tabulky. Protože některé koefi-
cienty v posledńım řádku jsou záporné, neńı źıskané řešeńı optimálńı. Největš́ı v absolutńı
hodnotě záporný prvek je −2.5, který lež́ı ve třet́ım sloupci. Kĺıčový sloupec je tedy třet́ı
sloupec. Budeme tedy do báze dávat třet́ı proměnnou. Zbývá rozhodnout, která proměnná
bude z báze odstraněna. Podle simplexového kritéria II. vytvoř́ıme pod́ıly bi

aij
, kde j = 3

je index kĺıčového sloupce. Minimálńı hodnota pod́ılu nastane při i = 2 a proto z báze
bude odstraněna čtvrtá proměnná. Kĺıčový prvek má index i, j = 2, 3 a je v předchoźı
tabulce opět v rámečku.

T́ım je ukončeno rozhodováńı jak pokračovat v daľśı iteraci simplexového algoritmu.
Vytvoř́ıme tedy novou tabulku, ve které bude jednotka na mı́stě kĺıčového prvku. Muśıme
proto celý druhý řádek dělit 4/8.

Také muśıme zajistit, aby ve třet́ım sloupci (sloupci odpov́ıdaj́ıćım nové bázové pro-
měnné) byly nulové koeficienty v prvńım řádku i posledńım řádku (to je v řádćıch, které
nemaj́ı řádkový index kĺıčového prvku). Proto kĺıčový řádek násobený vhodným koefi-
cientem přičteme k př́ıslušným řádk̊um tak, aby se nulovaly potřebné koeficienty.

Dostaneme tak novou tabulku, která kromě této iterace obsahuje daľśı iteraci, kterou
již nebudeme popisovat a která nám konečně dá optimálńı řešeńı. Optimálńı řešeńı je x∗ =[

4 0 5 0 0 0
]T

a optimálńı hodnota kritéria je f(x∗) = 43. Řešeńı je optimálńı,
protože všechny koeficienty v posledńım řádku simplexové tabulky jsou nezáporné.

Protože v posledńım řádku jsou nulové koeficienty pouze u bázových proměnných (a
ostatńı koeficienty jsou kladné), úloha má pouze jediné řešeńı.

V této základńı úloze můžeme ze simplexové tabulky př́ımo źıskat i duálńı řešeńı. Je
to řešeńı následuj́ıćı duálńı úlohy min{bT λ : AT λ ≥ c , λ ≥ 0}, což v našem př́ıpadě
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Tabulka 4.1: SIMPLEXOVÁ TABULKA

x1 x2 x3 x4 x5 x6 b

1 1 1 1 1 0 9

1 2 4 8 0 1 24
-2 -3 -7 -9 0 0 0

7/8 3/4 1/2 0 1 -1/8 6

1/8 2/8 4/8 1 0 1/8 3

-7/8 -3/4 -2.5 0 0 9/8 27

3/4 1/2 0 -1 1 -1/4 3

1/4 1/2 1 2 0 1/4 6
-1/4 5/4 0 5 0 7/4 42

1 2/3 0 -4/3 4/3 -1/3 4
0 1/3 1 7/3 -1/3 1/3 5
0 17/12 0 14/3 1/3 5/3 43

je úloha

min

9λ1 + 24λ2 :

λ1 + λ2 ≥ 2
λ1 + 2λ2 ≥ 3
λ1 + 4λ2 ≥ 7
λ1 + 8λ2 ≥ 9

, λi ≥ 0

 .
Duálńı řešeńı čteme v posledńım řádku simplexové tabulky ve sloupćıch odpov́ıdaj́ıćıch

př́ıdavným proměnným (zde proměnná x5 a x6). V našem př́ıpadě je tedy duálńı řešeńı
λ∗1 = 1/3, λ∗2 = 5/3. Proč tomu tak je, odvod́ıme pomoćı maticového zápisu simplexové
metody, viz odst. 4.7.

Protože Lagrangeovy koeficienty maj́ı význam citlivosti kritéria na změnu omezeńı,
znamená to, že změńıme-li v prvńım omezeńı konstantu o jedna (mı́sto 9 bude v prvńım
omezeńı 10), vzroste optimálńı hodnota kritéria o λ∗1 = 1/3. Změńıme-li ve druhém
omezeńı naš́ı úlohy konstantu o jednotku (mı́sto 24 bude v druhém omezeńı 25), vzroste
optimálńı hodnota kritéria o λ∗2 = 5/3.

Poznámka: Uvědomme si, že řeš́ıme úlohu na maximum a proto na rozd́ıl od citlivostńı
věty bereme zde koeficienty λi s kladným znaménkem.

4.6 Vlastnosti množiny př́ıpustných a

optimálńıch řešeńı

Z povahy úlohy lineárńıho programováńı jsou proměnné nezáporné a muśı ještě vyhovovat
daľśım omezuj́ıćım podmı́nkám ve tvaru

Ax = b, x ≥ 0, (4.5)
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kde A je daná matice typu (m,n) a b je daný vektor rozměru m a vektor x má rozměr
n, kde m ≤ n. Pokud je omezeńı dané ve tvaru nerovnosti Ax ≤ b, můžeme použit́ım
pomocných př́ıdatných proměnných změnit omezeńı na omezeńı ve tvaru rovnosti. Proto v
tomto odstavci budeme uvažovat pouze omezeńı ve tvaru rovnosti a nezáporné proměnné.

Vektor x, který splňuje omezeńı se nazývá př́ıpustné řešeńı. Množinu př́ıpustných
řešeńı budeme označovat X . V úloze lineárńıho programováńı maximalizujeme lineárńı
kritérium ve tvaru f(x) = cTx.

Př́ıpustné řešeńı, které maximalizuje kritérium se nazývá optimálńı řešeńı úlohy
lineárńıho programováńı. Množinu všech optimálńıch řešeńı označ́ıme Xopt. Nyńı poṕı̌seme
vlastnosti množiny př́ıpustných řešeńı X .

Nejprve označ́ıme sloupce matice A jako vektory a(1), a(2), . . . , a(n), pak tedy

A =
[

a(1), a(2), . . . , a(n)
]

Protože máme m omezeńı, jsou vektory a(i) rozměru m. Omezeńı (4.5) můžeme zapsat ve
tvaru

x1a
(1) + x2a

(2) + · · ·+ xna
(n) = b (4.6)

Řešeńı předchoźıho vztahu, maj́ıćı nejvýše m kladných složek xi vektoru x, se nazývá
základńı řešeńı soustavy (4.5).

Základńı řešeńı, které má právě m kladných složek xi se nazývá nedegenerované.
Vektory a(i), které maj́ı v lineárńı kombinaci (4.6) kladné koeficienty se nazývaj́ı základńı.
Je-li kladných složek méně než m, nazývá se toto řešeńı degenerované. Degenerované
řešeńı můžeme formálně doplnit na počet m a potom taková soustava základńıch vektor̊u
doplněná na počet m se nazývá báze. Vektory tvoř́ıćı bázi se nazývaj́ı bázové. Základńıch

vektor̊u nemůže být evidentně v́ıce než

(
n
m

)
.

Po zavedených definićıch můžeme vyslovit následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta: Bod x ∈ X je základńım řešeńım pouze tehdy, je-li krajńım bodem množiny X .

Předchoźım tvrzeńım je vlastně určen algoritmus výpočtu krajńıch bod̊u množiny X .
Důkaz předchoźıho tvrzeńı je založen na tom faktu, že krajńı bod množiny nelze vyjádřit
jako konvexńı kombinaci jiných dvou r̊uzných bod̊u množiny X .

Je-li možno vyjádřit libovolný bod konvexńı množiny jako konvexńı kombinaci jej́ıch
krajńıch bod̊u, pak se taková množina nazývá konvexńı polyedr. Konvexńı polyedr je
tedy taková množina X pro kterou plat́ı

x =
r∑

i=1

kix
(i),

r∑
i=1

ki = 1, ki ≥ 0, i = 1, 2, . . . , r,

kde x(1) až x(r) jsou všechny krajńı body množiny X .

To plat́ı pro omezenou konvexńı polyedrickou množinu. Neomezenou konvexńı polyedrickou
množinu charakterizujeme ještě krajńımi paprsky - viz obr. (4.2). Nenulový vektor
y ∈ X se nazývá reprezentant krajńıho paprsku množiny X jestliže plat́ı, že

a) existuje krajńı bod x(i) ∈ X takový, že x(i) + αy ∈ X pro všechna α ≥ 0.

b) vektor y se nedá vyjádřit jako lineárńı kombinace, s kladnými koeficienty, jiných
dvou krajńıch paprsk̊u, lineárně nezávislých na y.
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Obrázek 4.2: Krajńı body a krajńı paprsky konvexńı množiny

Každý bod konvexńı polyedrické množiny X je možno vyjádřit ve tvaru

x =
r∑

i=1

kix
(i) +

s∑
j=1

αjy
(j),

r∑
i=1

ki = 1, ki ≥ 0, i = 1, . . . , r, αj ≥ 0, j = 1, . . . , s.

Vektor y je pouze reprezentant krajńıho paprsku, protože libovolný kladný násobek tohoto
vektoru je také reprezentant krajńıho paprsku. Důležitý je tedy pouze jeho směr a ne jeho
velikost. Konvexńı polyedr je konvexńı polyedrická množina, v ńıž neexistuje žádný krajńı
paprsek.

Pro množinu X = {x : Ax = b} jsme v předchoźım tvrzeńı určili jej́ı krajńı body.
Zbývá tedy ještě určit reprezentanty krajńıch paprsk̊u. To je obsaženo v následuj́ıćım
tvrzeńı:

Věta: Necht’ x je základńım řešeńım, které má prvńıch k ≤ m složek kladných a
ostatńı nulové. Dále necht’ je

a(1) =
[

1 0 . . . 0 . . .
]T

a(2) =
[

0 1 . . . 0 . . .
]T

. . .

a(k) =
[

0 0 . . . 1 . . .
]T

a dále plat́ı a(k+1) ≤ 0. Potom reprezentant krajńıho paprsku množiny X př́ıslušný k
základńımu řešeńı (krajńımu bodu) x je roven

y =
[
−a(k+1)

1 , −a(k+1)
2 , . . . , −a(k+1)

k , 1, 0, . . . , 0
]T
. (4.7)

Snadno dokážeme, že pro každé α ≥ 0 plat́ı x + αy ∈ X . Po dosazeńı za y plat́ı

A (x + αy) = a(1)
(
x1 − αa

(k+1)
1

)
+ . . .+ a(k)

(
xk − αa

(k+1)
k

)
+ αa(k+1) = b.
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Plat́ı totiž
a(1)x1 + . . .+ a(k)xk = b

nebot’ x je základńım řešeńım. Dále plat́ı

a(1)αa
(k+1)
1 =

[
αa

(k+1)
1 , 0, . . . , 0, . . .

]T
a podobně pro a(i)αa

(k+1)
i , i = 2, . . . , k.

Proto je nulový následuj́ıćı součet člen̊u[
−αa(k+1)

1 , −αa(k+1)
2 , . . . , −αa(k+1)

k , . . .
]
+ αa(k+1) = 0

Přitom x + αy ≥ 0.

Protože předchoźı tvrzeńı je pouze postačuj́ıćı podmı́nkou pro reprezentanta krajńıho
paprsku, je třeba doplnit přechoźı větu tak, abychom źıskali všechny krajńı paprsky. Ke
všem základńım řešeńım s jednotkovými bazickými vektory hledáme všechny sloupce
a(j) ≤ 0 a z nich tvoř́ıme (lineárně nezávislé) reprezentanty krajńıch paprsk̊u podle
předchoźıch zásad.

Plat́ı několik velmi d̊uležitých tvrzeńı:

Množina všech př́ıpustných řešeńı je konvexńı polyedrická množina.

Také množina všech optimálńıch řešeńı Xopt je konvexńı polyedrická množina.

Přitom plat́ı, že každý krajńı bod množiny Xopt je i krajńım bodem množiny X a každý
krajńı paprsek množiny Xopt je i krajńım paprskem množiny X .

T́ım jsme dostali jednoduchý návod k řešeńı úlohy lineárńıho programováńı: Nalezneme
všechny krajńı body a krajńı paprsky množiny př́ıpustných řešeńı X a v krajńıch bodech
spočteme hodnotu kritéria cTx. Protože krajńıch bod̊u je konečný počet, je úloha v prin-
cipu vyřešena. Efektivněǰśı metodou řešeńı lineárńıch úloh je simplexový algoritmus, který
je popsán v odst. 4.5.

Př́ıklad: Nalezněte krajńı body a krajńı paprsky množiny X = {x : Ax = b, x ≥ 0},
kde

A =

[
2 1.5 −1.5
3 2.5 −2.2

]
, b =

[
5
8

]
.

Protože se jedná o dvě omezeńı, budeme vyb́ırat z matice A vždy dva sloupce a ověřovat,
zda tvoř́ı základńı řešeńı. Máme tedy pouze tři možnosti výběru. Označ́ıme B1 matici
tvořenou prvńım a druhým sloupcem matice A. Pak

B1 =

[
2 1.5
3 2.5

]
, (B1)

−1 =

[
5 −3
−6 4

]
,

Násob́ıme-li soustavu Ax = b inverzńı matici (B1)
−1, budou bazické vektory jednotkové

a nav́ıc př́ımo dostaneme základńı řešeńı, to je krajńı bod množiny př́ıpustných řešeńı,
který označ́ıme x(1). Zde

(B1)
−1 b =

[
1
2

]
, a proto x(1) =

 1
2
0

 .
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Prvńı a druhá složka krajńıho vektoru x(1) je rovna složkám vektoru (B1)
−1 b, protože

jsme za bázové vektory vybrali prvńı dva sloupce matice A. Ostatńı složky vektoru x(1)

jsou nulové. Samozřejmě složky vektoru (B1)
−1 b muśı být nezáporné, aby krajńı bod

splňoval podmı́nku nezápornosti.

Nyńı pro zjǐstěńı daľśıho krajńıho bodu množiny X vybereme prvńı a třet́ı sloupec
matice A a z těchto sloupc̊u vytvoř́ıme matici B2. Pak plat́ı

B2 =

[
2 −1.5
3 2.2

]
, (B2)

−1 =

[
−22 15
−30 20

]
, (B2)

−1 b =

[
10
10

]
,

Proto druhý krajńı bod množiny X je x(2) =
[

10 0 10
]T

.

Nyńı vybereme posledńı možnou kombinaci sloupc̊u matice A a sice jej́ı druhý a třet́ı
sloupec a z nich vytvoř́ıme matici B3. Potom plat́ı

B3 =

[
1.5 −1.5
2.5 2.2

]
, (B3)

−1 =

[
−4.9 3.33
−5.55 3.33

]
, (B3)

−1 b =

[
2.22
−1.11

]
,

Protože některé prvky matice (B3)
−1 b jsou záporné, netvoř́ı druhý a třet́ı sloupec matice

A bázi.

Pro výpočet krajńıch paprsk̊u vypočteme vektory

(B1)
−1 a(3) =

[
−0.9
0.2

]
, (B2)

−1 a(2) =

[
4.5
5

]
,

kde a(3) je třet́ı sloupec matice A, to je ten, který neńı v matici B1 a obdobně a(2) je druhý
sloupec matice A, to je opět ten, který neńı v matici B2. Protože všechny prvky v obou
vektorech nejsou nekladné, neexistuje krajńı paprsek dané množiny X . Ve v́ıcerozměrném
př́ıpadě muśıme pro výpočet krajńıch paprsk̊u ověřit všechny vektory a(i), které nejsou v
bázi.

Množina X je tedy určena

X =

 x

∣∣∣∣∣∣∣ x = k1

 1
2
0

+ k2

 10
0
10

 ; k1 + k2 = 1, k1 ≥ 0, k2 ≥ 0

 .
Př́ıklad: Nyńı vyšetř́ıme krajńı body a krajńı paprsky množiny X = {x : Ax = b},

kde

A =

[
2 1.5 −1.5
3 2.5 −2.3

]
, b =

[
5
8

]
.

Protože prvńı dva sloupce matice A jsou stejné jako v předchoźım př́ıkladě, bude prvńı
krajńı bod x(1) stejný jako v předchoźım př́ıkladě. Snadno si ověř́ıte, že množina př́ıpust-
ných řešeńı nemá daľśı krajńı bod.

Pro určeńı krajńıho paprsku vypočteme vektor

(B1)
−1 a(3) =

[
−0.6
−0.2

]
.
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Protože složky tohoto vektoru jsou nekladné, existuje krajńı paprsek y, jehož prvńı dvě
složky jsou rovny záporně vzatým složkám vektoru (B1)

−1 a(3) a třet́ı složka krajńıho vek-
toru je rovna jedné (ostatńı složky, kdyby existovaly, by byly nulové). Proto reprezentant

krajńıho paprsku je vektor y =
[

0.6 0.2 1
]T

. Množina př́ıpustných řešeńı X je v tomto
př́ıpadě určena

X =

 x

∣∣∣∣∣∣∣ x =

 1
2
0

+ α

 0.6
0.2
1

 ; α ≥ 0,

 .

4.7 Maticový zápis simplexové metody

Abychom odvodili metodu nalezeńı primárńı i duálńı úlohy lineárńıho programováńı,
provedeme maticový zápis řešeńı úlohy lineárńıho programováńı. Mějme tedy primárńı
úlohu, kterou je standardńı úloha lineárńıho programováńı

max {f(x) = cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0 } (4.8)

Jej́ı kanonický tvar je

max {f(x) = cTx : Ax + Iu = b, x ≥ 0, u ≥ 0 } (4.9)

Základńı řešeńı je tvaru - viz simplexová tabulka

A11x1 +A12x2 +Iu1 = b1

A21x1 +A22x2 +Iu2 = b2

f(x) −cT
1 x1 −cT

2 x2 = 0
(4.10)

kde A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, x =

[
x1

x2

]
, b =

[
b1

b2

]
, c =

[
c1

c2

]
, u =

[
u1

u2

]
jsou dělené

matice a vektory. Děleńı matic a vektor̊u je provedeno tak, abychom jedńım krokem źıskali
př́ımo optimálńı řešeńı. Bázické proměnné jsou zřejmě u1, u2 a př́ıpustné řešeńı je tedy
u1 = b1, u2 = b2, x1 = 0, x2 = 0 a potom kritérium je rovno f(x) = 0.

Necht’ nové bázické proměnné jsou x2, u2, mı́sto bázové proměnné u1 zavád́ıme tedy
novou bázovou proměnnou x2. Z prvńı rovnice omezeńı (4.10) plyne

x2 = A−1
12 (b1 − Iu1 −A11x1) . (4.11)

Rovnice omezeńı uprav́ıme do tvaru[
A11 I
A21 0

] [
x1

u1

]
+

[
A12 0
A22 I

] [
x2

u2

]
=

[
b1

b2

]
, (4.12)

Zavedeme matici nových bázických vektor̊u, kterou označ́ıme B. Plat́ı

B =

[
A12 0
A22 I

]
, B−1 =

[
A−1

12 0
−A22A

−1
12 I

]
.
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Násob́ıme-li předchoźı soustavu (4.12) zleva matićı B−1 dostaneme[
A−1

12 0
−A22A

−1
12 I

] [
A11 I
A21 0

] [
x1

u1

]
+

[
I 0
0 I

] [
x2

u2

]
=[

A−1
12 b1

−A22A
−1
12 b1 + b2

]
(4.13)

Rovnice pro kritérium (4.10c) se po dosazeńı (4.11) změńı na

f(x)− cT
1 x1 − cT

2

[
A−1

12 (b1 − Iu1 −A11x1)
]

= 0

čili po úpravě

f(x)−
(
cT

1 − cT
2 A−1

12 A11

)
x1 +

(
cT

2 A−1
12

)
u1 = cT

2 A−1
12 b1. (4.14)

Rovnice (4.13) a (4.14) zaṕı̌seme společně ve tvaru

A−1
12 A11x1 + A−1

12 u1 +Ix2 = A−1
12 b1(

−A22A
−1
12 A11 + A21

)
x1 + A22A

−1
12 u1 +Iu2 = b2 −A22A

−1
12 b1

f(x)+
(
−cT

1 + cT
2 A−1

12 A11

)
x1 + cT

2 A−1
12 u1 = cT

2 A−1
12 b1.

(4.15)

Bázové proměnné jsou nyńı x2 a u2. Př́ıpustné řešeńı

x∗2 = A−1
12 b1 ≥ 0 (4.16)

u∗2 = b2 −A22A
−1
12 b1 ≥ 0

x∗1 = 0, u∗1 = 0

f(x∗) = cT
2 A−1

12 b1 (4.17)

je optimálńı řešeńı, pokud jsou nezáporné koeficienty v posledńım řádku (v kritériu), čili

− cT
1 + cT

2 A−1
12 A11 ≥ 0 (4.18)

cT
2 A−1

12 ≥ 0

Z posledńıho řádku simplexové tabulky (4.15) můžeme př́ımo źıskat řešeńı duálńı úlohy.
Posledńı řádek simplexové tabulky je totiž roven

f(x) + vT
1 x1 + vT

2 x2 + λT
1 u1 + λT

2 u2 = f ∗(x) (4.19)

kde λ =

[
λ1

λ2

]
je řešeńı duálńı úlohy. Porovnáńım s (4.15) tedy plat́ı λT

1 = cT
2 A−1

12 ,λ
T
2 =

0, neboli

λ1 =
(
AT

12

)−1
c2, λ2 = 0 (4.20)

Předchoźı tvrzeńı snadno prokážeme, budeme-li stejným postupem řešit duálńı úlohu
lineárńıho programováńı. Duálńı úlohu min{bT λ : AT λ ≥ c , λ ≥ 0}, uprav́ıme do
kanonického tvaru

−max{f(λ) = −bT λ : −AT λ + Iv = −c , λ ≥ 0 , v ≥ 0} (4.21)
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Základńı řešeńı opět zaṕı̌seme ve tvaru

−AT
11λ1 −AT

21λ2 +Iv1 = −c1

−AT
12λ1 −AT

22λ2 +Iv2 = −c2

−f(λ) +bT
1 λ1 +bT

2 λ2 = 0

(4.22)

Bázické proměnné jsou tedy v1, v2 a př́ıpustné řešeńı je tedy v1 = −c1, v2 = −c2, λ1 = 0,
λ2 = 0 a potom kritérium je rovno f(λ) = 0.

Necht’ nové bázické proměnné jsou λ1, v1, mı́sto bázové proměnné v2 zavád́ıme tedy
novou bázovou proměnnou λ1. Z druhé rovnice omezeńı (4.22b) plyne

λ1 =
(
AT

12

)−1 (
c2 + Iv2 −AT

22λ2

)
. (4.23)

Rovnice omezeńı uprav́ıme do tvaru[
−AT

21 0
−AT

22 I

] [
λ2

v2

]
+

[
−AT

11 I
−AT

12 0

] [
λ1

v1

]
=

[
−c1

−c2

]
, (4.24)

Zavedeme matici nových bázických vektor̊u, kterou označ́ıme B. Plat́ı

B =

[
−AT

11 I
−AT

12 0

]
, B

−1
=

 0 −
(
AT

12

)−1

I −AT
11

(
AT

12

)−1

 .
Opět násob́ıme předchoźı soustavu (4.24) zleva matićı B

−1
. Po úpravě rovnice (4.24) a

po dosazeńı (4.23) do kritéria (4.22c) dostaneme

A−T
12 A22λ2 −A−T

12 v2 +Iλ1 = A−T
12 c2(

AT
11A

−T
12 A22 −AT

12

)
λ2 −AT

11A
−T
12 v2 +Iv1 = −c1 + AT

11A
−T
12 c2

−f(x) +
(
bT

2 − bT
1 A−T

12 AT
22

)
λ2 + bT

1 A−T
12 v2 = −bT

1 A−T
12 c2.

(4.25)

Př́ıpustné řešeńı duálńı úlohy

λ∗1 = A−T
12 c2 ≥ 0 (4.26)

v∗1 = −c1 + AT
11A

−T
12 c2 ≥ 0

λ∗2 = 0, v∗2 = 0

f(λ∗) = bT
1 A−T

12 c2 = cT
2 A−1

12 b1 (4.27)

je optimálńı řešeńı, pokud jsou nezáporné koeficienty v posledńım řádku (v kritériu), čili

−b2 −A22A
−1
12 b1 ≥ 0

A−1
12 b1 ≥ 0

Skutečně tedy plat́ı, že řešeńı (4.26) duálńı úlohy je totožné se vztahem (4.20). Řešeńım
primárńı úlohy (ve tvaru zde uvedeném) dostaneme tedy nejen primárńı, ale i duálńı
řešeńı.
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4.8 Speciálńı př́ıpady

U většiny praktických př́ıklad̊u je počet iteraćı simplexového algoritmu roven (1.5 až 3)m,
kde m je počet omezeńı.

V předchoźım odstavci jsme popsali simplexovou metodu v nejzákladněǰśım tvaru.
Jednalo se o normálńı úlohu (koeficienty bi > 0) a omezeńı ve tvaru nerovnosti, které
jsme pomoćı př́ıdavných proměnných převedli na omezeńı ve tvaru rovnosti. T́ım jsme
př́ımo źıskali základńı řešeńı, které je nezbytné pro start simplexového algoritmu. Dále
úloha měla jediné a omezené řešeńı.

4.8.1 Alternativńı optimálńı řešeńı

V tomto př́ıpadě množina optimálńıch řešeńı neńı tvořena jedńım bodem, ale je to kon-
vexńı polyedrická množina. Proto je třeba nalézt všechny jej́ı krajńı body (a př́ıpadně i
všechny jej́ı krajńı paprsky).

Krajńı body množiny optimálńıch řešeńı nalezneme následuj́ıćım postupem. Pokud v
posledńım řádku (který reprezentuje kritérium) jsou všechny koeficienty nezáporné, ale
některé jsou nulové i u nebázových proměnných, existuj́ı alternativńı optimálńı řešeńı.

Jedno alternativńı optimálńı řešeńı jsme tedy nalezli a označ́ıme jej x∗1 (to je jeden
krajńı bod množiny optimálńıch řešeńı). Je-li tedy v posledńım řádku nula u j-té nebázové
proměnné, pak ji známým zp̊usobem zahrneme do báze a źıskáme jiné optimálńı řešeńı,
které označ́ıme x∗2. To provedeme pro všechny sloupce j, u kterých je nula u nebázových
proměnných. T́ım źıskáme všechny krajńı body x∗i množiny optimálńıch řešeńı. Jejich
konvexńı kombinace určuje množinu optimálńıch alternativńıch řešeńı

x∗ =
∑
∀i
kix

∗
i ,

∑
ki = 1, ki ≥ 0. (4.28)

Př́ıklad: Řešte úlohu lineárńıho programováńı

max {2 x1 + 4 x2 : x1 + x2 ≤ 4, x1 + 2x2 ≤ 6, xi ≥ 0}

Sestav́ıme simplexovou tabulku a provedeme prvńı iteraci známým zp̊usobem

x1 x2 x3 x4 b

1 1 1 0 4
1 2 0 1 6
-2 -4 0 0 0

0.5 0 1 -0.5 1
0.5 1 0 0.5 3
0 0 0 2 12

Ze simplexové tabulky urč́ıme jedno řešeńı x∗1 = [0, 3]T . Protože v simplexové tabulce
existuje v posledńım řádku nulový prvek i u nebázové proměnné (je to prvńı prvek v
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posledńım řádku), zahrneme př́ıslušnou proměnnou do báze a urč́ıme druhé řešeńı. To je
uvedeno v následuj́ıćı tabulce

x1 x2 x3 x4 b

1 0 2 -1 2
0 1 -1 1 2
0 0 0 2 12

Druhé řešeńı (druhý krajńı bod množiny optimálńıch řešeńı) je rovno x∗2 = [2, 2]T .
Množina optimálńıch řešeńı je rovna

x∗ = λx∗1 + (1− λ)x∗2 = [(1− λ)2 ; 3λ+ 2(1− λ)]T ; λ ∈ (0; 1)

4.8.2 Neomezená řešeńı

Je-li některý koeficient v posledńım řádku simplexové tabulky záporný, znač́ı to, že jeho
zvětšeńı (z nuly na nenulovou hodnotu) povede ke zlepšeńı (zvětšeńı) kritéria. Pokud ale v
jemu odpov́ıdaj́ıćım sloupci jsou všechny koeficienty ai,j záporné, znamená to, že můžeme
odpov́ıdaj́ıćı proměnnou zvětšovat nade všechny meze. Kritérium neomezeně roste a při-
tom jsou všechna omezeńı splněna. Tento jev ilustrujeme v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad : Mějme následuj́ıćı úlohu lineárńıho programováńı

max {x1 + 3x2 : −2x1 + x2 ≤ 4; xi ≥ 0 }

Zavedeme jednu př́ıdatnou proměnnou y a sestav́ıme simplexovou tabulku

x1 x2 y b

-2 1 1 4
-1 -3 0 0

Opět jsme tučně označili nejzáporněǰśı prvek v posledńım řádku, který nám určuje kĺıčový
sloupec (proměnnou, která zp̊usob́ı největš́ı r̊ust kritéria). V rámečku je kĺıčový prvek,
který určuje, která proměnná bude nebázová. Po standardńıch úpravách dostaneme sim-
plexovou tabulku ve tvaru

x1 x2 y b

-2 1 1 4
-7 0 3 12

V posledńım řádku simplexové tabulky je záporný prvek (−7) ve sloupci odpov́ıdaj́ıćım
proměnné x1. Protože všechny prvky v př́ıslušném sloupci jsou záporné (zde pouze jeden
prvek −2) je zřejmé, že proměnná x1 může r̊ust nade všechny meze, omezeńı jsou splněna
a kritérium stále roste. Řešeńı této úlohy neńı tedy omezené.
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4.8.3 Jiná omezeńı a jejich převod na kanonický tvar

Pokud jsou omezeńı v úloze lineárńıho programováńı ve tvaru Ax ≤ b, kde b ≥ 0, pak
zavedeńım př́ıdatné proměnné y ≥ 0 uprav́ıme omezeńı do tvaru Ax + y = b. Protože se
př́ıdatná proměnná y nevyskytuje v kritériu, pak źıskáme př́ımo základńı řešeńı ve tvaru
y =b.

Pokud jsou některá omezeńı ve tvaru rovnosti Ax = b, př́ıpadně neplat́ı, že b ≥ 0,
nelze nalézt př́ımo základńı řešeńı. Proto je třeba použ́ıt následuj́ıćı postup řeš́ıćı tento
př́ıpad.

Nelze-li nalézt př́ımo základńı řešeńı, pak muśıme upravit omezeńı do tvaru Ax = b,
kde b ≥ 0. To vždy je možné, potom ale ve vektoru x mohou být i nové př́ıdatné proměnné.

Nyńı uvažujeme umělý problém

max {−
∑

yi : Ax + y = b, x ≥ 0 , y ≥ 0 } (4.29)

kde y jsou umělé proměnné. Základńı řešeńı pro tuto úlohu je zřejmě y = b.

2

Simplexovou metodou řeš́ıme tuto úlohu. Přitom nejprve muśıme z kritéria vyloučit
proměnné yi. To snadno uděláme, nebot’ plat́ı yi = bi −

∑
j ai,jxj. Řešeńı, pokud existuje,

je zřejmě max f(.) = 0, pro y = 0. Přitom nalezneme základńı bázi pro p̊uvodńı úlohu.
Je-li ve výsledku umělé úlohy některé yi nenulové, pak p̊uvodńı úloha nemá řešeńı.

Řešeńı p̊uvodńı úlohy se tak rozpadá do dvou fáźı. V prvńı fázi řeš́ıme umělou úlohu
zavedeńım umělé proměnné y a jiného kritéria. Pokud dostaneme řešeńı umělé úlohy
y = 0, pokračujeme druhou fáźı, ve které vypust́ıme umělé proměnné yi a vrát́ıme se
k p̊uvodńımu kritériu a simplexovou metodou řeš́ıme p̊uvodńı úlohu. Uvedený postup
ilustrujeme v následuj́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad: Nalezněte řešeńı jednoduché úlohy

max {−3x1 − 2x2 : x1 + x2 = 10; x1 ≥ 4; xi ≥ 0}

Omezeńı si uprav́ıme do tvaru

x1 + x2 = 10

x1 − x3 = 4, xi ≥ 0

Protože neńı na prvńı pohled zřejmé základńı řešeńı, budeme řešit umělý problém

max {−y1 − y2 : Ax + y = b; x ≥ 0; y ≥ 0, }

kde matice A a vektor b plynou z předchoźı soustavy. Simplexová tabulka pro umělý
problém je následuj́ıćı

x1 x2 x3 y1 y2 b

1 1 0 1 0 10
1 0 -1 0 1 4
0 0 0 1 1 0
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Nyńı muśıme vynulovat koeficienty u proměnných yi v kritériu (v posledńım řádku předcho-
źı tabulky). Potom dostaneme simplexovou tabulku ve tvaru

x1 x2 x3 y1 y2 b

1 1 0 1 0 10

1 0 -1 0 1 4
-2 -1 1 0 0 -14

Odtud plyne základńı řešeńı x1 = x2 = x3 = 0, y1 = 10, y2 = 4. Kritérium je rovno
−14. Řešeńı neńı optimálńı, nebot’ posledńı řádek (kritérium) obsahuje záporné prvky. V
předchoźı tabulce je tučně vyznačen prvek, který určuje kĺıčový sloupec a v rámečku je
kĺıčový prvek. Standardńım postupem uprav́ıme simplexovou tabulku tak, aby proměnná
x1 byla v bázi a naopak proměnná y2 z báze vypadla. Dostaneme tedy novou simplexovou
tabulku pro daľśı krok řešeńı umělé úlohy

x1 x2 x3 y1 y2 b

0 1 1 1 -1 6
1 0 -1 0 1 4
0 -1 -1 0 2 -6

Základńı řešeńı je zřejmě y1 = 6, x1 = 4. Řešeńıf(.) = −6 opět neńı optimálńı, nebot’

v posledńım řádku simplexové tabulky nejsou všechny prvky nezáporné. Opět je tučně
vyznačen kĺıčový prvek, který nám ř́ıká, že proměnná x2 bude v nové bázi a naopak
proměnná y1 z báze vypadne. Po úpravách dostaneme konečně řešeńı umělé úlohy, jak je
patrné z následuj́ıćı simplexové tabulky

x1 x2 x3 y1 y2 b

0 1 1 1 -1 6
1 0 -1 0 1 4
0 0 0 1 1 0

Z předchoźı tabulky plyne konečně řešeńı umělé úlohy y1 = 0, y2 = 0, x1 = 4, x2 = 6,
x3 = 0. Hodnota kritéria je f(.) = 0. Umělé proměnné jsou nulové, kritérium je nulové
také, z čehož plyne, že p̊uvodńı úloha má řešeńı.

Nyńı jsme dostali základńı bázi x1 = 4, x2 = 6, x3 = 0 pro naši p̊uvodńı úlohu. Ses-
tav́ıme tedy novou simplexovou tabulku pro p̊uvodńı úlohu tak, že vypust́ıme z předchoźı
simplexové tabulky sloupce př́ıslušej́ıćı uměle zavedeným proměnným yi a do posledńıho
řádku simplexové tabulky naṕı̌seme koeficienty p̊uvodńıho kritéria (záporně vzaté). Nová
simplexová tabulka má nyńı tvar
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x1 x2 x3 b

0 1 1 6
1 0 -1 4
3 2 0 0

Dále je třeba vynulovat prvky v posledńım řádku př́ıslušej́ıćım bázovým proměnným x1

a x2. Po provedeńı této úpravy dostaneme simplexovou tabulku ve tvaru

x1 x2 x3 b

0 1 1 6
1 0 -1 4
0 0 1 -24

Protože v posledńım řádku simplexové tabulky jsou nezáporné prvky, nalezli jsme konečně
řešeńı naš́ı p̊uvodńı úlohy. Řešeńı je zřejmě x1 = 4, x2 = 6 a optimálńı hodnota kritéria
je f(x) = −24.

4.9 Př́ıklady

1. Nalezněte pomoćı simplexového algoritmu všechny krajńı body (vrcholy) konvexńı
polyedrické množiny určené nerovnostmi

−x1 + x2 ≤ 2; x1 + 2x2 ≤ 5; x1 − 3x2 ≤ 1; xi ≥ 0

2. Určete, zda existuje vektor x, který splňuje omezeńı ve tvaru Ax = b, př́ıpadně ve
tvaru Ax ≤ b, pro kladné, záporné, př́ıpadně nulové prvky vektoru b. Rozmyslete
si podrobně tento problém.

3. Je dána soustava rovnic Ax = b, dim A = m × n, kde m, n jsou libovolné. Jakou
muśı mı́t hodnost matice A, aby množina X = {x : Ax = b}, byla a) neprázdou
množinou, b) jednoprvkovou množinou, c) konvexńı množinou. Jak nalezneme jej́ı
krajńı body a krajńı paprsky.

4. Sestavte program v jazyce Matlab pro řešeńı úlohy lineárńıho programováńı sim-
plexovým algoritmem. Program muśı nalézt primárńı i duálńı řešeńı, neomezené
řešeńı i alternativńı řešeńı.

5. Jak by se změnil simplexový algoritmus, kdybychom nekladli omezeńı na nezápornost
proměnných? Proved’te úpravu.



Kapitola 5

Úvod do teorie her

Teorie her se zabývá řešeńım matematických model̊u konfliktńıch situaćı. Podle toho, zda
se jedná o reálnou rozhodovaćı situaci nebo jej́ı model - hru, či o obecnou optimalizačńı
úlohu, použ́ıváme r̊uzné názvoslov́ı, které je uvedeno v následuj́ıćı tabulce.

Reálná rozhodovaćı Matematický model Teorie optimálńıho
situace této situace - hra ř́ızeńı

rozhodovaćı situace hra v normálńım tvaru optimalizačńı problém
účastńık hráč ř́ıdićı veličina (ř́ızeńı)
rozhodnut́ı strategie hodnoty ř́ıdićıch veličin
množina rozhodnut́ı prostor strategíı množina př́ıpustných

hodnot ř́ıd. veličin
d̊usledky rozhodnut́ı výplatńı funkce kritérium jakosti ř́ızeńı
d̊usledek výhra hodnota kritéria

Hra v normálńım tvaru je definována množinou

{Q, X1, . . . , Xn, J1(x1, . . . , xn), . . . , Jn(x1, . . . , xn) } (5.1)

kde Q = {1, 2, . . . , n} jsou hráči, množiny X1 ažXn jsou množiny strategíı hráč̊u 1 až n;
x1 ∈ X1 až xx ∈ Xn jsou strategie hráč̊u a Ji(x1, . . . , xn) jsou výhry hráče i.

Konečná hra je taková hra, v ńıž prostory strategíı tvoř́ı konečnou množinu. Hra s
konstantńım součtem je taková hra, v ńıž při všech strategíıch hráč̊u je součet výher
všech hráč̊u konstantńı. Plat́ı tedy

n∑
i=1

Ji(x1, . . . , xn) = K, ∀ xi ∈ Xi (5.2)

SoučetK neńı ve hře s konstantńım součtem závislý na strategíıch. Hra s nulovým součtem
je při K = 0.

Ve hrách existuj́ı problémy dvoj́ıho druhu:

• Jak by se v rozhodovaćı situaci choval pr̊uměrný jedinec - tzv. deskriptivńı hledisko.

64
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• Jaké je v dané situaci objektivně nejlepš́ı rozhodnut́ı - tzv. normativńı hledisko.

Teoreticky zaj́ımavé je normativńı hledisko. Deskriptivńı hledisko někdy nelze pomi-
nout, např́ıklad při rozhodováńı při riziku - viz dále. Rozd́ıl mezi normativńım a deskrip-
tivńım hlediskem vyplyne názorně z tohoto př́ıkladu. Při rozboru konfliktńı situace -
střetnut́ı dvou nepřátelských letoun̊u, bychom mohli při hodnoceńı výsledk̊u souboje
oceňovat stejně situace, že a) obě letadla se navzájem znič́ı a b) ani jeden letoun neńı
poškozen. To bychom mohli označit za normativńı hledisko. Zcela jiné, deskriptivńı hledisko,
by patrně měl ten, kdo v letadle sed́ı.

5.1 Antagonistický konflikt

5.1.1 Hry s konstantńım součtem

Budeme se zabývat antagonistickým konfliktem dvou účastńık̊u. Matematickým modelem
tohoto antagonistického konfliktu je hra dvou hráč̊u v normálńım tvaru s konstantńım
součtem.

Strategii prvńıho hráče mı́sto x1 budeme dále značit u a strategii druhého hráče
budeme mı́sto x2 značit v. Modelem antagonistického konfliktu je tedy hra definovaná
množinami

{Q = {1, 2} ; U, V ; J1(u, v), J2(u, v)} (5.3)

Je rozumné definovat optimálńı strategii jako takovou strategii, od ńıž žádná odchylka
nemůže přinést hráči výhody, za předpokladu, že druhý hráč zachová svoji optimálńı
strategii. Optimálńı strategii prvńıho hráče označ́ıme u∗ ∈ U a optimálńı strategii druhého
hráče označ́ıme v∗ ∈ V , potom tedy plat́ı

J1(u, v
∗) ≤ J1(u

∗, v∗), ∀ u ∈ U, v ∈ V
J2(u, v

∗) ≤ J2(u
∗, v∗). (5.4)

Ve hře s nulovým součtem je J2 = −J1 a proto stač́ı uvažovat pouze jedinou výplatńı funkci
J = J1. Potom hra s nulovým součtem je určena množinami {Q = {1, 2};U, V ; J(u, v)}.
Optimálńı strategie u∗, v∗ prvńıho a druhého hráče v této hře jsou strategie, pro které
plat́ı

J(u, v∗) ≤ J(u∗, v∗) ≤ J(u∗, v). (5.5)

Je zřejmé, že prvńı hráč se strategiemi u se snaž́ı maximalizovat výplatńı funkci, zat́ımco
druhý hráč se volbou strategíı v snaž́ı výplatńı funkci minimalizovat, protože výhra
prvńıho hráče je rovna ztrátě druhého hráče.

Dále je zřejmé, že i ve hře s konstantńım součtem lze použ́ıt jedinou výplatńı funkci,
nebot’ J2 = K − J1. Optimálńı strategie se nezměńı, přičteme-li k výplatńı funkci J1

libovolnou konstantu nezávislou na strategíıch a podobně pro J2. Proto každou hru s
konstantńım součtem lze přeměnit na hru s nulovým součtem, ve které výplatńı funkce je
J = J1 − J2, nebo také pouze J = J1.

Změna hry s konstantńım součtem na hru s nulovým součtem má názornou inter-
pretaci. V konfliktu, v němž se hráči děĺı o pevně danou částku (hra s konstantńım
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součtem), je lhostejné, snaž́ı-li se hráč źıskat z této částky pro sebe co nejv́ıce, nebo
se snaž́ı prvńı hráč maximalizovat rozd́ıl svého zisku a zisku protihráče a druhý hráč se
tento rozd́ıl snaž́ı minimalizovat. Př́ıpadně se prvńı hráč snaž́ı sv̊uj zisk maximalizovat
a druhý hráč se snaž́ı minimalizovat zisk prvńıho hráče (pak na něj z konstantńı částky
zbude nejv́ıce).

5.1.2 Maticové hry

Konečný antagonistický konflikt dvou hráč̊u popisujeme maticovou hrou. V ńı je počet
strategíı obou hráč̊u konečný. Konečný počet strategíı u ∈ U prvńıho hráče oč́ıslujeme
přirozenými č́ısly 1 ažm. Podobně konečný počet strategíı druhého hráče v ∈ V oč́ıslujeme
přirozenými č́ısly 1 až n. Potom konečná hra s nulovým součtem je maticová hra

{Q = {1, 2};U = {1, . . . ,m}, V = {1, . . . , n}; J(i, j) = ai,j; i ∈ U ; j ∈ V } , (5.6)

kde matice A rozměru m× n s prvky ai,j je matice hry.

Poznámka: Prvńı hráč vyb́ırá řádek i v matici hry a druhý hráč vyb́ırá sloupec j v
matici hry. Prvńı hráč chce maximalizovat a druhý hráč minimalizovat prvek ai,j v matici
hry. 2

Situace je úplně jasná, existuje-li v matici hry A prvek, který je současně nejmenš́ı
na řádku a největš́ı ve sloupci. Uvedeme si triviálńı př́ıklad, který názorně ilustruje naše
úvahy. Mějme matici hry A ve tvaru

ϕi

A =

 2 3 4
3 4 4
2 1 6

 (2)
(3)
(1)

ψj (3) (4) (6)

Prvńı hráč, který voĺı řádek i matice A, chce maximalizovat a proto se pod́ıvá po jed-
notlivých řádćıch a v nich nalezne nejmenš́ı prvek (pro něho nejhorš́ı př́ıpad). Minimálńı
hodnoty minj aij = ϕi jsou v závorce připsány k jednotlivým řádk̊um matice A. Prvńı
hráč vybere pochopitelně ten řádek i∗, v němž je minimálńı prvek největš́ı ϕi∗ = maxi ϕi.
V našem př́ıpadě je to druhý řádek, tedy i∗ = 2 a ϕi∗ = 3.

Druhý hráč, který voĺı sloupce j matice A, chce minimalizovat a proto se pod́ıvá po
jednotlivých sloupćıch matice A a v nich nalezne největš́ı prvek (pro něho nejhorš́ı př́ıpad).
Maximálńı hodnoty maxi aij = ψj jsou v závorce připsány k jednotlivým sloupc̊um matice
A. Druhý hráč vybere pochopitelně ten sloupce j∗, v němž je maximálńı prvek nejmenš́ı
ψj∗ = minj ψj. V našem př́ıpadě je to prvńı sloupec, tedy j∗ = 1 a ψj∗ = 3.

Protože se v obou př́ıpadech jedná o stejný prvek ai∗,j∗ = a2,1 = 3, je tento prvek
sedlovým prvkem hry a strategie i∗ = 2, j∗ = 1 je optimálńı strategie. Prvek ai∗,j∗ =
J(i∗, j∗) se nazývá cena hry.

Všimněme si, že odchýĺı-li se libovolný hráč od takové optimálńı strategie, poškod́ı se
t́ım a protihráč źıská. Dále je d̊uležité si uvědomit, že hráči svá rozhodnut́ı nemuśı v tomto
př́ıpadě tajit. Každý hráč může své rozhodnut́ı zveřejnit před rozhodnut́ım druhého hráče
a nic netrat́ı. Pro sedlový bod totiž plat́ı

max
i

min
j

ai,j = min
j

max
i

ai,j
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Prvńı hráč určuje podle výkladu nejprve pro všechna i veličinu ϕi rovnu ϕi = minj ai,j a
potom z těchto prvk̊u hledá prvek maximálńı, tedy maxi ϕi = maxi minj ai,j.

Podobně druhý určuje nejprve pro všechna j veličinu ψj rovnu ψj = maxi ai,j a potom
z těchto prvk̊u hledá prvek minimálńı, tedy minj ψj = minj maxi ai,j.

V teorii her veličina maxi minj ai,j je dolńı cena hry. Je to zaručená výhra prvńıho
hráče. Naopak veličina minj maxi ai,j je horńı cena hry. Je to zaručená výhra druhého
hráče. Označeńı horńı a dolńı cena plyne z toho, že obecně plat́ı maxi minj ai,j ≤
minj maxi ai,j.

Př́ıklad: Vyřeš́ıme si problém nákupu uhĺı na zimu. Problém je v tom, že uhĺı v létě
je laciné, ale v létě nev́ım, jaká bude následuj́ıćı zima. Bude-li zima mı́rná, tak v zimě
spotřebuji 10q uhĺı, bude-li zima normálńı, pak spotřebuji 15q uhĺı a bude-li zima krutá,
pak spotřebuji 20q uhĺı. V létě 1q uhĺı stoj́ı 100Kč a v zimě jsou ceny uhĺı 100Kč, 150Kč a
200Kč podle toho, bude-li zima mı́rná, normálńı či krutá. Budeme předpokládat, že zbytek
uhĺı nevyužiji, např. se budu po zimě stěhovat. Moje rozhodováńı spoč́ıvá v tom, jaké
množstv́ı uhĺı koupit v létě, abych minimalizoval své celkové vydáńı za nákup uhĺı na zimu
(včetně dokoupeńı uhĺı v zimě, pokud letńı nákup nestač́ı). Př́ıroda, jako můj protihráč,
má tři možnosti a sice, že zima bude mı́rná, normálńı nebo krutá. Moje rozhodováńı
spoč́ıvá v tom, zda v létě koupit 10q, 15q nebo 20q. Vydáńı při všech možnostech je
shrnuto v následuj́ıćı tabulce

Zima
mı́rná normálńı krutá

10 1000 1750 3000

koupeno v létě [q] 15 1500 1500 2500

20 2000 2000 2000

V tabulce jsou uvedena vydáńı, která se pochopitelně budeme snažit minimalizovat.
Naše rozhodováńı spoč́ıvá ve volbě řádku a strategie prvńıho hráče, který voĺı řádky, dle
zvyklosti je taková, že prvńı hráč hledá nejvyšš́ı výhru. Proto změńıme znaménka u všech
prvk̊u matice hry v předchoźı tabulce. Dostaneme proto následuj́ıćı tabulku, ze které
nalezneme obvyklým postupem horńı a dolńı cenu hry.

ϕi(min. v řádku) −1000 −1750 −3000
−1500 −1500 −2500

−2000 −2000 -2000

 (−3000)
(−2500)
(−2000)

ψj(max. ve sloupci) (−1000) (−1500) (−2000)

Z předchoźı tabulky je zřejmé, že hra má sedlový bod v −2000. Optimálńı vydáńı je tedy
2000Kč a optimálńı strategie je nakoupit v létě 20q uhĺı a vydat tedy 2000Kč.



KAPITOLA 5. ÚVOD DO TEORIE HER 68

Je zřejmé, že druhý hráč (př́ıroda) neńı inteligentńı hráč, protože nevoĺı svá rozhod-
nut́ı tak, aby maximálně poškodil prvńıho hráče. V tom neńı tento př́ıklad realistický. O
takových hrách pojednáme později.

5.1.3 Smı́̌sené rozš́ı̌reńı maticové hry

Situace však může být poněkud komplikovaněǰśı. Mějme na př́ıklad hru s výplatńı matićı

ϕi

A =

[
11 5
7 9

]
(5)
(7)

ψj (11) (9)

(5.7)

Podle předchoźıho postupu vybere prvńı hráč druhý řádek (voĺı strategii i = 2), nebot’ v
něm je minimálńı prvek ϕi = minj ai,j největš́ı (je to prvek a2,1 = 7). Druhý hráč obdobně
vybere druhý sloupec (strategii j = 2), nebot’ v něm je maximálńı prvek ψj = maxi ai,j

nejmenš́ı (je to prvek a2,2 = 9).

Prvńı hráč má zaručenou v nejhorš́ım př́ıpadě výhru 7, což je dolńı cena hry. Naopak
druhý hráč má zaručenou výhru 9, což je horńı cena hry.

Hráči nyńı maj́ı d̊uvod svá rozhodnut́ı tajit, nebot’ dozv́ı-li se hráč o rozhodnut́ı pro-
tivńıka, může z této informace źıskat pro sebe výhodu. V této hře totiž dolńı cena hry neńı
rovna horńı ceně hry - hra nemá sedlový bod. Plat́ı 7 = maxi minj ai,j < minj maxi ai,j =
9.

Pokud tedy voĺı hráči pevně nějaké strategie, již taková jednoduchá hra nemá řešeńı.
Pevné strategie nazýváme ryźı strategie. Pokud hra nemá sedlový bod, nemá tedy řešeńı
na množině ryźıch strategíı.

Abychom mohli řešit každou maticovou hru, budeme předpokládat, že každý hráč
bude své strategie vyb́ırat náhodně s určitou pravděpodobnost́ı. Strategie vyb́ırané s
určitou pravděpodobnost́ı nazýváme smı́̌sené strategie. Situace, při které voĺı prvńı hráč
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Obrázek 5.1: Smı́̌sené strategie 1. hráče Smı́̌sené strategie 2. hráče

smı́̌sené strategie ve hře s výplatńı matici (5.7) je znázorněna na obr. 5.1a. Na obrázku
jsou úsečkami znázorněny ceny hry. Druhý hráč voĺı ryźı strategie j = 1 nebo j = 2 a
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prvńı hráč voĺı smı́̌sené strategie. Souřadnice γ určuje pravděpodobnost volby strategíı
prvńıho hráče. Pro γ = 0 voĺı prvńı hráč ryźı strategii i = 1 a pro γ = 1 voĺı ryźı strategii
i = 2. Č́ıslo p2 = γ znač́ı pravděpodobnost volby druhé strategie, podobně p1 = 1− γ je
pravděpodobnost volby prvńı strategie. Plat́ı samozřejmě p1 + p2 = 1 a γ ∈ [0, 1]. Pokud
druhý hráč volil ryźı strategii j = 1, bude cena hry

p1a1,1 + p2a2,1 = (1− γ)11 + 7γ

Tato funkce je znázorněna na obr. 5.1a úsečkou spojuj́ıćı body o pořadnićıch 11 a 7.
Podobně, voĺı-li druhý hráč strategii j = 2, bude cena hry v závislosti na γ vyjádřena

p1a1,2 + p2a2,2 = (1− γ)5 + 9γ

Tato funkce je znázorněna na obr. 5.1a úsečkou spojuj́ıćı body o pořadnićıch 5 a 9.

Obě úsečky se prot́ınaj́ı v bodě o souřadnićı γ = 3/4, to znamená, že prvńı hráč
voĺı strategii i = 1 s pravděpodobnost́ı p1 = 1 − γ = 1/4 a druhou strategii i = 2 s
pravděpodobnost́ı p2 = γ = 3/4. Cena hry je potom rovna 8. Tuto cenu hry nemůže
druhý hráč ovlivnit.

Voĺı-li prvńı hráč smı́̌sené strategie s pravděpodobnostmi jinými než odpov́ıdá pr̊useč́ıku
úseček na obr. 5.1a, poškod́ı se, nebot’ druhý hráč může svou volbou strategie cenu hry
sńıžit. Zřejmě pro γ ∈ (0, 3/4) bude tedy druhý volit ryźı strategii j = 2 a pro γ ∈ (3/4, 1)
voĺı druhý hráč ryźı strategii j = 1.

Podobně lze nalézt smı́̌sené strategie druhého hráče podle obr. 5.1b . Zde také q2 = β je
pravděpodobnost, s ńıž voĺı druhý hráč druhou strategii a q1 = 1− β je pravděpodobnost
volby prvńı strategie j = 1.

Voĺı-li prvńı hráč strategii i = 1, je cena hry v závislosti na pravděpodobnosti volby
strategie druhého hráče znázorněna úsečkou spojuj́ıćı body 11 a 5. Cena hry je určena
rovnićı

q1a1,1 + q2a1,2 = (1− β)a1,1 + βa1,2 = (1− β)11 + 5β.

Podobná lineárńı závislost plat́ı pro ryźı strategii prvńıho hráče i = 2. Obě úsečky se
prot́ınaj́ı v bodě o souřadnici β = 0.5, cena hry je opět rovna 8.

Voĺıme-li pravděpodobnosti volby strategie druhého hráče q1 = 0.5, q2 = 0.5 a pravdě-
podobnosti volby strategie prvńıho hráče p1 = 0.25 a p2 = 0.75, pak tato rozš́ı̌rená hra
má sedlový bod a optimálńı cena hry je rovna 8.

Hledáme-li optimálńı strategie mezi pravděpodobnostńımi předpisy, dostaneme nekonečnou
hru, kterou označujeme jako smı́̌sené rozš́ı̌reńı p̊uvodńı hry.

Množinu strategíı této hry budeme značit tak, že p̊uvodńı symbol pro množinu strategíı
dáme do okrouhlé závorky. Prostory strategíı prvńıho a druhého hráče jsou tedy

(U) =
{
u = [u1, . . . , um]T ,

∑
ui = 1;ui ≥ 0

}
(5.8)

(V) =
{
v = [v1, . . . , vn]T ,

∑
vj = 1; vj ≥ 0

}
Potom ui, vj jsou rovny pravděpodobnostem s nimiž prvńı hráč voĺı strategii i resp. druhý
hráč voĺı strategii j. Výplatńı funkce této hry je

J(u, v) =
m∑

i=1

n∑
j=1

uiai,jvj = uTAv (5.9)
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O smı́̌seném rozš́ı̌reńı maticových her plat́ı základńı věta teorie maticových her, která
tvrd́ı, že smı́̌sené rozš́ı̌reńı každé maticové hry má řešeńı. Provedeme konstruktivńı
d̊ukaz předchoźıho tvrzeńı, z něhož źıskáme návod na řešeńı smı́̌seného rozš́ı̌reńı maticové
hry lineárńım programováńım.

Uvažujme nejprve maticovou hru, jej́ıž matice má všechny prvky kladné. Označ́ıme
cenu hry jako γ, pak (γ = J(u∗,v∗)). Pro neoptimálńı strategie plat́ı

uTAv∗ ≤ γ ≤ (u∗)T Av (5.10)

pro všechny u ∈ (U); v ∈ (V). Protože u ≥ 0; v ≥ 0 a dle předpokladu také ai,j ≥ 0,
pak γ ≥ 0.

Aby pravá nerovnost v (5.10) platila pro všechny v ∈ (V) stač́ı, aby platila pro všechny
v ve tvaru [1, 0, . . . , 0]T , [0, 1, 0, . . . , 0]T , až [0, 0, . . . , 1]T , to je pro ryźı strategie. Pro ryźı
strategie dostaneme soustavu nerovnost́ı

a11u
∗
1 + a21u

∗
2 + . . .+ am1u

∗
m ≥ γ pro v = [1, 0, . . . , 0]T

...

a1nu
∗
1 + a2nu

∗
2 + . . .+ amnu

∗
m ≥ γ pro v = [0, 0, . . . , 1]T (5.11)

Z levé nerovnosti v (5.10) dostaneme při volbě ryźıch strategíı u obdobné nerovnosti ve
tvaru

a11v
∗
1 + a12v

∗
2 + . . .+ a1nv

∗
n ≤ γ pro u = [1, 0, . . . , 0]T

...

am1v
∗
1 + am2v

∗
2 + . . .+ amnv

∗
n ≤ γ pro u = [0, 0, . . . , 1]T (5.12)

Zavedeme nové nezáporné proměnné

xi =
u∗i
γ

; yj =
v∗j
γ

(5.13)

Potom soustava nerovnost́ı (5.11) přejde do tvaru

a11x1 + a21x2 + . . .+ am1x
∗
m ≥ 1
...

a1nx1 + a2nx2 + . . .+ amnx
∗
m ≥ 1 (5.14)

a podobně soustava (5.12) přejde do tvaru

a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn ≤ 1 (5.15)
...

am1y1 + am2y2 + . . .+ amnyn ≤ 1 (5.16)

Potom soustava (5.14) je omezeńı úlohy lineárńıho programováńı s funkćı

x1 + x2 + . . .+ xm =
1

γ
(5.17)
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kterou máme minimalizovat.

Je tomu vskutku tak, nebot’ hledáme u∗i tak, aby γ bylo maximálńı. Podle (5.13) plat́ı
u∗i = γxi. Sečteme-li předchoźı rovnice pro všechna i, pak

∑
u∗i = 1 = γ

∑
xi což je

kritétium (5.17). Je-li γ výběrem u∗i maximalizováno, pak xi hledáme tak, aby (5.17) bylo
minimalizováno.

Obdobně nerovnosti (5.15) jsou omezeńı úlohy lineárńıho programováńı, která je duálńı
k předchoźı úloze. Kritérium je zde rovno

y1 + y2 + · · ·+ yn =
1

γ
(5.18)

kterou máme výběrem yj maximalizovat. Je to tedy úloha lineárńıho programováńı ve
tvaru

max
{
cTy : Ay ≤ b; yj ≥ 0; j = 1, . . . , n; cT = [1, 1, . . . , 1];bT = [1, 1, . . . , 1]

}
(5.19)

Cena hry je podle (5.18)

J(u∗,v∗) = γ =
1

cTy
=

1∑
yi

(5.20)

a smı́̌sené strategie druhého hráče jsou

v∗ = [y1γ, . . . , ynγ]
T (5.21)

Duálńı řešeńı této úlohy urč́ı smı́̌sené strategie prvńıho hráče

u∗ = [x1γ, . . . , xmγ]
T (5.22)

nebot’ podle (5.14) a (5.17) je duálńı úloha lineárńıho programováńı

min
{
bTx : ATx ≥ c;xi ≥ 0; i = 1, . . . ,m; cT = [1, . . . , 1];bT = [1, . . . , 1]

}
(5.23)

Povšimněme si, že primárńı úloha v obvyklém tvaru urč́ı jako primárńı řešeńı smı́̌sené
strategie druhého hráče.

Předpoklad o kladnosti prvk̊u matice A neńı podstatný, nebot’ optimálńı strategie
smı́̌seného rozš́ı̌reńı se nezměńı, přičteme-li ke každému prvku této matice stejné libo-
volné č́ıslo k. Pokud tedy matice A nemá všechny prvky kladné (nezáporné), pak ke všem
jej́ım prvk̊um přičteme takové kladné č́ıslo k, aby prvky nové matice již nezáporné byly.
Cenu p̊uvodńı hry źıskáme odečteńım konstanty k od ceny upravené hry.

Př́ıklad: Pomoćı lineárńıho programováńı vyřeš́ıme maticovou hru, jej́ıž matice A je
dle (5.7). Podle (5.19) se tedy jedná o úlohu lineárńıho programováńı ve tvaru

max

{
y1 + y2 :

11y1 + 5y2 ≤ 1
7y1 + 9y2 ≤ 1

; yi ≥ 0

}

Ze simplexové tabulky plyne řešeńı y1 = 1/16, y2 = 1/16 a cena hry je rovna γ = J∗ =
1/
∑
yi = 8.
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Tabulka 5.1: Simplexová tabulka pro řešeńı maticové hry

y1 y2 y3 y4 b

11 5 1 0 1

7 9 0 1 1
-1 -1 0 0 0

64/9 0 1 -5/9 4/9

7/9 1 0 1/9 1/9
-2/9 0 0 1/9 1/9

1 0 9/64 -5/64 1/16
0 1 -7/64 11/64 1/16
0 0 1/32 3/32 1/8

Podle (5.21) jsou optimálńı strategie druhého hráče

v∗ = [γy1 , γy2]
T = [0.5 , 0.5]T

Duálńı řešeńı čteme v posledńım řádku simplexové tabulky x1 = 1/32, x2 = 3/32. Smı́̌sené
strategie prvńıho hráče jsou podle (5.22)

u∗ = [γx1 , γx2]
T = [1/4 , 3/4]T

Výsledek souhlaśı s předchoźım grafickým odvozeńım. Jednoduché grafické řešeńı lze
použ́ıt pouze pro hry typu 2× 2.

Př́ıklad: Návrh kvalitńıho zesilovače
Kvalita nějakého zesilovače záviśı na vlastnostech jednoho kondenzátoru. Tento kon-
denzátor v běžném provedeńı stoj́ı 1Kč, ale 10 Kč stoj́ı záručńı oprava, je-li vadný. Můžeme
však použ́ıt kondenzátor kvalitněǰśı, který stoj́ı 6Kč, za nějž výrobce nese záruku v tom
smyslu, že uhrad́ı náklady na opravu, je-li kondenzátor vadný. Můžeme si také zvolit
mimořádně kvalitńı kondenzátor, který stoj́ı 10Kč, za nějž výrobce ruč́ı tak, že v př́ıpadě,
že je vadný, nejen uhrad́ı záručńı opravu, ale ještě vrát́ı částku za jeho nákup.

Tuto reálnou rozhodovaćı situaci můžeme popsat maticovou hrou. Prvńı hráč má tři
možné strategie a sice koupit normálńı, lepš́ı nebo nejkvalitněǰśı kondenzátor. Druhý hráč
- př́ıroda - rozhodne o tom, zda bude kondenzátor dobrý či vadný. Výplatńı matice této
hry je v následuj́ıćı tabulce
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Př́ıroda
Kondenzátor Kondenzátor
dobrý špatný

Koupě normálńıho kondenzátoru -1 -10

Koupě kvalitněǰśıho kondenzátoru -6 -6

Koupě nejkvalitněǰśıho kond. -10 0

Prvky výplatńı matice A jsou vydáńı, maj́ı záporné znaménko, nebot’ prvńı hráč podle
konvence voĺı řádky a maximalizuje výhru - tedy minimalizuje vydáńı.

Matice A nesplňuje podmı́nku nezápornosti prvk̊u a proto ji uprav́ıme tak, že ke
každému jej́ımu prvku přičteme +10. Úloha lineárńıho programováńı, odpov́ıdaj́ıćı smı́̌se-
nému rozš́ı̌reńı maticové hry, je potom

max

y1 + y2 :
9y1 ≤ 1
4y1 + 4y2 ≤ 1

10y2 ≤ 1
; yi ≥ 0


Řešeńı provedeme simplexovým algoritmem. Uvedeme zde pouze řešeńı. Řešeńı primárńı
úlohy je y1 = 1/9, y2 = 1/10. Cena upravené hry je tedy γ = 1/(y1 + y2) = 90/19. Cena
p̊uvodńı hry je potom

J(u∗,v∗) =
90

19
− 10 = −100

19
= −5, 26

Optimálńı strategie druhého hráče je

v∗ = [γy1 , γy2]
T = [10/19 9/19]T

Optimálńı strategie prvńıho hráče je

u∗ = [γx1 , γx2 , γx3]
T = [10/19 0 9/19]T

Opět zde plat́ı, že druhý hráč - přiroda - neńı inteligentńı protihráč a proto tento model
situace neńı zcela přesný.

Rozmysleme si, jak v praxi realizovat smı́̌sené strategie. Je třeba si zvolit nějaký
náhodový mechanismus, který generuje č́ısla se stejnou pravděpodobnost́ı jako jsou pravdě-
podobnosti smı́̌sených strategíı. Při realizaci náhodného pokusu dostaneme řešeńı.

Mějme např́ıklad smı́̌sené strategie rovné u∗ = [1/6, 1/3, 1/2]. Náhodný generátor,
který generuje výstupy s pravděpodobnostmi 1/6, 1/3 a 1/2 můžeme realizovat např́ıklad
náhodným pohledem na vteřinovou ručičku hodinek. Pokud bude ukazatel v poloze 0 až
10s - voĺıme prvńı strategii, bude-li v poloze 10s až 30s = voĺıme druhou strategii a bude-li
konečně ukazatel v poloze 30s až 60s = zvoĺıme třet́ı strategii.
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Je zřejmé, že pesimisticky založeńı hráči nebudou cht́ıt své rozhodnut́ı svěřit nějakému
náhodovému mechanismu. Náhodový mechanismus může zvolit strategii značně nevýhod-
nou, maj́ıćı třeba malou pravděpodobnost. Nic nám nepomůže útěcha, že toto rozhodnut́ı
je objektivně nejlepš́ı a při opakovaných pokusech by se jeho výhoda projevila.

V tom je ošidnost celého pojet́ı pravděpodobnosti. Vı́me, že pravděpodobnost pádu
tašky se střechy domu je velmi malá. Znalost této pravděpodobnosti nám ale v̊ubec
nepomůže, když konkrétně na nás ta taška spadne.

5.2 Rozhodováńı při riziku a neurčitosti

Nyńı budeme předpokládat, že pouze jeden (podle konvence prvńı) účastńık konfliktu je
inteligentńı. Druhý je lhostejný ke své výhře a voĺı své strategie náhodně.

K popisu takové konfliktńı situace použijeme hry dvou hráč̊u v normálńım tvaru.
Výplatńı funkce druhého hráče nemuśıme uvažovat, nebot’ on je lhostejný ke své výhře a
jeho výplatńı funkce nemá na jeho rozhodováńı vliv.

Druhý hráč se rozhoduje tak, že voĺı své strategie v náhodně podle nějakého rozložeńı
pravděpodobnosti p(v) na množině V. Chováńı prvńıho hráče záviśı na tom, zda rozložeńı
p(v) zná či nezná. Zná-li prvńı hráč rozložeńı p(v), jedná se o rozhodovánáńı při riziku,
nezná-li prvńı hráč rozložeńı p(v), jedná se o rozhodováńı při neurčitosti.

5.2.1 Rozhodováńı při riziku

Při rozhodováńı s rizikem spočteme pro každou strategii u prvńıho hráče středńı hodnotu
výhry

E(u) =
∫
V
J(u,v)p(v)dv (5.24)

Strategie prvńıho hráče je optimálńı, když je středńı hodnota výhry maximálńı

u∗ = arg max
u∈U

E(u) (5.25)

Jedná-li se o konečnou hru s matićı hry A, pak, voĺı-li druhý hráč sloupec j s pravdě-
podobnost́ı pj, voĺı prvńı hráč takovou strategii i∗, pro kterou je středńı hodnota výhry
maximálńı. Plat́ı tedy

i∗ = arg max
i

n∑
j=1

ai,jpj (5.26)

Každou výhru ve sloupci násob́ım pravděpodobnost́ı pj př́ıslušného sloupce a prvńı hráč
voĺı takovou strategii (takový řádek), pro kterou je řádkový součet takto vyvážených
prvk̊u maximálńı.

5.2.2 Rozhodováńı při neurčitosti

V př́ıpadě neurčitosti vznikaj́ı obt́ıže s t́ım, jak definovat optimálńı strategie. Neexis-
tuje jediná volba optimálńı strategie, existuj́ı r̊uzné definice optimálńı strategie, které se
nazývaj́ı principy. Uvedeme některé z nich.
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Princip minimaxu
Pesimisticky založeńı hráči voĺı takovou strategii, aby se zajistili proti nejhorš́ımu př́ıpadu.
Podle principu minimaxu voĺıme tedy takovou strategii, abychom si zajistili dolńı cenu
hry. Voĺıme tedy i∗ takové, aby

i∗ = arg max
i

min
j
ai,j

U her se sedlovým bodem je to samozřejmě optimálńı řešeńı.

Princip nedostatečné evidence
Neznáme-li jak druhý hráč voĺı své strategie, můžeme předpokládat, že všechny strategie
druhého hráče jsou rovnocenné, voĺı je tedy se stejnou pravděpodobnost́ı.

Je-li množina V nekonečná, pak předpokládáme u druhého hráče rozložeńı s nejmenš́ım
obsahem informace. Je-li množina V interval, pak rozložeńı s nejmenš́ım obsahem infor-
mace je rovnoměrné rozložeńı. Je-li množina V interval [γ , ∞), pak rozložeńı s nejmenš́ım
obsahem informace neexistuje. Předpokládáme-li znalost středńı hodnoty µ daného ro-
zložeńı, pak rozložeńı s nejmenš́ım obsahem informace je exponencielńı rozložeńı. Je-li
konečně množina V = E1, pak pro existenci rozložeńı s nejmenš́ım obsahem informace
muśıme předpokládat znalost rozptylu a středńı hodnoty rozložeńı. Potom rozložeńı s
nejmenš́ım obsahem informace je normálńı rozložeńı N (µ, σ2).

Předpokládáme-li znalost rozložeńı, problém se změńı na rozhodováńı při riziku. Pro
konečné hry stanov́ıme optimálńı strategii i∗ jednoduše tak, že sečteme všechny prvky v
řádćıch matice A a vybereme jako optimálńı ten řádek, v němž je tento součet maximálńı

i∗ = arg max
i

n∑
j=1

ai,j

Princip minimaxu ztráty
Zde jako optimálńı voĺıme to rozhodnut́ı. které nás zajǐst’uje proti velkým ztrátám ve
srovnáńı s rozhodnut́ım, které bychom učinili při znalosti ryźı strategie druhého hráče.

Definujeme si funkci ztrát Z(u,v)

Z(u,v) = J(u,v)−max
u

J(u,v)

a optimálńı strategie je taková strategie u∗, pro ńıž je maximálńı výraz minv Z(u,v).

U konečných her mı́sto funkce ztrát poč́ıtáme ztrátovou matici Z s prvky zi,j

zi,j = ai,j −max
k

ak,j

Optimálńı je taková strategie i∗, která maximalizuje řádková minima matice ztrát. Za-
jist́ıme si tak dolńı cenu hry s matićı hry Z(u,v).

Použit́ı tohoto principu nás chráńı proti námitkám těch, kteř́ı ”jsou po bitvě generály”.

Princip ukazatele optimismu
Podle tohoto principu vypočteme funkce

M(u) = max
v∈V

J(u,v)

m(u) = min
v∈V

J(u,v)
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a voĺıme ukazatel optimismu α ∈ [0 , 1] prvńıho hráče. Optimálńı strategie u∗ podle
tohoto principu maximalizuje výraz

P (u) = αM(u) + (1− α)m(u)

Pro α = 0 je tento princip totožný s principem minimaxu - zajist́ıme si dolńı cenu hry.
Pro α = 1 voĺıme takovou strategii, v jej́ımž řádku je maximálńı prvek matice hry. Riziko
již zde splývá s hazardem.

Pro konečné hry voĺıme strategii i∗ pro kterou je maximálńı výraz

α max
j
ai,j + (1− α) min

j
ai,j.

Př́ıklad : Mějme hru s výplatńı matićı

A =

 1 4 3
5 8 0
4 0 6


Spočteme strategie podle r̊uzných princip̊u.
Podle principu minimaxu urč́ıme dolńı cenu hry, která je rovná 1 a odpov́ıdaj́ıćı strategie
je i∗ = 1. Podle principu nedostatečné evidence je součet prvk̊u v řádku maximálńı v
druhém řádku, proto i∗ = 2.

Pro určeńı strategie podle minimaxu ztráty sestroj́ıme ztrátovou matici Z tak, že v
každém sloupci nalezneme maximálńı prvek a ten odečteme od všech prvk̊u ve sloupci,
pak

ψi

Z =

 −4 −4 −3
0 0 −6
−1 −8 0

 (−4)
(−6)
(−8)

Řádková minima matice Z jsou vynesena v závorce vedle matice Z. Maximum z řádkových
minim je zřejmě (−4) a nastane při volbě strategie i∗ = 1.

Nyńı urč́ıme strategii podle principu ukazatele optimismu. Ověřte, že pro hru s výplatńı
matićı podle tohoto př́ıkladu je funkce P (u) určena vztahy

P (1) = 3α+ 1; P (2) = 8α; P (3) = 6α

Pro α = 0 je optimum podle ukazatele optimismu i∗ = 1 a pro α = 1 je i∗ = 2, protože v
druhém řádku lež́ı maximálńı prvek. Strategii i∗ = 2 budeme volit pro α ≥ 1/5.

Př́ıklad: Volba léku.
Pacient má jedno z pěti možných virových onemocněńı. Lékař má k dispozici tři druhy
lék̊u, jejichž léčebné účinky jsou závislé na tom, kterou nemoc má pacient. Prvńı lék
zaručuje z 50% zdoláńı prvńıch čtyř nemoćı. Druhý lék bezpečně léč́ı prvńı druh onemocněńı.
Třet́ı lék nič́ı v 50% viry při druhém onemocněńı a zaručeně zdolá pátý druh nemoci.
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Situaci poṕı̌seme maticovou hrou - strategíı lékaře je volba jednoho ze tř́ı lék̊u a př́ıroda
voĺı jeden z pěti druh̊u onemocněńı. Výplatńı matice je v následuj́ıćı tabulce

onemocněńı (minima řádek)
1 2 3 4 5

lék
1
2
3

 50 50 50 50 0
100 0 0 0 0
0 50 0 0 100

 (0)
(0)
(0)

(max. sloupc̊u) (100) (50) (50) (50) (100)

Hra zřejmě nemá sedlový bod. Považujeme-li hru za antagonistický konflikt dvou in-
teligentńıch hráč̊u, je optimálńı řešeńı ve smı́̌sených strategíıch u∗ = [2/3, 0, 1/3]T .
Cena hry je γ = 33%. Pokud nemáme žádné informace o pravděpodobnosti výskytu
onemocněńı, voĺı lékař s pravděpodobnost́ı 2/3 prvńı lék a s pravděpodobnost́ı 1/3 třet́ı
lék. Druhý lék nepoužije v̊ubec. Potom má naději 33%, že jeho léčba bude úspěšná.

Př́ıroda jako druhý hráč ale neńı škodolibá, nevoĺı své strategie tak, aby nejv́ıce
poškodila protivńıka. Předpokládejme, že jsou známé pravděpodobnosti výskytu jed-
notlivých onemocněńı, které necht’ jsou po řadě rovny

1

14
;

3

14
;

3

14
;

2

14
;

5

14

Nyńı se tedy jedná o hru s rizikem. Při použit́ı prvńıho léku je pravděpodobnost úspěchu

50
1

14
+ 50

3

14
+ 50

3

14
+ 50

2

14
+ 0

5

14
= 50

9

14
= 32, 1%

Pro druhý lék je pravděpodobnost úspěchu obdobně 100 1
14

a pro třet́ı lék je pravděpodob-
nost úspěchu

50
3

14
+ 100

5

14
= 50

13

14
= 48%

Největš́ı naději na úspěch je při použit́ı třet́ı strategie - úspěch bude ve 48% př́ıpad̊u.

Budou-li se nemoci vyskytovat s uvedenými pravděpodobnostmi, ale lékař bude volit
své strategie podle smı́̌seného rozš́ı̌reńı hry, pak hodnota hry bude pouze

p1 50
9

14
+ p3 50

13

14
= 37%

Spočtěte strategie podle r̊uzných princip̊u při hře s neurčitost́ı.

5.3 Neantagonistický konflikt dvou hráč̊u

Častěǰśı než konflikty s protich̊udnými zájmy jsou konflikty, v nichž si každý účastńık
sleduje své vlastńı zájmy.

Matematickým modelem takového konfliktu je hra dvou hráč̊u s nekonstantńım souč-
tem určená množinami (5.3). Zde je již obt́ıžné a nejednoznačné definovat optimálńı strate-
gii.

Uvažujme např́ıklad spor dvou podnik̊u. Jejich možné akce jsou:
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1. Žalovat druhý podnik - tuto strategii označ́ıme Z.

2. Nab́ıdnout druhému podniku spojeńı v jedinou organizaci - strategie S.

3. Navrhnout druhému podniku ústupek - strategie U.

Výplatńı dvojmatice hry s nekonstantńım součtem je následuj́ıćı

Z S U

1
Z
S
U

 −1; −1 9; −10 9; −10
−10; 9 −5; 100 0; 0
−10; 9 0; 0 5; 5


V pr̊useč́ıku strategíı je dvojč́ısĺı, na prvńım mı́stě je výplata prvńıho hráče J1(u,v) (ten
voĺı řádky) a na druhém mı́stě je výplata druhého hráče J2(u,v).

Z výplatńı funkce je zřejmé, že žaluje-li jeden podnik druhý, źıská pro sebe výhodu.
Oboustranná žaloba neńı výhodná pro žádný podnik a spojeńı je výhodné pro druhý
podnik.

Pro nalezeńı optimálńı strategie muśıme před zahájeńım hry vědět, jaké jsou možnosti
dohody s protivńıkem.

Nelze-li uzavř́ıt žádnou dohodu, budou volit hráči nejsṕı̌se strategie (Z,Z), nebot’

jednostranná odchylka každého hráče od této strategie zmenš́ı jeho výhru.

Existuje-li možnost uzavř́ıt závaznou dohodu, bude výhodné, voĺı-li hráči strategii
(S, S). Jejich společná výhra bude 100 − 5 = 95. Druhý hráč ale muśı ze své výhry dát
prvńımu hráči kompenzaci za to, že mu k této výhře dopomohl. Problém, jak společnou
výhru rozdělit, skrývá v sobě daľśı konfliktńı situaci, kterou nutno vyřešit před hrańım
této hry.

Je-li možné uzavř́ıt dohodu o volbě strategíı, ale neńı možno přerozdělit výhry -
přerozděleńı by mělo formu úplatku, který neńı možno vymáhat ani předem vyplatit,
domluv́ı se hráči zřejmě na strategíıch (U,U).

Dostáváme tedy tři možnosti řešeńı neantagonistického konfliktu dvou účastńık̊u:

• nekooperativńı teorie

• kooperativńı teorie s přenosnou výhrou

• kooperativńı teorie s nepřenosnou výhrou

5.3.1 Nekooperativńı teorie

Za vyhovuj́ıćı strategii v tomto př́ıpadě voĺıme tu, jej́ıž jednostranné porušeńı poškod́ı
hráče, který ji porušil. Dvojici u,v nazýváme rovnovážné strategie. Pojem rovnovážné
strategie u her s nekonstantńım součtem je obdobný pojmu optimálńı strategie u antag-
onistických her.

Zde se ale může stát, že voĺı-li jeden hráč nerovnovážnou strategii, poškod́ı se sice,
ale druhého hráče poškod́ı v́ıce. Stupeň vynuceńı rovnovážného bodu je zde slabš́ı. Pot́ıže
nav́ıc vznikaj́ı, je-li rovnovážných bod̊u v́ıce než jeden. Některý může být výhodný pro
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jednoho hráče a jiný pro druhého. Jejich strategie se pak mohou sej́ıt mimo rovnovážný
bod.

Proto se zavád́ı pojem dominuj́ıćı rovnovážný bod, což je takový rovnovážný bod,
pro který neexistuje jiný rovnovážný bod, který je výhodněǰśı pro oba hráče. Podobně
záměnné rovnovážné body jsou takové rovnovážné body, u nichž záměna rovnovážných
strategíı u libovolného hráče neměńı cenu hry.

Je zřejmé, že volba rovnovážných strategíı je rozumná pouze tehdy, je-li jediný dominuj́ıćı
rovnovážný bod, nebo jsou-li všechny dominuj́ıćı rovnovážné body záměnné. Takový
rovnovážný bod nazýváme optimálńım rovnovážným bodem.

Neantagonistický konflikt dvou účastńık̊u s konečným počtem strategíı popisujeme
tzv. dvojmaticovou hrou. Strategie prvńıho hráče jsou U = {1, 2, . . . ,m} a druhého
hráče jsou V = {1, 2, . . . , n}. Výplatńı funkce prvńıho a druhého hráče jsou

J1(u,v) = ai,j, i ∈ U; J2(u,v) = bi,j, j ∈ V

Prvky ai,j, bi,j tvoř́ı výplatńı dvojmatici.

Nemá-li dvojmaticová hra rovnovážný bod, můžeme obdobně jako u obyčejné maticové
hry zavést smı́̌sené rozš́ı̌reńı dvojmaticové hry. Strategie ui resp. vj jsou pravděpodobnosti
volby strategíı prvńıho a druhého hráče. Výplatńı funkce jsou J1(u,v) = uTAv resp.
J2(u,v) = uTBv, kde matice A resp. B maj́ı prvky ai,j resp. bi,j.

Smı́̌sené rozš́ı̌reńı každé dvojmaticové hry má řešeńı. Řešeńı smı́̌seného rozš́ı̌reńı dvo-
jmaticové hry vede na úlohu nelineárńıho (kvadratického) programováńı ve tvaru

max
{
xT (A + B)y − eTy − fTx : Ay ≤ e;BTx ≤ f ;x ≥ 0;y ≥ 0

}
(5.27)

kde vektory e, f jsou jednotkové vektory kompatibilńıch rozměr̊u. Optimálńı strategie
jsou rovny

u∗ =
x∗∑
x∗i

; v∗ =
y∗∑
yj

(5.28)

Matice A i B muśı mı́t opět kladné prvky, pokud je nemaj́ı, uprav́ıme je tak, že přičteme
k matici A nebo B libovolné kladné č́ıslo. Přitom v předchoźı úloze nelineárńıho pro-
gramováńı plat́ı, že jej́ı maximum je rovno nule.

Př́ıklad: Problém prestiže
Při jednáńı o nějakém problému je často d̊uležitěǰśı otázka prestiže účastńık̊u. Každý z
účastńık̊u může projevit bud’ neústupnost nebo ústupnost. Jednostranná ústupnost vede
ke ztrátě prestiže, oboustranná neústupnost vede k d̊usledk̊um nepř́ıznivým pro oba hráče.
Modelem tohoto konfliktu je dvojmaticová hra, viz následuj́ıćı tabulka

2
U N

1
U
N

[
0 ; 0 −10 ; 10

10 ; −10 −100 ; −100

]

kde U a N jsou dvě možné strategie každého hráče, znač́ıćı ústupnost a neústupnost.

Rovnovážné body jsou dva a to strategie (U, N) nebo (N, U). Pro prvńıho hráče je
výhodněǰśı druhý rovnovážný bod (při něm on voĺı neústupnost) a pro druhého hráče je
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výhodněǰśı prvńı rovnovážný bod (při něm on voĺı také neústupnost). Při tom neústupnost
obou hráč̊u konč́ı nepř́ıznivě pro oba. Hra by měla rozumné řešeńı, kdyby ústupnost byla
hodnocena výše než zisk prestiže.

Podobný př́ıpad existuje při uzav́ıráńı dohod. Jestliže existuje možnost źıskat výhodu
jednostranným porušeńım dohody, má konflikt řešeńı porušit dohodu pro obě strany, což
je ve svých d̊usledćıch nevýhodné pro oba. Dohodu, jej́ıž porušeńı přináš́ı výhodu pro
toho, kdo ji porušil, je tedy lépe neuzav́ırat.

Př́ıklad: Vězňovo dilema
Dva spolupachatelé maj́ı možnost přiznáńı (P ), nebo zapřeńı (Z) své viny. Jednostranné
zaṕıráńı by mohlo obviněnému značně uškodit. Jednostranné přiznáńı přináš́ı výhodu
tomu, kdo se přiznal, a proto se přiznaj́ı oba. Navrhněte oceněńı v této dvojmaticové hře
tak, aby hra měla bud’ jediný rovnovážný bod (P, P ), nebo dva rovnovážné body (Z, Z)
a (P, P ).

5.3.2 Kooperativńı teorie - přenosná výhra

Uvažujme nyńı neantagonistický konflikt, v němž je možné uzav́ırat závazné smlouvy o
volbě strategíı i o přerozděleńı výhry. V těchto hrách muśıme vyřešit tři problémy:

• Kdy má smysl smlouvu uzav́ırat

• Jaké volit potom strategie

• Jak rozdělit výhru

Odpověd’ na prvńı dva problémy je jednoduchá. Smlouvu má smysl uzavř́ıt, źıskaj́ı-li hráči
spolupraćı v́ıce než při samostatném rozhodováńı.

Každý hráč si spočte svoji zaručenou výhru (dolńı cenu hry). Pro prvńıho hráče je to
výhra, kterou označ́ıme Ju a pro druhého hráče je to výhra, kterou označ́ıme Jv, pak

Ju = max
u

min
v
J1(u,v), Jv = max

v
min

u
J2(u,v)

Hráči si spočtou zisk, budou-li spolupracovat, který je zřejmě roven

Js = max
u,v

[J1(u,v) + J2(u,v)]

Je zřejmé, že má význam uzav́ırat dohodu pouze tehdy, je-li Js > Ju + Jv. Hráči si pak
zajist́ı minimálńı výhru a ještě mohou něco źıskat z přebytku.

Ř́ıkáme, že hra je podstatná, plat́ı-li Js > Ju + Jv, je-li Js = Ju + Jv, pak je hra
nepodstatná a v tom př́ıpadě nemá smysl uzav́ırat dohody. Opačná nerovnost neńı možná,
ověřte. Při podstatné hře voĺı hráči strategie ui, vj, zajǐst’uj́ıćı společnou maximálńı výhru.

Problém, jak rozdělit výhru, neńı již tak jednoduchý a jednoznačný. Označme a1

částku, kterou dostane prvńı hráč, a2 je pak částka, kterou dostane druhý hráč. Dvojice
(a1, a2) je rozděleńı. Přijatelná omezeńı jsou zřejmě omezena vztahy

a1 + a2 = Js, a1 ≥ Ju, a2 ≥ Jv
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Omezeńı vyplývaj́ı z toho, že dělit se může pouze společná výhra, přičemž každý hráč chce
źıskat nejméně tolik, kolik je jeho zaručená výhra. Množinu rozděleńı (a1, a2) splňuj́ıćı
předchoźı vztahy nazýváme jádrem hry. Uvedeme si některá možná rozděleńı.

Tzv. charitativńı rozděleńı

a1 =
Js

2
, a2 =

Js

2

je často nepřijatelné a mnohdy neńı ani jádrem hry.

Spravedlivé rozděleńı je takové rozděleńı, kdy se výhry rozděĺı v poměru př́ınosu
obou hráč̊u

a1 : a2 = (Js − Jv) : (Js − Ju)

Optimálńı rozděleńı můžeme definovat jako rozděleńı (a∗1, a
∗
2), kde a∗1, a

∗
2 jsou

souřadnice těžǐstě jádra. Př́ıpadně uspořádáme náhodný pokus, v němž na jádře zvoĺıme
rovnoměrné rozděleńı. Středńı hodnota tohoto rozděleńı určuje těžǐstě jádra a t́ım op-
timálńı rozděleńı. Plat́ı

a∗1 = Ju +
1

2
(Js − Ju − Jv)

a∗2 = Jv +
1

2
(Js − Ju − Jv)) (5.29)

Hráči si při optimálńım rozděleńı ponechaj́ı zaručenou výhru a o zbytek se rozděĺı rovným
d́ılem.

Rozděleńı společné výhry neńı tedy jednoznačné. Všechny naše úvahy zde vycházely ze
zaručených výher Ju a Jv. Někdy ale neńı opodstatněný ani předpoklad zaručené výhry.
Např́ıklad jednoduchá dvojmaticová hra s výplatńı dvojmatićı

[0 , −1000 ; 10 , 2]

má zřejmě Ju = 0 , Jv = 2; Js = 12; a∗1 = 5 , a∗2 = 7. Těžko druhý hráč (voĺıćı sloupce)
přinut́ı prvńıho hráče, aby mu ze společné výhry něco dal, nebot’ pohr̊užka volby prvńı
strategie (prvńıho sloupce) u druhého hráče znamená předevš́ım pro něj katastrofu.

5.3.3 Kooperativńı teorie - nepřenosná výhra

Hráči zde mohou spolupracovat v tom smyslu, že mohou uzav́ırat závazné smlouvy o volbě
strategie, ale nikoliv o přerozděleńı společné výhry. Spolupráce je legálńı, přenos výhry
má povahu úplatku. Z̊ustávaj́ı zde tedy pouze dva problémy

• Kdy má smysl uzav́ırat smlouvu o volbě strategíı.

• Jaké strategie potom volit.

Dohodu o volbě strategíı má smysl uzav́ırat, je-li alespoň pro jednoho hráče výhra v
př́ıpadě dohody vyšš́ı než zaručená. Dosažitelné rozděleńı je dvojice (a1 , a2), pro
kterou plat́ı

a1 = J1(u,v), a2 = J2(u,v) pro některé u ∈ U, v ∈ V

a1 ≥ Ju; a2 ≥ Jv (5.30)
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kde Ju a Jv jsou dolńı ceny hry obou hráč̊u. Dohodu je tedy výhodné uzavř́ıt, je-li

(a1 , a2) 6= (Ju , Jv)

Množinu dosažitelných rozděleńı můžeme dále zúžit zavedeńım tzv. paretovského rozdě-
leńı. Jde o takové dosažitelné rozděleńı a = (a1 , a2), že neexistuje jiné dosažitelné
rozděleńı, v němž by jeden hráč źıskal v́ıce a druhý netratil. Množinu paretovského
rozděleńı označ́ıme P .

Abychom nalezli jediné rozděleńı, které bychom mohli označit za optimálńı, budeme
hledat rozděleńı, které je nejbližš́ı ke středńı hodnotě paretovských rozděleńı. Necht’ tedy
b = (b1 , b2) je středńı hodnota rovnoměrného rozložeńı pravděpodobnosti na P (je-li P
ohraničená množina). Rozděleńı a∗ = (a∗1 , a

∗
2) nazveme optimálńım rozděleńım, jestliže

‖a∗ , b‖ = min
P
‖a , b‖ (5.31)

Př́ıklad : V tomto jednoduchém př́ıkladu ukážeme, jaké r̊uzné výsledky daj́ı řešeńı
neantagonistického konfliktu dvou hráč̊u. Uvažujme konečnou dvojmaticovou hru s výplatńı
dvojmatićı

(j)

(i)

 6 ; 10 8 ; 5 4 ; 2
1 ; 3 5 ; 6 6 ; 6
0 ; 0 15 ; 4 5 ; 5


Podle nekooperativńı teorie nalezneme nejprve všechny rovnovážné body. Jsou to
zřejmě body (i , j) o souřadnićıch (1 , 1) a (2 , 3) s výhrami (6 , 10) a (6 , 6).
Prvńı z nich je sice výhodněǰśı pro druhého hráče, ale neńı dominuj́ıćı. Proto neexis-
tuje optimálńı rovnovážný bod. Pokud druhý hráč voĺı strategii j = 1, aby dosáhl pro
něho výhodněǰśı rovnovážný bod, ale prvńı hráč voĺı strategii i = 2 nutnou pro dosažeńı
druhého rovnovážného bodu, pak jejich výhra je (1 , 3), což je nevýhodné pro oba. Hra
při nekooperativńı teorii nemá řešeńı.

Podle kooperativńı teorie s přenosnou výhrou nalezneme nejprve zaručené výhry
obou hráč̊u (dolńı ceny her obou hráč̊u). Zřejmě plat́ı Ju = 4, Jv = 4. Při spolupráci źıskaj́ı
největš́ı společnou výhru Js = 19. Spolupráce je tedy výhodná, optimálńı strategie je pak
(i∗ , j∗) = (3 , 2) a optimálńı rozděleńı společné výhry je podle (5.29) zřejmě a∗1 = 9.5,
a∗2 = 9.5.

Při kooperaci a nepřenosné výhře urč́ıme nejprve množinu dosažitelných rozděleńı.
Jsou to zřejmě rozděleńı s výhrami (6 , 10); (8 , 5); (5 , 6); (6 , 6); (5 , 5); (15 , 4),
tedy s výhrami alespoň (Ju , Jv) = (4 , 4). Dohodu je tedy výhodné uzavř́ıt. Paretovská
rozděleńı jsou potom rozděleńı (6 , 10); (8 , 5); (15 , 4). Středńı hodnota paretovských
rozděleńı je

b =
(

1

3
(6 + 8 + 15) ;

1

3
(10 + 5 + 4)

)
= (9.6 ; 6.3)

Nejbližš́ı rozděleńı ke středńı hodnotě je rozděleńı (8 ; 5), které je tedy optimálńım
rozděleńım a jemu odpov́ıdá optimálńı strategie (i∗ , j∗) = (1 , 2). 2

Z tohoto jednoduchého př́ıkladu je zřejmé, že druhý hráč vlastně uzav́ıráńım dohod
źıskal méně, źıskal pouze o jednotku v́ıce než je jeho dolńı cena hry. Naopak prvńı hráč
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źıskal uzavřeńım dohody o čtyři v́ıce než je jeho dolńı cena hry. Je to zp̊usobeno vysokou
výhrou prvńıho hráče při strategii (i , j) = (3 , 2).

Vid́ıme tedy, že volba optimálńı strategie v neantagonistickém konfliktu má silný sub-
jektivńı motiv. Je zřejmé, že složitěǰśı než źıskat řešeńı hry, je správné sestavit matemat-
ický model konfliktu. Tyto úvahy úst́ı v tzv. teorii užitku či teorii rizika. Zde se těmito
zaj́ımavými problémy nebudeme zabývat.

5.4 Př́ıklady

1. Řešte graficky úlohu smı́̌seného rozš́ı̌reńı maticové hry s matićı hry A rozměru 2×n.
Jak poznáme z grafického řešeńı, že hra má sedlový bod?

2. Plat́ı vždy pro cenu hry při smı́̌seném rozš́ı̌reńı

Cena hry > Dolńı cena hry

Cena hry < Horńı cena hry

Cena hry =
1

2
(Dolńı cena hry + Horńı cena hry)

3. V kterém kroku odvozeńı algoritmu na řešeńı smı́̌seného rozš́ı̌reńı maticové hry
pomoćı lineárńıho programováńı je nutný předpoklad nezápornosti prvk̊u matice
hry A?

4. Rozděleńı náklad̊u na propagaci.
Dva výrobci - hráči 1 a 2 - se zaj́ımaj́ı o dva trhy A, B. Na trhu A lze źıskat
zakázky se ziskem 150 jednotek. Na trhu B lze źıskat zakázky se ziskem 90 jednotek.
Každý výrobce má prostředky bud’ na velkou propagaci na jednom trhu nebo malou
propagaci na obou trźıch. Každý hráč má tedy možnost volit jednu ze tř́ı strategíı -
velká propagace na trhu A, velká propagace na trhu B, nebo konečně malá propagace
na obou trźıch.

Zakázky a t́ım i zisk se děĺı podle následuj́ıćıch pravidel:
a) Vede-li na určitém trhu propagaci pouze jeden výrobce, źıská celou zakázku.
b) Vedou-li oba výrobci na určitém trhu stejnou propagaci nebo žádnou, źıskaj́ı
polovinu zakázek.
c) Vede-li jeden výrobce na určitém trhu velkou propagaci a druhý propagaci malou,
źıská prvńı výrobce dvě třetiny zakázek a druhý pouze jednu třetinu zakázek.

Sestavte matici hry a řešte ji. Jak je třeba změnit pravidla hry, aby hra neměla
sedlový bod? Jeden výrobce voĺı pouze velké propagace, ale nev́ıme, na kterém
trhu. Jak této informace může využ́ıt druhý hráč?

5. Př́ıprava na zkoušku:
Student se může připravit na zkoušku velmi d̊ukladně, normálně, nebo v̊ubec nes-
tudovat. Při tom nev́ı, zda zkoušej́ıćı bude př́ısný nebo ne a zda bude mı́t čas na
podrobnou zkoušku či ne. Sestavte hru, zvolte oceněńı jednotlivých strategíı a řešte
ji jako hru dvou inteligentńıch hráč̊u nebo jako hru s rizikem a neurčitost́ı.
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6. Při řešeńı smı́̌seného rozš́ı̌reńı maticové hry můžeme někdy některý sloupec či řádek
ve výplatńı matici vypustit, protože u něho vždy vyjde nulová pravděpodobnost
volby. Jaké vlastnosti muśı mı́t př́ıslušný sloupec či řádek?

7. Rozmyslete si algoritmus nalezeńı všech rovnovážných strategíı ve dvojmaticové hře.
Jak z nich vybereme dominuj́ıćı a záměnné rovnovážné body? Jak urč́ıme optimálńı
rovnovážné body?



Kapitola 6

Numerické metody

V této kapitole uvedeme některé numerické metody řešeńı problémů nelineárńıho pro-
gramováńı. Všechny metody jsou založeny na iteračńıch postupech (algoritmech). Proto
si nejprve stručně zavedeme potřebné pojmy a tvrzeńı.

6.1 Algoritmy a jejich konvergence

Definice:
Algoritmus P je zobrazeńı definované na prostoru X, které každému bodu x ∈ X
přiřazuje podmnožinu z X. 2

Nemuśı to tedy být zobrazeńı bodu na bod, ale bodu na množinu. Algoritmus generuje
posloupnost bod̊u xk ∈ X tak, že z podmnožiny P(xk) vybere libovolný bod xk+1. Potom,
je-li dán počátečńı bod x0, algoritmus generuje posloupnost

xk+1 ∈ P(xk)

Obvykle numerickými metodami hledáme minimum t. zv. hodnot́ıćı funkce. Hodnot́ıćı
funkce je často př́ımo kritérium f(x), nebo třeba norma gradientu |gradf(x)|. Algoritmus
obvykle zajǐst’uje v každé iteraci pokles hodnot́ıćı funkce.

Zobecněńı pojmu spojitosti při zobrazeńı bodu na bod je pojem uzavřeného zobrazeńı.

Definice:
Uzavřené zobrazeńı: Zobrazeńı P bodu x ∈ X na množinu y ⊂ X je uzavřené v bodě
x ∈ X, jestlǐze z předpokladu

xk −→ x; xk ∈ X, yk −→ y; yk ∈ P(xk)

plyne
y ∈ P(x).

Zobrazeńı P je uzavřené, je-li uzavřené v libovolném bodě x ∈ X. 2

Při zobrazeńı bodu na bod vyplývá uzavřenost zobrazeńı ze spojitosti, to znamená, že
pro xk+1 = P(xk) a plat́ı-li xk −→ x, pak P(xk) −→ P(x).

Mějme tedy množinu řešeńı Γ naš́ı úlohy nelineárńıho programováńı, posloupnost bod̊u
xk je generována algoritmem xk+1 ∈ P(xk), při čemž každý bod ostře snižuje hodnot́ıćı
funkci tak dlouho, až dosáhneme Γ. Potom můžeme vyslovit následuj́ıćı větu:

85
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Věta o globálńı konvergenci:
Necht’ P je algoritmus na X, dále předpokládáme, že je generována posloupnost {xk}∞k=0

předpisem xk+1 = P(xk). Je dána množina řešeńı Γ ⊂ X a předpokládáme, že

1. všechna xk jsou obsažena v kompaktńı množině S ⊂ X

2. existuje spojitá hodnot́ıćı funkce Z na X, že pro

x 6∈ Γ, pak Z(y) < Z(x), ∀ y ∈ P(x)

x ∈ Γ, pak Z(y) ≤ Z(x), ∀ y ∈ P(x)

3. Zobrazeńı je uzavřené pro všechny body mimo Γ

Potom limita libovolné konvergentńı posloupnosti {xk} je řešeńı. 2

Poznámka: Mnoho složitých algoritmů je složeno z několika jednodušš́ıch algoritmů,
které definuj́ı uzavřené zobrazeńı. Je možno dokázat, že algoritmus složený z řady jednodušš́ıch
uzavřených algoritmů je také uzavřený.

Globálńı konvergence nezaručuje nalezeńı globálńıho řešeńı našeho problému. Většina
algoritmů nalezne pouze lokálńı řešeńı, které je rovno globálńımu řešeńı pouze tehdy,
jsou-li splněny daľśı předpoklady, které se nejčastěji týkaj́ı konvexnosti problému.

2

Konvergence iteračńıch výpočetńıch postup̊u

Optimálńı řešeńı budeme značit s hvězdičkou - tedy x∗, λ∗ a pod.

Iteračńı postup je konečný, jestliže po konečném počtu krok̊u K plat́ı

x∗ = P(xK)

Iteračńı postup je nekonečný, je-li x∗ = limk→∞ xk.

Konvergenci iteračńıch algoritmů zaručuje věta o pevném bodě, která ale vyžaduje,
aby zobrazeńı definované algoritmem P bylo kontrahuj́ıćı zobrazeńı. Uvedeme si tedy
potřebná tvrzeńı.

Definice:
Necht’ S je podmnožina normovaného prostoru X a necht’ P je zobrazeńı S na S. Pak P
je kontrahuj́ıćı zobrazeńı, jestlǐze existuje α, 0 ≤ α < 1 takové, že

‖ P(x1)− P(x2) ‖ ≤ α ‖ x1 − x2 ‖ ∀x1, x2 ∈ S.

2

Věta o pevném bodě:
Je-li P kontrahuj́ıćı zobrazeńı na uzavřené množině S, pak existuje jediný vektor x∗ ∈ S
splňuj́ıćı x∗ = P(x∗). Dále x∗ lze źıskat metodou postupných aproximaćı (algoritmem P),
začneme-li z libovolného bodu x0 ∈ S. 2
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Často nás v́ıce než vlastńı konvergence zaj́ımá, jak rychle se iteračńım postupem
bĺıž́ıme k řešeńı. Rychlost konvergence vyjadřujeme tzv. řádem konvergence. Přitom
vzdálenost dvou bod̊u x a y můžeme hodnotit např. Eukleidovou metrikou

σ(x, y) =
n∑

i=1

(xi − yi)
2. (6.1)

kde xi, yi jsou ité složky vektoru x resp. y.

Definice:
Řád konvergence posloupnosti xk je roven supremu nezáporných č́ısel p ≥ 0, pro která
plat́ı

0 ≤ lim
k→∞

σ(xk+1, x∗)

[σ(xk, x∗)]p
< ∞ (6.2)

Při tom předpokládáme, že iteračńı postup je nekonečný. 2

Pokud p = 1 zavád́ıme jemněǰśı mı́ru konvergence.

Definice:
Jestlǐze

lim
k→∞

σ(xk+1, x∗)

σ(xk, x∗)
= α < 1 (6.3)

ř́ıkáme,̌ze posloupnost xk konverguje lineárně s poloměrem konvergence α. Pro α = 0
mluv́ıme o superlineárńı konvergenci.

2

V daľśıch odstavćıch pojednáme o vybraných numerických metodách nelineárńıho pro-
gramováńı.

Začneme metodami jednorozměrové optimalizace, to je optimalizace při jedné nezávisle
proměnné. Tyto metody se uplatńı i při mnoharozměrové optimalizaci, nebot’ v prostoru
vyšš́ı dimenze voĺıme směr hledáńı a optimalizace v daném směru je vlastně úloha jed-
norozměrového hledáńı.

Potom uvedeme několik metod optimalizace, které nevyuž́ıvaj́ı derivace hodnot́ıćı
funkce. Tyto metody jsou principielně jednoduché, jejich konvergence je mnohdy horš́ı.

Následovat budou vybrané metody nelineárńıho programováńı, nejprve bez omezeńı a
potom budeme diskutovat řešeńı optimalizačńıch problémů s omezeńım.

6.2 Jednorozměrová optimalizace

6.2.1 Fibonacciova metoda

Fibonacciova metoda řeš́ı problém nalezeńı extrému nějaké funkce f(x) jedné proměnné x
na daném intervalu. Budeme předpokládat, že daná funkce je na zvoleném intervalu uni-
modálńı, to znamená, že má na zvoleném intervalu jeden extrém - např. jedno minimum,
viz obr. 6.1.

Je dán počátečńı interval d1 nejistoty nezávisle proměnné, v ńıž hledané minimum lež́ı.
Naš́ım úkolen je co nejv́ıce zmenšit interval nejistoty, ve kterém lež́ı minimum funkce. Při-
tom máme k dispozici určitý počet pokus̊u (volbu bod̊u xi, i = 1, 2, . . . , N), ve kterých
zjǐst’ujeme hodnotu dané funkce.
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Obrázek 6.1: Unimodálńı funkce

Ukážeme, že interval nejistoty se v závislosti na počtu pokus̊u zmenšuje podle Fi-
bonacciho č́ısel.

Fibonacciho č́ısla Fi tvoř́ı posloupnost, která je popsaná rekurentńım vztahem

Fi = Fi−1 + Fi−2, (6.4)

kde F0 = F1 = 1. Uvažujme nejprve, že máme k dispozici pouze dva pokusy (N = 2), ve
kterých můžeme zjistit funkčńı hodnotu neznámé unimodálńı funkce. Abychom co nejv́ıce
zmenšili interval nejistoty, ve kterém lež́ı minimum této funkce, umı́st́ıme pokusy těsně
vedle sebe uprostřed daného intervalu - viz obr. 6.2 proN = 2. Body, ve kterých zjǐst’ujeme
hodnotu funkce, jsou v obr. 6.2 v rámečku. Je-li v bodě 2 hodnota funkce menš́ı než v

bodě 1 , pak minimum funkce zřejmě lež́ı v prvńı polovině intervalu. V opačné př́ıpadě
lež́ı v druhém intervalu. Interval nejistoty jsme tak zmenšili na polovinu pomoćı dvou
pokus̊u.
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Obrázek 6.2: Fibonacciho metoda

Pokud budeme mı́t k dispozici tři pokusy - viz obr. 6.2 pro N = 3, pak naše strategie
bude jiná. Prvńı dva pokusy - body 1 a 2 umı́st́ıme do 1

3
a 2

3
intervalu nejistoty . Pokud

v bodě 2 bude hodnota funkce menš́ı než v bodě 1 , pak minimum funkce zřejmě lež́ı
v prvńıch dvou třetinách intervalu nejistoty. Třet́ı pokus umı́st́ıme těsně vedle druhého a
je-li hodnota funkce v bodě 2 menš́ı než v bodě 3 , pak minimum zřejmě lež́ı v prvńı
třetině intervalu nejistoty.
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Pokud v bodě 2 bude hodnota funkce větš́ı než v bodě 1 , pak minimum funkce
zřejmě lež́ı v druhých dvou třetinách intervalu nejistoty. Třet́ı pokus potom umı́st́ıme
těsně vedle bodu 1 a pak můžeme rozhodnout, zda minimum funkce lež́ı v druhé nebo
třet́ı třetině intervalu nejistoty. T́ım jsme třemi pokusy zmenšili interval nejistoty na 1/3.

Máme-li k dispozici čtyři pokusy - viz obr. 6.2 pro N = 4, pak prvńı dva pokusy - body
1 a 2 - umı́st́ıme do 2

5
a 3

5
intervalu nejistoty . Je-li v bodě 2 hodnota funkce menš́ı než

v bodě 1 , pak minimum funkce zřejmě lež́ı v prvńıch třech pětinách intervalu nejistoty.

Třet́ı pokus umı́st́ıme pak do 1
5
. Pokud bude v bodě 3 hodnota funkce menš́ı než v bodě

2 , pak minimum funkce zřejmě lež́ı v prvńıch dvou pětinách intervalu nejistoty. Volbou

bodu 4 těsně vedle bodu 3 konečně zmenš́ıme interval nejistoty ještě na polovinu.
Minimálńı interval nejistoty bude tedy při čtyřech pokusech 1

5
p̊uvodńıho intervalu.

Označme tedy počátečńı interval nejistoty jako d1. Pak interval nejistoty poN pokusech
bude

dN =
1

FN

d1

kde FN je Fibonacciho č́ıslo.

Počátečńı interval nejistoty necht’ je interval [a, b]. Obecný algoritmus volby bod̊u, ve
kterých zjǐst’ujeme hodnotu funkce, je následuj́ıćı:

1. Zvolme α1 = a, β1 = b.

2. Vypočtěme pro i = 1, 2, . . . , N − 1

ᾱi+1 = βi −
FN−i

FN−i+1

|βi − αi|

β̄i+1 = αi +
FN−i

FN−i+1

|βi − αi|

3. Je-li f(ᾱi+1) ≤ f(β̄i+1), pak αi+1 = αi, βi+1 = β̄i+1, je-li naopak f(ᾱi+1) > f(β̄i+1),
pak αi+1 = ᾱi+1, βi+1 = βi. Vždy jedno z č́ısel αi, βi je rovno jednomu z č́ısel αi+1,
βi+1.

2

Tento algoritmus optimálńım zp̊usobem redukuje interval nejistoty, ve kterém lež́ı
minimum unimodálńı funkce v závislosti na počtu pokus̊u.

Nyńı prozkoumáme rychlost konvergence Fibonacciovy metody. Plat́ı

dN+1

dN

=
FN

FN+1

Generátor Fibonacciových č́ısel je popsán diferenčńı rovnićı (6.4). Řešeńı této diferenčńı
rovnice můžeme psát ve tvaru

FN = c1λ
N
1 + c2λ

N
2

kde λ1 a λ2 jsou kořeny charakteristické rovnice

λ2 = λ+ 1
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Jeden kořen λ1 = 1+
√

5
2

.
= 1.618 je nestabilńı a druhý kořen λ2 = 1−

√
5

2
je stabilńı. Pak

lim
N→∞

dN+1

dN

= lim
N→∞

λN
1

λN+1
1

=
1

λ1

= 0.618

Proto Fibonacciova metoda konverguje lineárně s konvergenčńım poloměrem 0.618. Mag-
ické č́ıslo λ1 = 1.618 je známé jako poměr zlatého řezu. Tento poměr byl ve starém
Řecku považován za nejestetičtěǰśı poměr dvou stran obdélńıku (např ve stavebnictv́ı).

Nevýhodou Fibonacciovy metody je, že naše strategie od začátku záviśı na daném
počtu pokus̊u. Pokud např́ıklad přidáme ještě jeden pokus, pak vlastně muśıme zač́ıt úplně
znovu. Tuto nevýhodu odstraňuje metoda zlatého řezu, která je vlastně Fibonacciova
metoda pro N → ∞. Podle metody metody zlatého řezu redukujeme nejistotu každým
pokusem o 1

λ1
= 0.618. V metodě zlatého řezu tedy plat́ı

dN =
(

1

λ1

)N

d1 = 0.618Nd1.

Proto pokusy vždy voĺıme v bodech 0.618 a (1 − 0.618) = 0.382 intervalu nejistoty.
Metoda zlatého řezu konverguje stejně jako Fibonacciova metoda lineárně s konvergenčńım
poloměrem 0.618. Rozd́ıl mezi Fibonacciovou metodou a metodou zlatého řezu je patrný
pouze pro menš́ı počet pokus̊u, jak plyne z následuj́ıćı tabulky, která ukazuje redukci
intervalu v závislosti na počtu pokus̊u

N 2 3 4 5 6 8 10

Fibonacciova 0.5 0.333 0.2 0.125 0.077 0.0294 0.0111
metoda
Zlatý řez 0.618 0.382 0.236 0.146 0.09 0.0344 0.0131

Fibonacciova metoda nevyžaduje znalost derivaćı funkce, jej́ıž extrém hledáme. Za před-
pokladu unimodality funkce je dokonce optimálńı. Často zkoumaná funkce je hladká a
tuto jej́ı vlastnost lze využ́ıt pro konstrukci efektivněǰśıch metod. Existuje celá řada těchto
metod, které se lǐśı podle toho, kolik hodnot funkce máme k dispozici a zda známe derivace
hledané funkce. Všechny tyto metody maj́ı řád konvergence větš́ı než jedna.

6.2.2 Newtonova metoda

Je to jedna z nejstarš́ıch metod. Newtonova metoda vyžaduje znalost prvńı a druhé
derivace zkoumané funkce. V bodě xk, který je výsledkem i-té iterace, aproximujeme
zkoumanou funkci kvadratickou funkćı q(x), pak

f(x)
.
= q(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +

1

2
f ′′(xk)(x− xk)

2 (6.5)

Nový odhad xk+1 bodu, ve kterém nastává extrém funkce f(x), polož́ıme do bodu, ve
kterém nastává extrém aproximačńı funkce q(x), to je do bodu, ve kterém je nulová prvńı
derivace funkce q(x). Pak

0 = q′(xk+1) = f ′(xk) + f ′′(xk)(xk+1 − xk)
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Odtud

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
. (6.6)

Metoda je totožná s iteračńım řešeńım rovnice g(x) = 0, (pak g(x) = f ′(x)). Proto

xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)

Podle předchoźıho vztahu je funkce g(x) aproximována v bodě xk tečnou a proto se tato
metoda nazývá také metoda tečen - viz obr. 6.3.
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Obrázek 6.3: Newtonova metoda

Př́ıklad: Nalezněme iteračńım postupem
√

2.
Pro hledané x =

√
2 tedy plat́ı g(x) = x2 − 2 = 0. Odtud

xk+1 = xk −
g(xk)

g′(xk)
= xk −

x2
k − 2

2xk

Zvoĺıme-li počátečńı odhad x0 = 1, pak snadno spočteme, že x1 = 1.5, x2 = 1.41666,
x3 = 1.41421. Konvergence algoritmu je vskutku velmi rychlá.

2

Globálńı konvergence Newtonovy metody neńı zaručena. Pokud ale Newtonova metoda
konverguje, pak konverguje s řádem konvergence alespoň dva. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta:
Necht’ funkce g(x) = f ′(x) má spojité druhé derivace a necht’ ve stacionárńım bodě, který
označ́ıme x∗ plat́ı g(x∗) = f ′(x∗) = 0, g′(x∗) = f ′′(x∗) 6= 0. Za těchto předpoklad̊u, je-li
x0 dostatečně bĺızko x∗, posloupnost xk generovaná Newtonovou metodou konverguje k x∗

s řádem konvergence alespoň dva.

2

D̊ukaz: Necht’ pro body ξ, které lež́ı v okoĺı optimálńıho bodu x∗ plat́ı, že |g′′(ξ)| < r
a |g′(ξ)| > s. Pak v okoĺı bodu x∗ plat́ı

g(x∗) = 0 = g(xk) + g′(xk)(x
∗ − xk) +

1

2
g′′(ξ)(x∗ − xk)

2
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kde ξ je nějaký bod mezi x∗ a xk. Odtud

x∗ = xk −
g(xk)

g′(xk)
− 1

2

g′′(ξ)

g′(xk)
(x∗ − xk)

2.

Z Newtonovy metody plyne, že prvńı dva členy na pravé straně předchoźıho vztahu jsou
rovny xk+1. Proto plat́ı

x∗ − xk+1 = −1

2

g′′(ξ)

g′(xk)
(x∗ − xk)

2

Protože jsme dle předpokladu omezili hodnoty prvńıch a druhých derivaćı funkce g(x) v
okoĺı bodu x∗, pak v okoĺı tohoto bodu plat́ı

|xk+1 − x∗| ≤ r

2s
|xk − x∗|2

Odtud dle definice řádu konvergence plyne, že Newtonova metoda vskutku konverguje
s řádem konvergence alespoň dva. To znamená, že bĺızko řešeńı každá iterace zpřesňuje
výsledek o jeden řád. 2

Metoda Regula falsi

Newtonova metoda vyžadovala znalost prvńı a druhé derivace zkoumané funkce. Metoda
Regula falsi aproximuje druhou derivaci funkce pomoćı prvńı diference jej́ıch prvńıch
derivaćı

f ′′(xk)
.
=
f ′(xk)− f ′(xk−1)

xk − xk−1

Potom iteračńı předpis metody Regula falsi je

xk+1 = xk − f ′(xk)
xk − xk−1

f ′(xk)− f ′(xk−1)

Věta:
Za stejných předpoklad̊u jako u Newtonovy metody je řád konvergence metody Regula falsi
roven 1.618. 2

Protože d̊ukaz řádu konvergence metody Regula falsi je zaj́ımavý, uvedeme jej po-
drobně.

Důkaz: Budeme použ́ıvat jednodušš́ı značeńı gk = g(xk) = f ′(xk), g
∗ = g(x∗) = f ′(x∗)

(ale v minimu samozřejmě g(x∗) = 0) a obdobně gk−1 = g(xk−1) . Zřejmě plat́ı

xk+1 − x∗ = xk − x∗ − gk
xk − xk−1

gk − gk−1

= (xk − x∗)

1− gk
1

xk−x∗

gk−gk−1

xk−xk−1


= (xk − x∗)

 gk−gk−1

xk−xk−1
− g∗−gk

x∗−xk

gk−gk−1

xk−xk−1



= (xk − x∗)(xk−1 − x∗)


gk−gk−1
xk−xk−1

− g∗−gk
x∗−xk

xk−1−x∗

gk−gk−1

xk−xk−1


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Při tom plat́ı

gk − gk−1

xk − xk−1

= g′(ξk),

gk−gk−1

xk−xk−1
− g∗−gk

x∗−xk

xk−1 − x∗
=

1

2
g′′(ηk)

kde ξk je konvexńı kombinace bod̊u xk, xk−1 a ηk je konvexńı kombinace bod̊u xk, xk−1,
x∗. Pak plat́ı

xk+1 − x∗ =
g′′(ηk)

2g′(ξk)
(xk − x∗)(xk−1 − x∗)

Z předchoźıho vztahu plyne, že metoda Regula falsi konverguje, startujeme-li dostatečně
bĺızko optima x∗.

Abychom určili řád konvergence, pak pro velké k můžeme psát

xk+1 − x∗ = M(xk − x∗)(xk−1 − x∗)

kde

M =
g′′(x∗)

2g′(x∗)

Potom pro εk = xk − x∗ plat́ı
εk+1 = Mεkεk−1

Logaritmováńım předchoźı rovnice dostaneme pro zk = logMεk diferenčńı rovnici pro zk

zk+1 = zk + zk−1,

což je Fibonacciho rovnice (6.4). Pro ni plat́ı

lim
k→∞

zk+1

zk

= λ1

kde λ1 = 1.618. Odtud
zk+1 − λ1zk → 0

Tud́ıž

logMεk+1 − λ1 logMεk → 0, a proto log
Mεk+1

(Mεk)
λ1
→ 0

Proto konečně plat́ı
εk+1

(εk)
λ1
→M (λ1−1) = konst.

T́ım je dokázán řád konvergence p = λ1 = 1.618 metody Regula falsi.

6.2.3 Metoda kvadratické interpolace

Výhodou této metody je, že nevyžaduje znalost derivaćı zkoumané funkce. Vycháźıme ze
znalosti funkčńıch hodnot ve třech bodech x1, x2 a x3. Body f1 = f(x1), f2 = f(x2),
f3 = f(x3) prolož́ıme kvadratickou funkci - viz obr. 6.4.

q(x) = f1
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
+ f2

(x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)
+ f3

(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
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Obrázek 6.4: Metoda kvadratické interpolace

Nyńı urč́ıme bod x4, ve kterém je nulová prvńı derivace funkce q(x). Po úpravě dostaneme

x4 =
1

2

(x2
2 − x2

3)f(x1) + (x2
3 − x2

1)f(x2) + (x2
1 − x2

2)f(x3)

(x2 − x3)f(x1) + (x3 − x1)f(x2) + (x1 − x2)f(x3)

Ze čtyř bod̊u, které nyńı máme k dispozici vynecháme ten, ve kterém je zkoumaná
funkce maximálńı a ze zbylých tř́ı bod̊u opakujeme algoritmus.

Metoda kvadratické interpolace konverguje s řádem konvergence 1.3.

Modifikace této metody podle Daviese, Swanna a Campeyho spoč́ıvá v tom, že bod
x2 se voĺı uprostřed bod̊u x1 a x3 Pak pro minimum kvadratické aproximace plat́ı

x4 = x2 +
∆x

2

f(x1)− f(x3)

f(x1)− 2f(x2) + f(x3)
,

kde ∆x = x2 − x1. V daľśım kroku se vypočtený bod x4 zvoĺı středem nového intervalu a
krajńı body se urč́ı ve stejné vzdálenosti na obě strany od bodu x4 a výpočet se opakuje.

Metoda kubické interpolace

Metoda kubické aproximace vycháźı ze znalosti funkčńıch hodnot spolu s derivacemi ve
dvou bodech zkoumané funkce. Známe tedy v bodech xk a xk−1 hodnoty f(xk), f

′(xk) a
f(xk−1), f

′(xk−1). Voĺıme aproximačńı polynom třet́ıho řádu, který má funkčńı hodnoty
a derivace v bodech xk a xk−1 stejné jako zkoumaná funkce.

Minimum aproximačńıho polynomu q(x) = ax3 + bx2 + cx+ d nastává v bodě

x =
−2b+

√
4b2 − 12ac

6a
pro 4b2 − 12ac ≥ 0

Minimum kubického interpolačńıho polynomu určené z fk = f(xk), f
′
k = f ′(xk) a fk−1 =

f(xk−1), f
′
k−1 = f ′(xk−1) je v bodě

xk+1 = xk − g
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kde
e = xk − xk−1

z = 3
fk−1 − fk

e
+ f ′k−1 + f ′k

,
w =

√
z2 − f ′k−1f

′
k

g = e
f ′k + w − z

fk − fk−1 + 2w

.

Řád konvergence metody kubické interpolace je pouze dva. Globálńı konvergence při
kvadratické nebo kubické aproximaci je zaručena, pokud f(xk+1) < f(xk). Aproximačńı
funkce mohou být r̊uzné, jako aproximačńı funkce můžeme volit také např. spliny.

6.2.4 Nepřesné algoritmy jednorozměrové optimalizace

Protože algoritmy jednorozměrového hledáńı jsou často d́ılč́ımi algoritmy v́ıcerozměrové
optimalizace, je jim v literatuře věnována velká pozornost. Je zřejmé, že iteračńım postu-
pem, který muśıme ukončit po konečném počtu iteraćı, nedosáhneme přesně hledané min-
imum. Je-li takový algoritmus součást́ı nějakého složitěǰśıho algoritmu, je třeba zaručit, že
se celý algoritmus nezhrout́ı, když použijeme nepřesný d́ılč́ı algoritmus jednorozměrového
hledáńı.

Nejprve uvedeme podmı́nku, kdy je jednorozměrový algoritmus uzavřený. Pro danou
funkci f(x) máme dány dva vektory - počátečńı vektor x a směr s. Předpokládáme, že z
bodu x provád́ıme jednorozměrové hledáńı na polopř́ımce ve směru s. Dále předpokládáme,
že minimum v daném směru skutečně existuje.

Definujme zobrazeńı z prostoru R2n do prostoru Rn

S(x, s) =
{
y : y = x + αs pro nějaké α ≥ 0, f(y) = min

0≤α≤∞
f(x + αs)

}
Plat́ı, že předchoźı zobrazeńı je uzavřené v (x, s) je-li funkce f spojitá a s 6= 0.

Dále uvedeme několik kritéríı pro ukončeńı jednorozměrového hledáńı.

Procentńı test

Při tomto testu určujeme hledaný parametr α pouze s určitou přesnost́ı vzhledem k jeho
správné hodnotě. Voĺıme např. konstantu c, 0 < c < 1 (vhodná hodnota je c = 0.1) a
parametr α pro jednorozměrovou optimalizaci splňuje omezeńı |α − α∗| ≤ cα∗, kde α∗ je
jeho hodnota minimalizuj́ıćı funkci ve směru s.

Tento algoritmus je uzavřený. Toto kritérium můžeme použ́ıt při kvadratické nebo
kubické interpolaci.

Armi̊uv test

Základńı myšlenka tohoto testu je, že při jednorozměrové optimalizaci hledané α nesmı́
být ani př́ılǐs malé, ani př́ılǐs velké. Definujme funkci

ϕ(α) = f(xk + αsk)
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Obrázek 6.5: Armi̊uv test

Uvažujme nyńı lineárńı funkci ϕ(0) + εϕ′(0)α pro určité ε z intervalu 0 < ε < 1
(vhodná volba je ε = 0.2). Tato funkce je v obr. 6.5 jako polopř́ımka vycházej́ıćı z bodu
ϕ(0) se sklonem εϕ′(0). Hodnota α neńı př́ılǐs velká, když

ϕ(α) ≤ ϕ(0) + εϕ′(0)α (6.7)

Aby α nebylo naopak př́ılǐs malé, voĺıme η > 1 (vhodná volba je η = 2) a pak parametr
α neńı považován za př́ılǐs malý, je-li

ϕ(ηα) > ϕ(0) + εϕ′(0)ηα

To znamená, že když α zvětš́ıme η-krát, pak už neńı splněn test (6.7). Oblast přijatelných
α je v obr. 6.5 znázorněna tučně.

Při Armiovu testu vycháźıme z libovolného α. Splňuje-li test (6.7), zvětšujeme ho η-
kráte tak dlouho, až test (6.7) neńı splněn. Pak vhodné α je to největš́ı (předposledńı),
které test (6.7) splnilo. Pokud prvně zvolené α nesplňuje test (6.7), pak je opakovaně
děleno η tak dlouho, až nalezneme takové α, které test (6.7) splňuje.

Goldstein̊uv test

Jiný test pro přesnost jednorozměrové optimalizace je Goldstein̊uv test. Vycháźıme opět z
Armiova testu (6.7), který určuje, zda hledané α neńı př́ılǐs velké. Zde voĺıme ε v intervalu
1 < ε < 0.5. Hodnota hledaného parametru α neńı naopak považována za př́ılǐs malou,
je-li splněn Goldstein̊uv test

ϕ(α) > ϕ(0) + (1− ε)ϕ′(0)α

To znamená, že ϕ(α) muśı ležet nad př́ımkou se směrnićı (1 − ε)ϕ′(0) - viz obr. 6.6.
Oblast přijatelných α je v obr. 6.6 znázorněna tučně. Goldstein̊uv test je uzavřený jed-
norozměrový algoritmus.

Wolfeho test

Tento test je výhodný, můžeme-li snadno určit derivace kriteriálńı funkce. Zde je ε zvoleno
v intervalu 1 < ε < 0.5 a α pak muśı vyhovovat Armiovu testu (6.7) a také

ϕ′(α) ≥ (1− ε)ϕ′(0)
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Obrázek 6.6: Goldstein̊uv test
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Obrázek 6.7: Wolfeho test

Tento test je znázorněn na obr. 6.7. Oblast přijatelných α je také v obr. 6.7 znázorněna
tučně.

6.3 Numerické metody bez omezeńı

V této kapitole uvedeme některé algoritmy hledáńı minima nelineárńı mnoharozměrové
funkce f(x). Nejprve stručně uvedeme metody, které nevyuž́ıvaj́ı derivace zkoumané
funkce. Tyto metody se nazývaj́ı metody př́ımého hledáńı nebo komparativńı metody.

V daľśıch odstavćıch pojednáme o v́ıce použ́ıvaných metodách, které využ́ıvaj́ı derivace
kriteriálńı funkce.

6.3.1 Komparativńı metody

Gaussova-Seidlova metoda

Tato jednoduchá metoda je v podstatě metoda cyklické záměny proměnných. Jak
sám název napov́ıdá v́ıcerozměrovou optimalizaci převedeme na posloupnost jednorozmě-
rových optimalizaćı ve směru jednotlivých souřadnic.

To znamená, že z výchoźıho bodu x provád́ıme minimalizaci ve směru prvńı souřadnice
x1. Po nalezeńı lokálńıho extrému funkce f(x) ve směru s1 = [1, 0, . . . , 0]T pokračujeme
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ve směru druhé souřadnice atd..

Gaussova-Seidlova metoda je jednoduchá, nevýhodou je pomalý výpočet. Při tom neńı
ani zaručena konvergence metody. Výhodou je možnost paralelńıho výpočtu.

Metody př́ımé komparace

V této jednoduché metodě voĺıme počátečńı bod x(0) a př́ır̊ustek ∆x. Nalezneme bod
x(1) tak, že k prvńı souřadnici počátečńıho vektoru x(0) přičteme ∆x1. Neńı-li tento bod
úspěšný, pak ∆x1 odečteme. Pokud ani tento bod neńı úspěšný, pak ponecháme p̊uvodńı
bod. Toto provedeme postupně ve všech souřadnićıch. Dostaneme pak posloupnost bod̊u

x(1) =


x

(0)
1 ±∆x1

x
(0)
2
...
x(0)

n

 , x(2) =


x

(1)
1

x
(1)
2 ±∆x2

...
x(1)

n

 , · · ·x(n) =


x

(n−1)
1

x
(n−1)
2
...

x(n−1)
n ±∆xn

 ,

kde při neúspěchu může být př́ır̊ustek ∆xi i nulový. Tento postup můžeme opakovat, nebo
můžeme provést modifikaci metody pomoćı vektoru úspěšného směru
s = [∆x1, −∆x2, 0, . . . ,∆xn], kde znaménka, př́ıpadně nuly, jsou podle úspěšného či
neúspěšného směru.

Potom provedeme expanzi ve směru vektoru s. To znamená, že postupně pro α =
1, 2, . . . poč́ıtáme f(x + αs) tak dlouho, pokud nastává pokles kriteriálńı funkce. Pokud
př́ır̊ustek ∆x je př́ılǐs velký, pak provedeme redukci, to znamená, že ∆x zmenš́ıme na
polovinu. Po provedené minimalizaci ve směru s dostaneme nový bod a pro něho zjist́ıme
nový směr a opakujeme minimalizaci v novém směru.

Metoda pravidelného a flexibilńıho simplexu

Tato jednoduchá metoda startuje vytvořeńım simplexu v prostoru X.
Simplex je konvexńı polyedr tvořený jako konvexńı obal n+1 bod̊u x(1),x(2), . . . ,x(n+1).
Simplex v rovině je trojúhelńık, v tř́ırozměrném prostoru je to čtyřstěn atd.. Z těchto
bod̊u vynecháńım nejhorš́ıho a konstrukćı nového bodu vytvoř́ıme nový simplex, to je
daľśı iteraci simplexové metody. Simplexová metoda je metoda heuristická, která je ale
velmi jednoduchá, názorná a snadno implementovatelná.

Pravidelný simplex vytvoř́ıme z následuj́ıćıch bod̊u

x(1) =


x1

x2
...
xn

 , x(2) = x(1) +


e
d
...
d

 , · · · x(n+1) = x(1) +


d
d
...
e

 ,

kde x(1) je libovolně zvolený bod v prostoru Rn a konstanty d a e urč́ıme z následuj́ıćıch
vztah̊u

d = a

√
(n+ 1) + 1

n
√

2
, e = d+

a√
2
,
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kde a je délka hrany pravidelného simplexu. Má-li minimalizovaná funkce největš́ı (to
znamená nejhorš́ı) hodnotu v bodě x(k)

k = arg max
i
f(x(i))

nahrad́ıme tento bod v množině vrchol̊u simplexu x(1), . . . ,x(n+1) novým bodem

x̂(k) = x(k) + 2
[
c− x(k)

]
= 2c− x(k)

kde

c =
1

n

(
−x(k) +

n+1∑
i=1

x(i)

)
.

Bod c je těžǐstě bod̊u x(i) s vynecháńım bodu nejhorš́ıho x(k). Bod x̂(k) je v podstatě
reflexńı bod, lež́ıćı na polopř́ımce vycházej́ıćı z bodu x(k) a procházej́ıćı středem c. Tento
bod je umı́stěn symetricky k nejhorš́ımu bodu x(k) vzhledem k c. T́ım dostaneme opět
množinu n+ 1 bod̊u, které tvoř́ı nový simplex.

Rychlost a přesnost nalezeńı optimálńıho bodu zálež́ı na velikosti simplexu. Č́ım větš́ı
je simplex, t́ım se rychleji bĺıž́ıme k optimu. Přesnost výpočtu naopak vyžaduje malou
velikost simplexu. Proto při výpočtu je třeba měnit délku hrany simplexu. Podle Neldera
a Meada je to možno dělat pomoćı expanze, kontrakce nebo redukce základńıho simplexu.
Dostaneme tak metodu proměnného (flexibilńıho) simplexu.

• Expanze: Je-li v novém bodě x̂(k), který vznikl reflex́ı, minimálńı hodnota kri-
teriálńı funkce

f(x̂(k)) ≤ min
i=1,...,n+1

{
f(x(i))

}
,

pak směr reflexe je úspěšný a proto provedeme expanzi simplexu ve směru reflexe a
nový vrchol simplexu voĺıme v bodě

x̂(k) = c + α[c− x(k)],

kde α je větš́ı než jedna, obvykle 2 nebo 3.

• Kontrakce: Je-li naopak novém bodě x̂(k), který vznikl reflex́ı, hodnota kriteriálńı
funkce větš́ı než v ostatńıch bodech simplexu

f(x̂(k)) > max
i=1,...,n+1, i6=k

{
f(x(i))

}
,

je simplex zřejmě př́ılǐs velký, nebot’ starý bod i bod vzniklý reflex́ı nejsou úspěšné.
Proto provedeme kontrakci simplexu podle vztahu

x̂(k) = c + β[c− x(k)],

kde β je menš́ı než jedna, obvykle β = 0.5. T́ım zkrát́ıme směr postupu v neúspěšném
směru.
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• Redukce: Celkovou redukci velikosti simplexu provedeme následuj́ıćım postupem.
Z bod̊u tvoř́ıćıch simplex vybereme nejvýhodněǰśı bod x(j) podle vztahu

j = arg min
i
f(x(i))

Vrcholy nového, redukovaného, simplexu budou rovny

x(i)
new = x(j) + γ[x(i) − x(j)],

kde koeficient redukce γ < 1 voĺıme obvykle rovný 0.5.

Iteračńı výpočet podle simplexového algoritmu s proměnným simplexem ukonč́ıme, když

n+1∑
i=1,i6=k

(
f(x(i))− f(x̂(k))

)
≤ ε,

kde ε je zvolená přesnost nalezeńı minima.

6.3.2 Gradientńı metody

Gradientńı metoda je jednou z nejstarš́ıch a nejobĺıbeněǰśıch numerických metod. Směr
hledáńı voĺıme úměrný gradientu zkoumané funkce. Při tom gradient funkce f(x) v bodě
xk, který budeme značit g(xk) = grad f(xk) je sloupcový vektor (g(xk) = ∇T f(xk)).
Často budeme použ́ıvat pro gradient g(xk) jednodušš́ı značeńı gk. Při minimalizaci dané
funkce f(x) je iteračńı algoritmus

xk+1 = xk − αgk

kde α je nezáporná konstanta.

Podle toho, jak voĺıme konstantu α, rozlǐsujeme r̊uzné typy gradientńıch metod:

• Nalezneme αk optimálńı. Tato metoda se nazývá metoda nejrychleǰśıho sestupu
(steepest descent).

• Konstanta αk je závislá na velikosti gradientu, provád́ıme vlastně jednorozměrovou
optimalizaci ve směru gradientu.

• Voĺıme pevné αk = α, dostaneme potom gradientńı metodu s pevným krokem.
T́ım nemáme v̊ubec zaručenou konvergenci algoritmu a proto se tato varianta již
nepouž́ıvá.

Optimálńı αk urč́ıme z podmı́nky

∂f(xk − αkgk)

∂αk

= 0 (6.8)

Z předchoźıho vztahu vypočteme optimálńı αk, když budeme funkci f(x) aproximovat
kvadratickou funkćı

f(x) = f(x∗) +
1

2
(x− x∗)TH(x− x∗), (6.9)
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kde matice H je pozitivně definitńı a minimum funkce f(x) je v bodě x∗. Prvńı a druhé
derivace funkce f(x) jsou rovny(

∂f(x)

∂x

)T

= H(x− x∗) = g(x),
∂2f(x)

∂x2
= H

Za proměnnou x dosad́ıme daľśı iteraci x = xk − αkgk = xk+1. Pak

f(xk+1) = f(x∗) +
1

2
(xk − αkgk − x∗)T H (xk − αkgk − x∗) = Φ(αk),

kde funkce Φ(αk) je funkćı αk pro pevné xk a x∗. Pro optimálńı αk, muśı být derivace
funkce Φ(αk) podle αk rovna nule, pak

∂Φ(αk)

∂αk

= αkg
T
k Hgk − gT

k H(xk − x∗) = 0

Odtud

αk =
gT

k H(xk − x∗)

gT
k Hgk

=
gT

k gk

gT
k Hgk

(6.10)

Algoritmus metody nejrychleǰśıho sestupu je tedy

xk+1 = xk −
gT

k gk

gT
k Hgk

gk (6.11)

2

Optimálńı αk můžeme také hledat pomoćı algoritmů jednorozměrového hledáńı jako

αk = arg min
α≥0

f(xk − αgk) (6.12)

V reálných problémech nenalezneme přesně optimálńı hodnotu αk a ani to neńı nutné. Je
pouze třeba zaručit celkovou konvergenci gradientńıho algoritmu. Proto v každé iteraci
muśı nastat pokles hodnot́ıćı funkce f(xk+1) ≤ f(xk) a zároveň parametr αk nesmı́ být
př́ılǐs malý, aby byla zaručena celková konvergence algoritmu.

Jedna z možnost́ı je omezeńı hledáńı optimálńıho αk na určitý interval α ∈ [0, s], pro
zvolený skalár s. Pak tedy

αk = arg min
α∈[0, s]

f(xk − αgk)

Abychom se vyhnuli zdlouhavým výpočt̊um, zavád́ı se určitá pravidla založená na pos-
tupné redukci krok̊u.

Nejjednodušš́ı je volit pevné č́ıslo a > 0 a αk volit rovné a tak dlouho, dokud
f(xk − αkgk) < f(xk). Pokud nerovnost pro nějaké k přestane platit, pak redukujeme
αk = βa, (0 < β < 1), př́ıpadně redukujeme krok opakovaně. Tato jednoduchá metoda
ale nezaručuje konvergenci algoritmu - redukce kritéria v každém kroku neńı dostatečná,
aby zaručovala konvergenci algoritmu.

Abychom se vyhnuli pot́ıž́ım s konvergenćı použ́ıvá se Armiovo pravidlo. Voĺıme
tedy pevné skaláry a, β ∈ (0, 1), ε ∈ (0, 1). Polož́ıme αk = βmk a, kde mk je prvńı celé
č́ıslo m, pro které plat́ı

ϕ(αk) = f(xk − αkgk)− f(xk) ≤ −εαkg
T
k gk
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Voĺıme tedy αk postupně rovné β0a, β1a až βmka. Obvykle voĺıme a = 1, β ∈ [0.5, 0.1],
ε ∈ [10−5, 10−1]. T́ımto zp̊usobem nejsme spokojeni pouze s redukćı, ale redukce kritéria
muśı být dostatečná - úměrná gradientu.

V předchoźı rovnici jsme označili ϕ(αk) = f(xk − αkgk)− f(xk), pak plat́ı ϕ(0) = 0,

ϕ′(0) =
∂f(x)

∂x

dx

dα
= −gT

k gk. Množina přijatelných řešeńı podle Armiovy metody je v obr.

6.8 vyznačena tučně. Množina přijatelných řešeńı netvoř́ı interval, ale αk ve tvaru αk = βia
vždy nalezneme. Přijaté řešeńı je v obr. 6.8 vyznačeno černou tečkou.
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Obrázek 6.8: Armiovo pravidlo

Pro nalezeńı αk je možno použ́ıt i Goldsteinovo pravidlo nebo metodu kvadratické či
kubické interpolace.

Gradientńı metoda nevede k optimu př́ımo. Směry hledáńı pomoćı gradientńı metody
nejrychleǰśıho sestupu jsou na sebe kolmé. Plat́ı tedy gT

k+1gk = 0. Platnost předchoźıho
vztahu prokážeme pro kvadratické funkce (6.9). Zde plat́ı

gT
k+1gk = [H (xk − αkgk − x∗)]T H (xk − x∗)

Po úpravě předchoźıho výrazu dostaneme

(xk − x∗)T HTH (xk − x∗)− gT
k gk

gT
k Hgk

gT
k HTH (xk − x∗) = 0.

Předchoźı výraz je vskutku roven nule, nebot’ plat́ı g(x) = H (x− x∗).

Nyńı se budeme věnovat problému konvergence gradientńıho algoritmu. Algoritmus
gradientńı metody (xk+1 = P (xk)) můžeme dekomponovat do dvou na sebe navazuj́ıćıch
algoritmů P = S . G. Algoritmus G : En → E2n definovaný G(x) = (x;−g(x)) nám dá
počátečńı bod a směr hledáńı. Algoritmus S je algoritmus jednorozměrového hledáńı ve
směru negativńıho gradientu. Je to tedy zobrazeńı S : E2n → En

S(x, s) =
{
y : y = x + αs : α ≥ 0, f(y) = min

α≥0
f(x + αs)

}
Tento algoritmus je uzavřený pokud s 6= 0 a algoritmus G je spojitý. Proto je algoritmus P
uzavřený. Algoritmus generuje klesaj́ıćı posloupnost (pro g(xk) 6= 0). Protože jsou splněny
předpoklady věty o globálńı konvergenci, algoritmus gradientńı metody konverguje.
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Vyšetřeme nyńı rychlost konvergence gradientńı metody. Uvažujme kvadratický př́ıpad
(funkce f(x) je dle (6.9)) a metodu nejrychleǰśıho sestupu (6.11). Plat́ı

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
=

(xk − αkgk − x∗)T H (xk − αkgk − x∗)

(xk − x∗)T H (xk − x∗)

označme xk − x∗ = y, gk = g, αk = α, pak

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
=

(y − αg)T H (y − αg)

(y)T H (y)
= 1 +

α2gTHg − 2αgTHy

yTHy

Po dosazeńı za optimálńı α dostaneme

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
= 1 +

gTg
gTHg

gTg
gTHg gTHg − 2 gTg

gTHg gTHy

yTHy

Protože Hy = g dostaneme konečně po úpravě

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
= 1− gT

k gk

gT
k H−1gk gT

k Hgk

(6.13)

Zjednodušeńı předchoźıho výrazu dostaneme na základě Kantorovičovy nerovnosti.

Věta: Kantorovičova nerovnost
Necht’ Q je pozitivně definitńı symetrická matice. Pak pro libovolný vektor x plat́ı

xTx

xTQx xTQ−1x
≥ 4aA

(a+ A)2 (6.14)

kde a, A je nejmenš́ı a nejvěťśı vlastńı č́ıslo matice Q. 2

Důkaz: Necht’ 0 ≤ a = λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ,≤ λn = A, kde λi jsou vlastńı č́ısla matice Q.
Vhodnou volbou souřadnic lze matici Q diagonalizovat. Pak ale

xTx =
∑

x2
i , xTQx =

∑
λix

2
i , xTQ−1x =

∑ 1

λi

x2
i

Zavedeme θi =
x2

i∑
x2

i

a definujme funkce

Φ(θ) =
1∑
θiλi

, Ψ(θ) =
∑ θi

λi

Pak
xTx

xTQx xTQ−1x
=

∑
x2

i∑
λix2

i

∑ x2
i

λi

=
1∑
λix2

i∑
x2

i

.
1∑ x2

i
λi∑
x2

i

=
Φ(θ)

Ψ(θ)

Protože
∑
θi = 1 jsou funkce Φ(θ), Ψ(θ) konvexńı kombinace λi, nebo

1

λi

. Minimálńı

hodnota poměru φ/Ψ je dosažena pro nějaké λ = θ1λ1 + θnλn, kde λ1, λn jsou po řadě
nejmenš́ı a největš́ı vlastńı č́ısla matice Q a θ1 + θn = 1. Plat́ı

θ1

λ1

+
θn

λn

=
λ1 + λn − θ1λ1 − θnλn

λ1λn

=
λ1 + λn − λ

λ1λn
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Pak
Φ(θ)

Ψ(θ)
≥ min

λ∈(λ1,λn)

1
λ

λ1+λn−λ
λ1λn

=
λ1λn

λ (λ1 + λn − λ)

Minimum předchoźıho výrazu je v bodě λ =
λ1 + λn

2
, proto

Φ(θ)

Ψ(θ)
≥ 4λ1λn

(λ1 + λn)2

2

Proto plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta:
Metoda nejrychleǰśıho sestupu konverguje v kvadratickém př́ıpadě pro libovolný počátečńı
bod x0 ∈ En k jedinému minimu x∗ a pro všechna k plat́ı

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
≤ (A− a)2

(A+ a)2 (6.15)

kde a, A jsou po řadě nejmenš́ı a nejvěťśı vlastńı č́ısla matice H kvadratické formy (6.9).
2

Předchoźı tvrzeńı plat́ı, nebot’ podle (6.13) a (6.14)

f(xk+1)− f(x∗)

f(xk)− f(x∗)
≤ 1− 4aA

(A+ a)2 =
A2 + 2aA+ a2 − 4aA

(A+ a)2 =
(A− a)2

(A+ a)2

Proto metoda nejrychleǰśıho sestupu konverguje lineárně s poloměrem konvergence

nejvýše
(
A− a

A+ a

)2

=
(
r − 1

r + 1

)2

, kde r =
A

a
≥ 1 je č́ıslo podmı́něnosti matice H kvadrat-

ické formy (6.9).

Nekvadratický př́ıpad řeš́ı následuj́ıćı věta:

Věta:
Předpokládáme, že funkce f(x) má spojité druhé parciálńı derivace a má relativńı min-
imum v bodě x∗. Dále předpokládáme, že Hessova matice H(x∗) má minimálńı vlastńı
č́ıslo a ≥ 0 a maximálńı vlastńı č́ıslo A. Jestlǐze {xk} je posloupnost generovaná metodou
nejrychleǰśıho sestupu, která konverguje k x∗, pak posloupnost {f(xk)} konverguje k f(x∗)

lineárně s poloměrem konvergence, který neńı věťśı než
(
A− a

A+ a

)2

. 2

6.3.3 Newtonova metoda a jej́ı modifikace

Opět hledáme minimum funkce f(x) pro x ∈ En. Funkci f(x) aproximujeme kvadratickou
funkćı, pak

f(x)
.
= f(xk) + gT

k (x− xk) +
1

2
(x− xk)

T H (x− xk) (6.16)

Daľśı iteraci xk+1 dostaneme z podmı́nky nulovosti prvńı derivace předchoźı funkce, pak(
∂f(x)

∂x

)T

= gk + H (x− xk) = 0
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Odtud
xk+1 = xk −H−1gk (6.17)

V obecném př́ıpadě nekvadratické funkce f(x) nahrad́ıme matici H matićı druhých derivaćı
∇2f(xk), pak dostaneme čistý tvar Newtonovy metody

xk+1 = xk −
[
∇2f(xk)

]−1
g(xk) (6.18)

V obecném př́ıpadě nekvadratické funkce f(x), pokud jsme daleko od minima, je kvadrat-
ická aproximace nepřesná a Hessova matice může být singulárńı nebo i negativně definitńı.
Newtonovou metodou můžeme nalézt i maximum, protože Newtonova metoda hledá sta-
cionárńı bod. Proto se použ́ıvá modifikace Newtonovy metody, podle následuj́ıćıho
algoritmu:

xk+1 = xk − αk

[
∇2f(xk)

]−1
g(xk) (6.19)

Užijeme tedy Newton̊uv směr hledáńı sk = − [∇2f(xk)]
−1

g(xk), pak je iteračńı postup

xk+1 = xk − αsk

Obecněǰśı modifikované gradientńı metodě ve tvaru

xk+1 = xk − αkSkg(xk) (6.20)

kde Sk je nějaká symetrická matice, se budeme věnovat později.

Pro čistou Newtonovu metodu plat́ı věta o lokálńı konvergenci:

Věta:
Necht’ funkce f(x) má spojité třet́ı parciálńı derivace, dále předpokládáme, že v lokálńım
minimu x∗ je Hessova matice ∇2f(x∗) = H(x∗) > 0. Potom, je-li počátečńı bod dostatečně
bĺızko k x, posloupnost bod̊u generovaná Newtonovou metodou konverguje k x∗. Řád kon-
vergence Newtonovy metody je alespoň 2.

2

Důkaz : Předpokládejme, že pro body x a y v nějakém δ-okoĺı bodu x∗ plat́ı

‖H(x)−H(y)‖ ≤ β1 ‖x− y‖ ,
∥∥∥(H(x))−1

∥∥∥ ≤ β2

odtud plyne
‖H(x)−H(y)‖ ‖x− y‖ ≤ β1 ‖x− y‖2 .

Gradient g(xk) můžeme v δ-okoĺı bodu x∗ vyjádřit ve tvaru

g(xk) = g(x∗) + H(x̄) (xk − x∗) = H(x̄) (xk − x∗)

kde x̄ ∈ (xk, x∗). Posledńı úprava v předchoźım vztahu plat́ı, nebot’ g(x∗) = 0. Pak plat́ı

‖xk+1 − x∗‖ =
∥∥∥xk − (H(xk))

−1 g(xk)− x∗
∥∥∥

=
∥∥∥(H(xk))

−1 [H(xk)(xk − x∗)− g(xk)]
∥∥∥

≤ β2 ‖H(xk)(xk − x∗)−H(x̄)(xk − x∗)‖2
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Proto plat́ı
‖xk+1 − x∗‖ ≤ β1β2 ||xk − x∗‖2

a lokálńı kvadratická konvergence algoritmu je dokázána.

2

S globálńı konvergenćı Newtonovy metody to neńı moc dobré. Jaké jsou tedy nedo-
statky čisté Newtonovy metody

• inverze Hessovy matice H(xk) nemuśı existovat

• čistá Newtonova metoda nemuśı zajǐst’ovat klesáńı - může nastat
f(xk+1) > f(xk)

• konečně čistá Newtonova metoda může konvergovat k maximu

Ani modifikovaná Newtonova metoda všechny nedostatky neodstrańı. Proto je pro globálńı
konvergenci třeba upravit Newtonovu metodu. Směr hledáńı sk se źıská řešeńım

Hksk = −gk

Aby řešeńı existovalo provedeme modifikaci

[Hk + ∆k] sk = −gk

kde diagonálńı matici ∆k voĺıme tak, aby matice (Hk + ∆k) byla pozitivně definitńı. Tuto
modifikaci provedeme vždy, když Newton̊uv směr neexistuje, nebo to neńı směr klesáńı.

Můžeme také provést omezený Newton̊uv krok, který źıskáme minimalizaćı

f(xk + s) = f(xk) +∇f(xk)s +
1

2
sT∇2f(xk)s (6.21)

v nějakém okoĺı nuly. Tomuto okoĺı se ř́ıká oblast d̊uvěry (trust region). Pak

sk = arg min
||s||≤γk

f(xk + s)

kde γk je nějaká kladná konstanta. Omezený krok zaručuje klesáńı pro γk dostatečně malé.

Problémem je zde volba oblasti d̊uvěry γk. Rozumné je zvolit počátečńı hodnotu γk a
zvětšit ji, když iterace postupuj́ı úspěšně a naopak ji zmenšit, když jsou iterace neúspěšné.
Úspěšnost iteraćı můžeme hodnotit podle poměru skutečného a predikovaného zlepšeńı

rk =
f(xk)− f(xk+1)

f(xk)− f(xk + sk)

kde f(xk + sk) je hodnota źıskaná kvadratickou aproximaćı podle (6.21). Pokud rk → 1 je
možno zvětšit γ, proto γk+1 > γk. Lze ukázat, že tato omezená Newtonova metoda také
řeš́ı problém

[Hk + δkI] sk = −gk

kde I je jednotková matice a δk je nezáporný skalár.
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6.3.4 Gaussova-Newtonova metoda

Gaussova-Newtonova metoda řeš́ı problém minimalizace kritéria ve tvaru nejmenš́ıch
čtverc̊u

f(x) =
1

2
‖h(x)‖2 =

1

2
hT (x)h(x) (6.22)

kde h(x) je nelineárńı funkce. Jedná se tedy o nelineárńı nejmenš́ı čtverce. Čistý tvar
Gaussovy-Newtonovy metody je založen na linearizaci funkce h(x) v bodě xk. Pak

h(x)
.
= h(xk) +∇h(xk) (x− xk)

Novou iteraci źıskáme minimalizaćı normy lineárńı aproximace (mı́sto h(xk) budeme psát
hk)

xk+1 = arg min
x∈Rn

1

2
[hk +∇hk (x− xk)]

T [hk +∇hk (x− xk)]

= arg min
x∈Rn

1

2

[
hT

k hk + 2 (x− xk)
T ∇hT

k hk + (x− xk)
T ∇hT

k∇hk (x− xk)
]

Odtud po doplněńı na úplný čtverec dostaneme minimálńı hodnotu předchoźıho výrazu

xk+1 = xk −
(
∇hT

k ∇hk

)−1
(∇hk)

T hk (6.23)

Toto je čistý tvar Gaussovy - Newtonovy metody.

Pokud je matice (∇hT
k ∇hk) singulárńı , pak ji regularizujeme volbou takové diagonálńı

matice ∆k, aby matice (∇hT
k ∇hk +∆k) byla pozitivně definitńı. Pokud diagonálńı matici

∆k voĺıme ∆k = αkI, (αk > 0) dostaneme tzv. Levenbergovu - Marquardtovu
metodu. Mı́sto (6.23) je iteračńı algoritmus podle Levenberga-Marquardta

xk+1 = xk −
(
∇hT

k ∇hk + αkI
)−1

(∇hk)
T hk (6.24)

Pokud je koeficient αk malý, metoda se bĺıž́ı Gauss - Newtonově metodě, pokud se koefi-
cient αk bĺıž́ı nekonečnu, pak se bĺıž́ıme metodě nejrychleǰśıho sestupu. Zde je problémem
volba vhodného koeficientu αk. Nejprve muśı být dostatečně veliký, abychom se dostatečně
rychle bĺıž́ıli k optimu a pokud jsme bĺızko optima, pak naopak muśı být malý, abychom
zaručili konvergenci algoritmu.

Nelineárńı nejmenš́ı čtverce maj́ı řadu praktických aplikaćı specielně v nelineárńı es-
timaci a aproximaci.

Př́ıklad: Trénováńı neuronových śıt́ı
Neuronová śıt’ reprezentuje model nelineárńıho systému. Neuronová śıt’ se skládá z v́ıcevrst-
vých perceptron̊u. Necht’ tedy neuronová śıt’ má N vrstev. Každá vrstva, kterou budeme
označovat indexem k = 0, . . . , N − 1 je tvořena nk akčńımi jednotkami - které jsou
popsány nelineárńım zobrazeńım mezi jedńım vstupńım a jedńım výstupńım signálem
- φ(ξ). Už́ıvané nelineárńı funkce jsou na př́ıklad

φ(ξ) =
1

1 + e−ξ
, sigmoidálńı funkce

φ(ξ) =
eξ − e−ξ

eξ + e−ξ
, funkce hyperbolický tangens
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Vstupem do j-té aktivačńı jednotky je lineárńı kombinace signál̊u (x1
k, . . . , x

nk
k ), které jsou

výstupem z předchoźı vrstvy. Tyto signály tvoř́ı vektor xk. Výstup j-té aktivačńı jednotky
v (k + 1) vrstvě je signál, který označ́ıme xj

k+1. Plat́ı tedy

xj
k+1 = φ

(
α0j

k +
nk∑
s=1

αsj
k x

s
k

)
, j = 1, . . . , nk+1,

kde váhy αsj
k je třeba určit. Určeńı vah vede na řešeńı problému nelineárńıch nejmenš́ıch

čtverc̊u. Tento proces se také nazývá učeńı nebo také trénováńı neuronové śıtě. Váhy ve
všech vrstvách a ve všech jednotkách tvoř́ı vektor vah

α =
{
αsj

k : k = 0, . . . , N − 1, s = 0, . . . , nk, j = 1, . . . , nk+1

}
Pro daný vektor vah α a vstupńı vektor u = x0 do prvńı vrstvy produkuje neuronová śıt’

jediný výstupńı vektor y = xN z N -té vrstvy. Celá neuronová śıt’ realizuje tedy nelineárńı
zobrazeńı vstupńıho vektoru u = x0 na výstupńı vektor y = xN a toto zobrazeńı je
parametrizováno vektorem vah α. Pak tedy

y = xN = f(α,x0) = f(α,u).

Předpokládejme, že známe m pár̊u vstupńıch a výstupńıch signál̊u (u1, y1),
. . . , (um, ym) změřených na reálném objektu. Naš́ım ćılem je pomoćı neuronové śıtě
vytvořit model objektu, který by reagoval stejně jako reálný objekt. Chceme tedy natrénovat
neuronovou śıt’ tak, aby odchylka ei výstupu neuronové sitě a výstupu reálného objektu
ei = yi − f(α,ui) byla co nejmenš́ı pro všechny i-té dvojice vstupńıho a výstupńıho
signálu. To realizujeme určeńım vah α, které minimalizuj́ı součet kvadrát̊u chyb

α∗ = arg min
α

1

2

m∑
i=1

‖yi − f(α,ui)‖2 = arg min
α

eT (α)e(α)

kde vektor e(α) je vektor chyb, který je nelineárně závislý na váhách α. Učeńı neuronové
śıtě vede tedy na problém nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u.

6.3.5 Metody konjugovaných směr̊u

Metody konjugovaných směr̊u byly vyvinuty proto, aby urychlily konvergenci gradientńıch
metod a vyhnuly se pot́ıž́ım spojeným s modifikaćı Newtonovy metody. Pomoćı konjugo-
vaných směr̊u můžeme vyvinout výpočetńı postupy, které konverguj́ı po konečném počtu
krok̊u (samozřejmě při minimalizaci kvadratické funkce).

Nejprve si uvedeme definici konjugovaných vektor̊u.

Definice:
Vektory s1, . . . sp jsou konjugované k symetrické matici Q, když plat́ı

sT
i Q sj = 0, ∀ i, j, i 6= j (6.25)

2
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Uvažujme nejprve kvadratickou funkci

f(x) = aTx +
1

2
xTHx

Pak plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta:
Jsou-li s0, s1, . . . sn−1 nenulové vektory konjugované vzhledem k matici H, pak pro každé
x0 ∈ Rn a

xk+1 = xk + αsk,

kde α = αk je voleno tak, aby

αk = arg min
α
f(xk + αsk)

plat́ı, že xn = x∗.

2

Metoda konjugovaných směr̊u tedy konverguje v kvadratickém př́ıpadě nejvýše v n
kroćıch. Provedeme konstruktivńı d̊ukaz předchoźı věty.

Důkaz: Pokud plat́ı předchoźı věta, pak

x∗ = x0 + α0s0 + α1s1 + · · ·+ αn−1sn−1

Je tomu vskutku tak, nebot’ prvńı dva členy na pravé straně přechoźı rovnice jsou rovny
x1, prvńı tři členy jsou rovny x2, atd.. Proto

x∗ − x0 = α0s0 + α1s1 + · · ·+ αn−1sn−1

Předchoźı rovnici budeme zleva násobit vektorem sT
k H a protože jsou směry si konjugo-

vané, plat́ı
sT
k H (x∗ − x0) = αks

T
k Hsk.

Proto

αk =
sT
k H (x∗ − x0)

sT
k Hsk

Pro libovolné k plat́ı také

xk − x0 = α0s0 + α1s1 + · · ·+ αk−1sk−1

Předchoźı rovnici budeme opět zleva násobit vektorem sT
k H, pak

sT
k H (xk − x0) = 0, ⇒ sT

k Hxk = sT
k Hx0

Proto

αk =
sT
k Hx∗ − sT

k Hx0

sT
k Hsk

=
sT
k Hx∗ − sT

k Hxk

sT
k Hsk

Gradient naš́ı kvadratické funkce je

gk = a + Hxk, g(x∗) = 0 = a + Hx∗
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Proto můžeme upravit výraz pro αk do konečného tvaru

αk =
sT
k (Hx∗ −Hxk)

sT
k Hsk

=
sT
k (−a− gk + a)

sT
k Hsk

= − sT
k gk

sT
k Hsk

Tento výraz pro αk je ale totožný s optimálńım αk určeným podle
arg min

α
f(xk + αsk), nebot’ potom muśı platit

∂f(xk + αsk)

∂α
= 0

Po dosazeńı za f(xk + αsk) = aT (xk + αsk) + 1
2
(xk + αsk)

TH(xk + αsk) do předchoźıho
výrazu dostaneme pro αk stejný vztah jako v předchoźım odvozeńı.

2

V obecném př́ıpadě nekvadratické funkce f(x) mı́sto matice H uvažujeme matici
∇2f(x).

Pro kvadratický př́ıpad plat́ı gT
k si = 0 pro i < k, což znamená, že směry gk a si

jsou navzájem kolmé. Platnost tohoto vztahu ukážeme ve dvou kroćıch. Nejprve, je-li i o
jednotku menš́ı než k, pak

gT
k+1sk = (a + Hxk+1)

T sk = (a + Hxk + αHsk)
T sk

= +(a + Hxk)
T sk + αsT

k Hsk = gT
k sk −

sT
k gk

sT
k Hsk

sT
k Hsk = 0

V obecném př́ıpadě pro i < k plat́ı

gT
k+1si = (a + Hxk+1)

T si + αsT
k Hsi = gT

k si

protože směry si jsou konjugované směry. Protože gT
k+1si = gT

k si, pak také gT
k si = gT

k−1si

až = gT
i+1si = 0.

6.3.6 Metoda konjugovaných gradient̊u

V předchoźım odstavci jsme neřešili problém generováńı konjugovaných směr̊u. Ukázali
jsme pouze, že pokud máme n konjugovaných směr̊u, pak jsou-li to směry hledáńı a v
těchto směrech postupujeme v každé iteraci s optimálńım krokem, metoda v kvadratickém
př́ıpadě konverguje v konečném počtu iteraćı. V metodě popisované v tomto odstavci se
konjugované směry generuj́ı z gradient̊u a dosavadńıho směru pohybu. Metoda konjugo-
vaných gradient̊u je tedy specielńı metodou konjugovaných směr̊u. Konjugované směry se
generuj́ı sekvenčně podle následuj́ıćıho algoritmu:

Algoritmus konjugované gradientńı metody:

• Startujeme z libovolného bodu x0 ∈ Rn. Prvńı směr s0 je ve směru záporného
gradientu

s0 = −g0 = −a−Hx0 (6.26)

posledńı rovnost plat́ı pro kvadratický př́ıpad f(x) = aTx + 1
2
xTHx.
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• Obecně plat́ı
xk+1 = xk + αksk (6.27)

kde

αk =
gT

k sk

sT
k Hsk

(6.28)

• Nový konjugovaný směr je
sk+1 = −gk+1 + βksk (6.29)

kde βk je optimálńı, βk = arg minβ f
(
xk+1 + αk

(
−gk+1 + βsk

))
. Plat́ı

βk =
gT

k+1Hsk

sT
k Hsk

(6.30)

2

Směry si jsou konjugované směry. Plat́ı tedy sT
k+1Hsi = 0, pro i ≤ k. Po dosazeńı z

(6.29) dostaneme

sT
k+1Hsi = −gT

k+1Hsi + βks
T
k Hsi = 0, pro i ≤ k

Pro i = k to plat́ı, nebot’ podle (6.30) je právě podle tohoto vztahu βk určeno. Pro i ≤ k
jsou oba členy nulové, čili gT

k+1Hsi = 0 a také sT
k Hsi = 0. Platnost předchoźıch výraz̊u

lze dokázat úplnou indukćı.

Pro nekvadratický př́ıpad nutno poč́ıtat gradient i Hessovu matici. Metoda konjugo-
vaných směr̊u pak bohužel neńı globálně konvergentńı, to znamená, že samozřejmě neńı
ani konvergentńı v konečném počtu krok̊u.

Proto po n nebo n + 1 kroćıch nutno provést reinicializaci, to znamená nastartovat
metodu konjugovaných gradient̊u od počátku znova, nebot’ metoda startuje s čistým gra-
dientńım krokem.

Abychom se vyhnuli nutnosti výpočtu Hessovy matice druhých derivaćı, která se
vyskytuje ve výpočtu velikosti kroku αk - viz. (6.28), provád́ı se výpočet αk pomoćı algo-
ritmu jednorozměrového hledáńı. Výpočet koeficientu βk se provád́ı podle jiných vztah̊u,
ve kterých se nevyskytuje Hessova matice.

Jeden takový postup se nazývá metoda Fletchera a Reevese. Podle této metody
se výpočet αk provád́ı algoritmy jednorozměrového hledáńı a výpočet βk je dle vztahu

βk =
gT

k+1gk+1

gT
k gk

(6.31)

Přitom po n kroćıch se provád́ı reinicializace. Předchoźı vztah pro βk je ekvivalentńı s
(6.30) v kvadratickém př́ıpadě.

Jiná modifikace je metoda Polaka a Ribiera. Podle této metody se koeficient βk

poč́ıtá podle vztahu

βk =

(
gk+1 − gk

)T
gk+1

gT
k gk

(6.32)
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Při tom po n kroćıch se opět provád́ı reinicializace. Předchoźı vztah pro βk je opět ekvi-
valentńı s (6.30) v kvadratickém př́ıpadě. Simulace prokazuj́ı, že nejvýhodněǰśı je metoda
Polaka a Ribiera.

Jiná metoda konjugovaných směr̊u je tak zvaná metoda paralelńıch tečen, nebo
krátce metoda PARTAN.

Motivaćı k této metodě bylo to, že gradientńı metoda nejrychleǰśıho sestupu generuje
směry sestupu, které jsou navzájem kolmé. Někdy se tento jev označuje názorně jako
postup ”cik - cak”. V metodě PARTAN se dělá zrychlený krok, který se odvozuje z
gradientu a předchoźıho směru.
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Obrázek 6.9: Metoda PARTAN

Algoritmus metody PARTAN je následuj́ıćı - viz obr. 6.9:

• Startujeme z libovolného bodu x0. Bod x1 urč́ıme gradientńı metodou nejrychleǰśıho
sestupu

x1 = x0 + α0g0

kde α0 je optimálně určeno algoritmem jednorozměrového hledáńı.

• Nyńı obecně z bodu xk urč́ıme nejprve pomocný bod

yk = xk + αkgk

kde αk je opět optimálně určeno algoritmem jednorozměrového hledáńı.

• Potom se provede zrychlený krok

xk+1 = xk−1 + βk (yk − xk−1)

kde βk je opět optimálně určeno algoritmem jednorozměrového hledáńı.

2

V jednom iteračńım kroku se tedy provád́ı dvě jednorozměrové optimalizace. Metoda
PARTAN je metoda ekvivalentńı metodě konjugovaných gradient̊u.
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6.3.7 Kvazi-newtonovské metody

Kvazi-newtonovské metody jsou gradientńı metody, které lež́ı někde mezi metodou ne-
jrychleǰśıho sestupu a Newtonovou metodou. Snaž́ı se využ́ıt přednosti obou metod. Gra-
dientńı metody maj́ı zaručenou konvergenci a Newtonova metoda má v okoĺı optima řád
konvergence rovný dvěma. Newtonova metoda ale vyžaduje výpočet Hessovy matice, nebo
sṕı̌se jej́ı inverze.

Minimalizaci funkce f(x) podle modifikované Newtonovy metody provedeme po-
dle následuj́ıćıho algoritmu

xk+1 = xk − αkSk∇Tf(xk) (6.33)

kde Sk je symetrická matice a αk se voĺı takové, aby xk+1(α) bylo minimálńı.

Je-li matice Sk rovná inverzi Hessovy matice, pak se jedná o modifikaci Newtonovy
metody, je-li Sk = I, pak se naopak jedná o metodu nejrychleǰśıho sestupu. Aby algoritmus
(6.33) byl klesaj́ıćı algoritmus, je nutné, aby matice Sk byla pozitivně definitńı.

Protože modifikovaná Newtonova metoda se bĺıž́ı gradientńı metodě, bude i jej́ı kon-
vergence podobná konvergenci gradientńı metody. Pro kvadratický př́ıpad minimalizace

f(x) =
1

2
(x− x∗)TH(x− x∗),

můžeme pro algoritmus (6.33) určit optimálńı krok αk

αk =
gT

k Skgk

gT
k SkHSkgk

, gk = H(xk − x∗)

Potom řád konvergence modifikované Newtonovy metody je určen následuj́ıćım tvrzeńım:

Věta: Konvergence modifikované Newtonovy metody.
Pro algoritmus (6.33) plat́ı v kvadratickém př́ıpadě pro každé k

f(xk+1) ≤
(
Ak − ak

Ak − ak

)2

f(xk)

kde Ak, ak jsou po řadě nejvěťśı a nejmenš́ı vlastńı č́ısla matice SkH.

2

Konvergence modifikované Newtonovy metody je tedy lineárńı a poloměr konvergence
záviśı na maximálńım a minimálńım vlastńım č́ısle matice SkH.

Uvedeme ještě tzv. klasickou modifikovanou Newtonovu metodu, ve které se
Hessova matice H(xk) neurčuje znova v každém kroku. Algoritmus je následuj́ıćı

xk+1 = xk − αk (H(x0))
−1∇Tf(xk) (6.34)

Inverze Hessovy matice se podle tohoto algoritmu provád́ı pouze v počátečńım bodě x0.

Základńı myšlenka kvazi - newtonovských metod je snaha konstruovat inverzi
Hessovy matice nebo jej́ı aproximaci užit́ım informace źıskávané během iteračńıho procesu.

Necht’ funkce f(x) má spojité druhé derivace. V bodech xk+1 a xk urč́ıme gradienty
gk+1 = (∇f(xk+1))

T , gk = (∇f(xk))
T a definujeme vektor

dk = xk+1 − xk.
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Potom Hessovu matici můžeme aproximovat podle vztahu

gk+1 − gk
.
= H(xk)(xk+1 − xk) = H(xk)dk

Je-li Hessova matice konstantńı, jak je tomu v kvadratickém př́ıpadě, pak, zavedeme-li
vektor qk = gk+1 − gk, plat́ı qk = Hkdk.

Máme-li tedy n nezávislých směr̊u d0, d1, . . ., dn−1 a jim odpov́ıdaj́ıćı gradienty gi a
z toho plynoućı vektory qi = gi+1 − gi, pak

H = QD−1

kde složené matice Q, D jsou

D = [d0, . . . ,dn−1] , Q =
[
q0, . . . ,qn−1

]
Vyvinutý algoritmus výpočtu Hessovy matice neńı iteračńı. Sṕı̌se než Hessovu matici
potřebujeme určit jej́ı inverzi.

Hledáme-li aproximaci Sk+1 inverze Hessovy matice založené na datech z jednotlivých
krok̊u iteračńıho algoritmu, pak chceme, aby platilo

Sk+1qi = di, 0 ≤ i ≤ k.

Pak pro k = n − 1 je Sn = H−1. Iteračńı postup má mnoho řešeńı. Uvedeme některé
iteračńı metody výpočtu aproximace Hessovy matice.

Korekce pomoćı matice s jednotkovou hodnost́ı

Aproximaci inverze Hessovy matice budeme provádět iteračně podle vztahu

Sk+1 = Sk + akzkz
T
k (6.35)

kde ak je nějaká konstanta a zk je nějaký vektor, které je třeba určit. Matice zkz
T
k je

čtvercová matice hodnosti jedna, která se také nazývá dyáda.

Z Sk+1qi = di plat́ı pro i = k

dk = Sk+1qk = Skqk + akzkz
T
k qk

Předchoźı vztah násob́ıme zleva vektorem qT
k a dostaneme

qT
k dk − qT

k Skqk = ak

(
zT

k qk

)2

Odtud dostaneme vztah, který později využijeme

ak

(
zT

k qk

)2
= qT

k (dk − Skqk) (6.36)

Nyńı odvod́ıme iteračńı algoritmus následuj́ıćımi úpravami vztahu (6.35), pak

Sk+1 = Sk + akzkz
T
k

= Sk +
a2

k

(
zT

k qk

)2

ak (zT
k qk)

2 zkz
T
k

= Sk +
a2

kzk

(
zT

k qk qT
k zk

)
zT

k

qT
k (dk − Skqk)
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Odtud konečně dostaneme

Sk+1 = Sk +
(dk − Skqk) (dk − Skqk)

T

qT
k (dk − Skqk)

(6.37)

Ukázali jsme, že pro i = k plat́ı (6.37). Tento vztah plat́ı i pro i < k. Proto, když
Hessova matice je konstantńı, matice Sk konverguje k H−1 v nejvýše n kroćıch. Jediná
pot́ıž při aplikaci algoritmu v obecném př́ıpadě je nutnost zachovat v jednotlivých kroćıch
pozitivńı definitnost matice Sk. Proto muśı platit qT

k (dk − Skqk) > 0, což ale obecně neńı
garantováno.

Metoda Davidona, Fletchera a Powella

Jiný postup je korekce aproximace inverze Hessovy matice matićı hodnosti dvě. Metodu
navrhl Davidon a později rozvinuli Fletcher s Powellem. Metodu označujeme zkráceně
podle autor̊u jako DFP metodu.

Metodu startujeme z libovolného počátečńıho bodu x0 a libovolné symetrické pozitivně
definitńı matice S0. Daľśı iteraci źıskáme podle

xk+1 = arg min
α
f(xk + αsk) (6.38)

kde směr sk je
sk = −Skgk. (6.39)

Vektor gk je vektor gradientu a matice Sk je dle

Sk+1 = Sk +
dkd

T
k

dT
k qk

− Skqk qT
k Sk

qT
k Skqk

(6.40)

kde vektor qk = gk+1 − gk.

Při minimalizaci kvadratické funkce jsou vektory si konjugované vzhledem k Hessově
matici. Metoda DFP je tedy metoda konjugovaných směr̊u a pro S0 = I je to metoda
konjugovaných gradient̊u.

Broydenovy metody

Zaměńıme-li vektory dk a qk, pak vlastně nehledáme př́ımo inverzi Hessiánu, ale př́ımo
Hessovu matici. Potom tedy mı́sto matice Sk aktualizujeme nějakou jinou symetrickou
matici, kterou třeba označ́ıme Qk. Potom po záměně vektor̊u pro ni plat́ı vztah

Qk+1 = Qk +
qkq

T
k

qT
k dk

− Qkdk dT
k Qk

dT
k Qkdk

(6.41)

Tato aktualizace se označuje jako aktualizace Broydena, Fletchera, Goldfarba a Shannoa,
zkráceně aktualizace BFGS.

Poznámka: V některých pramenech se uvád́ı jiný vztah pro aktualizaci Hessovy mat-
ice podle BFGS

Qk+1 = Qk +
qkq

T
k

qT
k dk

− Qk Qk

dT
k Qkdk

(6.42)
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2

Inverzi matice Qk provedeme podle věty o maticové inverzi

[
A + abT

]−1
= A−1 +

A−1abTA−1

1 + bTA−1a
(6.43)

kde A je n × n matice a a, i b jsou n-rozměrné vektory. Předchoźı formule plat́ı, když
všechny inverze existuj́ı. Větu o maticové inverzi muśıme v našem př́ıpadě použ́ıt dvakrát.

Potom aktualizace inverze Hessovy matice je

Sk+1 = Sk +

(
1 +

qT
k Skqk

qT
k dk

)
dkd

T
k

dkqk

− dkq
T
k Sk + Skqkd

T
k

qT
k dk

(6.44)

Numerické simulace ukazuj́ı, že tato metoda dává lepš́ı výsledky než metoda DFP. Obě
metody koriguj́ı v daľśı iteraci odhad Hessovy matice matićı hodnosti dvě. Proto je možno
definovat celou tř́ıdu metod Broydenových

Sϕ = (1− ϕ)SDFP + ϕSSFGS (6.45)

kde SDFP je aktualizace inverze Hessovy matice podle metody DFP a obdobně SBFGS je
aktualizace inverze Hessovy matice podle metody BFGS a ϕ je reálný, obvykle nezáporný,
parametr.

V těchto metodách velice zálež́ı na kvalitě algoritmu jednorozměrového hledáńı parametru
α. Metoda se obvykle znovu startuje po m kroćıch, kde m < n. Metody tohoto typu jsou
globálně konvergentńı a lokálně konverguj́ı superlineárně.

6.4 Numerické metody s omezeńım

Většina optimalizačńıch problémů má omezuj́ıćı podmı́nky. Proto numerické metody jejich
řešeńı jsou velmi d̊uležité. Numerické metody optimalizace s omezeńım se děĺı na dvě
základńı skupiny - primárńı a duálńı metody.

Primárńı metody jsou metody, které použ́ıvaj́ı p̊uvodńı formulaci problému. Hledaj́ı
optimum v dovoleném rozsahu proměnných, to znamená, že stále (v každé iteraci) řešeńı
je př́ıpustné. To znamená, že pokud ukonč́ıme výpočet, dosažené řešeńı je př́ıpustné a lež́ı
zřejmě bĺızko optima. Mezi nevýhody těchto metod poč́ıtáme nutnost nalezeńı př́ıpustného
bodu při startu primárńıch metod a nalezeńı př́ıpustného směru, abychom neporušili
omezeńı. Tyto metody obyčejně nevyuž́ıvaj́ı specielńı strukturu problému a jsou proto
použitelné pro obecné problémy nelineárńıho programováńı. Rychlost konvergence těchto
metod je srovnatelná s druhými metodami.

Duálńı metody využ́ıvaj́ı nutné podmı́nky optima. Použ́ıvaj́ı Lagrangeovy koefi-
cienty. Řeš́ı problém obvykle v jiné dimenzi.

Mezi primárńı metody poč́ıtáme

• metodu př́ıpustných směr̊u

• metodu aktivńıch množin
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• metodu projekce gradientu

• metodu redukovaného gradientu

• metody penalizačńıch a barierových funkćı a s nimi souvisej́ıćı

• metody vnitřńıho bodu (interior point methods)

Nejvýznamněǰśı duálńı metoda je velmi obĺıbená a účinná metoda kvadratického pro-
gramováńı (SQP - Sequential Quadratic Programming). Někdy se pro tyto metody použ́ıvá
označeńı př́ımé a nepř́ımé metody.

V daľśıch odstavćıch uvedeme základńı myšlenky některých metod.

6.4.1 Metody př́ıpustných směr̊u

Základńı myšlenka metody je velmi jednoduchá. Vyjdeme z př́ıpustného bodu xk. Potom
směr sk je př́ıpustný směr v bodě xk, když plat́ı

1. existuje ᾱ takové, že bod xk + αsk je př́ıpustný bod pro všechna α v intervalu
0 ≤ α ≤ ᾱ

2. nový bod xk+1 = xk +αsk zajǐst’uje klesáńı hodnot́ıćı funkce pro nějaké α z určeného
intervalu, pak

f(xk + αsk) < f(xk)

Problémem metody je, že někdy nemuśı existovat př́ıpustný směr a metoda v tomto
nejjednodušš́ım tvaru neńı globálně konvergentńı.

Pokud jsou ale omezeńı úlohy lineárńı, pak př́ıpustný směr lze nalézt pomoćı lineárńıho
programováńı. Tento postup se nazývá Zoutendijkova metoda. Mějme tedy problém

min { f(x) : Ax ≤ b ; x ≥ 0 } (6.46)

Aby př́ıpustný směr zajǐst’oval klesáńı hodnot́ıćı funkce, muśı sv́ırat tupý úhel s gradientem
v př́ıslušném bodě. Proto př́ıpustný směr muśı splňovat následuj́ıćı podmı́nky A(xk+sk) ≤
b, xk + sk ≥ 0, a ∇f(xk) sk < 0. To ale řeš́ı úloha lineárńıho programováńı ve tvaru

max
sk

{−∇f(xk) sk ; Ask ≤ b−Axk , sk ≥ −xk} (6.47)

Po nalezeńı př́ıpustného směru nalezneme daľśı bod pomoćı algoritmu jednorozměrového
hledáńı ve směru sk, tedy řešeńım úlohy

xk+1 = arg min
α
f(xk + αsk)
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6.4.2 Metody aktivńıch množin

Základńı myšlenka metod aktivńıch množin je opět velmi prostá. Omezeńı ve tvaru nerovnosti
rozděĺıme na dvě skupiny - aktivńı omezeńı a neaktivńı omezeńı. V aktivńıch omezeńıch
jsou nerovnosti splněny jako rovnosti a proto muśı být brány v úvahu. Neaktivńı omezeńı
jsou ta omezeńı, která naopak nejsou splněna jako rovnosti a mohou proto být úplně
ignorována.

Mějme tedy úlohu

min {f(x) : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m } (6.48)

Necht’ pro některá i jsou omezeńı splněna jako rovnosti. Tato i tvoř́ı množinu aktivńıch
omezeńı, kterou označ́ıme A. Ostatńı omezeńı můžeme ignorovat. Naše úloha se změńı
na

min {f(x) : gi(x) = 0, i ∈ A} (6.49)

Protože nev́ıme, která omezeńı nakonec budou aktivńı a která nikoliv, zvoĺıme si na
počátku iteračńıho řešeńı nějakou množinu W aktivńıch omezeńı, kterou nazveme pra-
covńı množinou.

Při řešeńı předchoźıho problému vycháźıme tedy z nějakého bodu x, který vyhovuje
omezeńım gi(x) = 0, i ∈ W a gi(x) < 0, i 6∈ W . Pak hledáme minimum funkce f(x) na
pracovńım podprostoru určeným množinou aktivńıch omezeńı. Přitom mohou nastat dvě
možnosti.

1. Při hledáńı je nutno ověřovat, zda ostatńı omezeńı jsou splněna. Pokud naraźıme
na hranici určenou omezeńım, které neńı v množině aktivńıch omezeńı, tak toto
omezeńı je nutno zahrnout do množiny aktivńıch omezeńı. T́ımto zp̊usobem roste
pracovńı množina aktivńıch omezeńı.

2. Předpokládejme nyńı, že jsme nalezli minimum funkce f(x) na pracovńı množině
aktivńıch omezeńı a ostatńı omezeńı, která nejsou v množině aktivńıch omezeńı,
nejsou porušena. Tento bod označ́ıme xw, pak

xw = arg min
x
{f(x) : gi(x) = 0, i ∈ W, gi(x) < 0, i 6∈ W}

Je třeba nyńı rozhodnout, zda jsme v optimu naš́ı p̊uvodńı úlohy, nebo zda vypuštěńım
některého omezeńı z množiny aktivńıch omezeńı nenalezneme lepš́ı řešeńı p̊uvodńı
úlohy. To můžeme zjistit např. podle znaménka Lagrangeových koeficient̊u.

Pokud jsou nezáporné všechny Lagrangeovy koeficienty př́ıslušej́ıćı pracovńı množině
aktivńıch omezeńı, to znamená λi ≥ 0 pro všechny i ∈ W , pak bod xw = x∗ je
řešeńım naš́ı p̊uvodńı úlohy (pokud samozřejmě splňuje i ostatńı omezeńı).

Pokud naopak pro některé i ∈ W je některý Lagrange̊uv koeficient λi < 0, pak
vypuštěńım tohoto i-tého omezeńı dosáhneme lepš́ı řešeńı p̊uvodńı úlohy. To plyne
z citlivostńı věty o významu Lagrangeových koeficient̊u. Jestliže mı́sto omezeńı
gi(x) = 0 budeme mı́t omezeńı gi(x) = −α < 0 pro nějaké malé α > 0, pak se
p̊uvodńı kritérium změńı o (λiα). To znamená, že pro změnu i-tého omezeńı z ak-
tivńıho na neaktivńı gi(x) = −α < 0 hodnota kritéria klesne. T́ımto zp̊usobem
naopak zmenš́ıme pracovńı množinu omezeńı.
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Postupným zvětšováńım a zmenšováńım pracovńı množiny aktivńıch omezeńı a min-
imalizaćı kritéria na množině pracovńıch omezeńı dosáhneme postupně řešeńı p̊uvodńı
úlohy. Minimalizaci na pracovńı množině aktivńıch omezeńı, to je minimalizaci při omezeńıch
pouze ve tvaru rovnosti, provád́ıme metodou projekce gradientu nebo metodou reduko-
vaného gradientu. Tyto metody budou popsány v následuj́ıćıch odstavćıch.

6.4.3 Metoda projekce gradientu

Uvedeme zde základńı myšlenky metody. Př́ıpustný směr se hledá pomoćı projekce neg-
ativńıho gradientu na množinu př́ıpustných hodnot určenou omezuj́ıćımi podmı́nkami.
Tuto metodu publikoval poprvé Rosen v roce 1960.

Nejprve budeme uvažovat pouze lineárńı omezeńı, jedná se tedy o problém ve tvaru

min {f(x) ; Ax ≤ b;x ≥ 0} (6.50)

Předpokládáme, že jsme našli př́ıpustný bod xk.

Uvažujeme pouze ta omezeńı, která jsou splněna jako rovnice (pouze aktivńı omezeńı).
Lineárńı omezeńı můžeme zapsat ve tvaru aT

i x ≤ bi, kde vektory aT
i jsou rovny i-tým

řádk̊um matice A. Voĺıme tedy pomocnou matici Q složenou z těch řádk̊u aT
i matice A,

ve kterých jsou omezeńı splněna jako rovnice. V takto vytvořené matici Q vynecháme
lineárně závislé řádky. Matice Q je pak rozměru p× n a jej́ı hodnost je p < n.

Aby nový bod xk+1 = xk + αs, kde α > 0 splňoval omezeńı, to znamená, aby platilo
Axk+1 ≤ b, pak směr s muśı splňovat

Qs ≤ 0 (6.51)

Dále, aby směr s byl př́ıpustný (zajǐst’oval klesáńı minimalizované funkce f(x)), muśı
sv́ırat tupý úhel s gradientem

∇f(xk) s < 0

Obě předchoźı podmı́nky splńıme, vezmeme-li za směr s ortogonálńı projekci gradientu
gk = ∇f(xk)

T do lineárńıho podprostoru generovaného řádky matice Q. Promı́táme tedy
do ortogonálńıho doplňku množiny všech vektor̊u, které lze zapsat ve tvaru QTq.

Záporný gradient rozkládáme na dvě složky - vektory s a v - pak

− gk = s + v = s + QTq (6.52)

Předchoźı rovnici násob́ıme zleva matićı Q, pak

−Qgk = Qs + QQTq

Protože Qs = 0 (nebot’ zat́ım chceme z̊ustat v určené množině aktivńıch omezeńı), pak z
předchoźı rovnice urč́ıme vektor

q = −
(
QQT

)−1
Qgk

Odtud hledaný př́ıpustný směr

s =
[
−I + QT

(
QQT

)−1
Q
]
gk = Pgk (6.53)
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kde matice

P =
[
−I + QT

(
QQT

)−1
Q
]

(6.54)

je projekčńı matice. Pokud podle (6.53) vyjde nenulový směr s, pak plat́ı

−gT
k s =

(
−gT

k − sT + sT
)
s = qTQs + sT s = sT s > 0

Je to tedy př́ıpustný směr, zajǐst’uj́ıćı klesáńı. Pokud podle (6.53) vyjde směr s = 0, pak
mohou nastat dvě možnosti:

1. Je-li vektor q ≥ 0, pak z (6.52) plyne

− gk = QTq (6.55)

Pro každý jiný př́ıpustný směr z muśı samozřejmě platit Qz ≤ 0 - viz (6.51).
Vynásob́ıme-li tento vztah zleva vektorem qT , který je dle předpokladu nezáporný,
pak

qTQz ≤ 0, ⇒ −gT
k z ≤ 0.

To znamená, že každý př́ıpustný směr sv́ırá ostrý úhel s gradientem (gT
k z ≥ 0) a

proto bod xk, ze kterého vycháźıme, je bodem minima. Iteračńı proces hledáńı tedy
konč́ı.

2. Je-li alespoň jedna složka vektoru q záporná, lze nalézt nový nenulový př́ıpustný
směr. Je-li tedy qi < 0, pak vytvoř́ıme novou matici Q̄ tak, že z matice Q vynecháme
i-tý řádek a s matićı Q̄ vypočteme novou projekčńı matici P̄ a nový směr s̄ 6= 0.
Je-li v́ıce složek vektoru q záporných, vybereme tu nejzáporněǰśı qi < 0.

Nyńı je nutno ověřit, zda nový směr s̄ neporuš́ı omezeńı. Pro s = 0 plat́ı (6.55).
Po vynásobeńı transpozice rovnice (6.55) zprava vektorem s̄ dostaneme (při respek-
továńı vztahu Q̄s̄ = 0)

0 ≤ −gT
k s̄ = qTQs̄ = qiais̄

kde ai je i-tý řádek matice A, to je ten, který jsme při tvorbě matice Q̄ z matice
Q vynechali. Protože dle předpokladu je qi < 0, pak muśı být ais̄ < 0 a proto nový
směr s̄ neporuš́ı omezeńı.

Známe-li př́ıpustný směr s 6= 0, urč́ıme délku kroku αk tak, že urč́ıme ᾱ podle

ᾱ = max {α : xk + αs př́ıpustné}

pak optimálńı αk urč́ıme z

αk = arg min
α
{f(xk + αs) : 0 ≤ α ≤ ᾱ}

Pokud αk = ᾱ, pak jsme zřejmě narazili na daľśı omezeńı, které se tedy stalo aktivńım
omezeńım. Proto při daľśı iteraci toto omezeńı muśıme přidat do množiny aktivńıch
omezeńı.

Pokud jsou omezeńı nelineárńı, ve tvaru h̄(x) ≤ 0, pak je v bodě xk linearizujeme,
urč́ıme aktivńı omezeńı a vytvoř́ıme projekci záporného gradientu funkce f(xk) do tečného
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podprostoru určeného těmito aktivńımi omezeńımi - viz obr. 6.10. Jsou-li aktivńı omezeńı
určena vztahem h(xk) = 0 je projekčńı matice Pk analogicky ke vztahu (6.54) určena

P =
[
−I +∇h(xk)

T
(
∇h(xk)∇h(xk)

T
)−1

∇h(xk)
]
. (6.56)

Při tom může nastat situace znázorněná na obr. 6.10. Vlivem křivosti nelineárńıch
omezeńı padne takto źıskaný bod, (který označ́ıme jako bod y), mimo omezeńı, nesplňuje
tedy podmı́nku h(y) = 0.
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Obrázek 6.10: Projekce bodu y na množinu omezeńı

Proto muśıme postupovat následovně: Nejprve tedy źıskáme bod y pomoćı projekce
negativńıho gradientu do linearizace aktivńıch omezeńı - pomoćı projekčńı matice P dle
(6.56). Potom je třeba ve směru kolmém k tečné nadrovině promı́tnout bod y do množiny
omezeńı.

Hledáme tedy bod xk+1 = y + ∇h(xk)
Tα takový, aby h(xk+1) = 0. To nalezneme

linearizaćı omezeńı. V bodě xk plat́ı

h(xk+1) = h (y +∇h(xk)α)
.
= h(y) +∇h(xk)∇h(xk)

Tα

Aproximace plat́ı pro |α| i |y − xk| malé. Z podmı́nky h(xk+1) = 0 urč́ıme

α = −
[
∇h(xk)∇h(xk)

T
]−1

h(y)

a daľśı iteraci podle vztahu

xk+1 = y −∇h(xk)
T
[
∇h(xk)∇h(xk)

T
]−1

h(y)

Je zřejmé, že se během iteračńıho postupu mohou uplatnit daľśı omezeńı - viz obr. 6.11a,
př́ıpadně pr̊umět bodu y do množiny omezeńı nemuśı existivat - viz obr. 6.11b. Proto
při implementaci metody je třeba provést řadu modifikaćı. Bylo zjǐstěno, že metoda má
lineárńı konvergenci.

6.4.4 Metoda redukovaného gradientu

Metoda redukovaného gradientu byla v roce 1963 navržena Wolfem pro lineárńı omezeńı a
v roce 1965 Carpentierem pro nelineárńı omezeńı. Metoda souviśı se simplexovou metodou
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Obrázek 6.11: Problémy při projekci bodu y na množinu omezeńı

lineárńıho programováńı a s metodou projekce gradientu. Ve shodě se simplexovou metodou
se i v této metodě proměnné děĺı na bázové a nebázové.

Uvažujme nejprve lineárńı omezeńı. Problém bude potom ve tvaru

min {f(x) : Ax = b, x ≥ 0} (6.57)

Lineárńı omezeńı, kterých necht’ je m, předpokládáme ve standardńım tvaru. Předpoklá-
dáme, že problém neńı degenerovaný, což znamená, že libovolná množina m řádk̊u matice
A je lineárně nezávislá. Potom libovolné př́ıpustné řešeńı má nejvýše n−m proměnných
nulových.

Vektor proměnných rozděĺıme na dvě části x = [uT ,vT ]T , kde subvektor u má dimenzi
m. Obdobně rozděĺıme matici A na dvě submatice B a C podle vztahu A = [B,C] kde
submatice B je čtvercová regulárńı matice rozměru m × m. Původńı problém má nyńı
tvar

min {f(u,v) : Bu + Cv = b, u ≥ 0, v ≥ 0} (6.58)

Z předchoźıho omezeńı můžeme proměnnou u vypoč́ıtat

u = B−1b−B−1Cv

Potom př́ır̊ustek kritéria vyjádř́ıme pomoćı gradientu kritéria vzhledem k proměnné v, to
je pomoćı tzv. redukovaného gradientu

df(u,v) =
∂f(u,v)

∂u
du +

∂f(u,v)

∂v
dv = ∇uf(u,v)du +∇vf(u,v)dv

= ∇vf(u,v)dv −∇uf(u,v)B−1Cdv

=
[
∇vf(u,v)−∇uf(u,v)B−1C

]
dv

Redukovaný gradient funkce f(u,v), který označ́ıme g(r) je vektor rozměru n −m a
je roven

g(r) =

(
df(u,v)

dv

)T

=
[
∇vf(u,v)−∇uf(u,v)B−1C

]T
(6.59)

Nutné podmı́nky prvńıho řádu pro optimalitu jsou splněny právě tehdy, když

g
(r)
i = 0, pro všechny vi > 0

g
(r)
i ≥ 0, pro všechny vi = 0.
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To je zřejmé z následuj́ıćı úvahy:

Př́ır̊ustek kritéria je zřejmě df(u,v) =
[
g(r)

]T
dv. Podle nutných podmı́nek je př́ır̊ustek

nezáporný v optimálńım bodě.

Pokud je vi > 0, pak př́ır̊ustek dv může být libovolný a proto muśı být v optimu
odpov́ıdaj́ıćı složka gradientu nulová. Je-li naopak vi = 0, pak př́ır̊ustek dv muśı být
pouze nezáporný (pro dodržeńı omezeńı) a proto muśı být v optimu odpov́ıdaj́ıćı složka
gradientu nezáporná.

Nyńı urč́ıme tzv. promı́tnutý redukovaný gradient s jehož složky jsou

si =

{
0 pro vi = 0, a g

(r)
i > 0

−g
(r)
i jinak

Ve směru s provád́ıme jednorozměrovou minimalizaci a určujeme nové body

vk+1 = vk + αs

uk+1 = uk − αB−1Cs

a optimálńı
α∗ = arg min

α
f(uk+1,vk+1)

Pokud uk+1 a vk+1 jsou př́ıpustné body, pak pokračujeme v nové iteraci výpočtem nového
redukovaného gradientu atd.

Pokud při jednorozměrové minimalizaci naraźıme pro nějaké ᾱ < α∗ na omezeńı,
(některá složka vektor̊u uk+1 nebo vk+1 se stane nulovou), pak muśıme rozlǐsovat dva
př́ıpady:

1. pokud se stane nulovou některá složka vektoru vk+1, pak polož́ıme α∗ := ᾱ a
pokračujeme daľśı iteraćı.

2. pokud se stane nulovou složka vektoru uk+1, pak polož́ıme opět α∗ := ᾱ, ale současně
muśıme změnit rozděleńı vektoru x na dva subvektory u a v tak, že př́ıslušnou
nulovou složku vektoru uk+1 přesuneme do množiny složek vektoru v a naopak
některou nenulovou složku vektoru vk+1 zase přesuneme do množiny složek vektoru
u. Proto muśıme odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem změnit rozděleńı matice A na submatice
B a C.

Pokud jsou omezeńı nelineárńı, problém je ve tvaru

min {f(x) : g(x) = 0, x ≥ 0} (6.60)

Vektor proměnných opět rozděĺıme na dvě části x = [uT ,vT ]T , kde subvektor u má
dimenzi m, která je rovna počtu omezeńı.

Nelineárńı omezeńı v bodě xk linearizujeme. Z omezeńı g(xk) = 0 plyne pro př́ır̊ustky

dg =
∂g

∂u
du +

∂g

∂v
dv = 0.

Odtud

du = −
[
∂g

∂u

]−1
∂g

∂v
dv
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Př́ır̊ustek kritéria je potom roven

d f(u,v) = ∇uf(u,v) du +∇vf(u,v) dv

= ∇vf(u,v) dv −∇uf(u,v)

[
∂g

∂u

]−1
∂g

∂v
dv

Redukovaný gradient funkce f(u,v), který opět označ́ıme g(r) je vektor rozměru n−m a
je roven

g(r) =

(
df(u,v)

dv

)T

=

∇vf(u,v)−∇uf(u,v)

[
∂g

∂u

]−1
∂g

∂v

T

(6.61)

Daľśı postup je stejný jako v lineárńım př́ıpadě.

Metody pokutových a bariérových
funkćı
Tyto metody problém optimalizace s omezeńım aproximuj́ı problémem optimalizace bez
omezeńı.

Penalizačńı metody aproximuj́ı p̊uvodńı problém s omezeńım problémem bez omezeńı,
při čemž za vybočeńı z omezeńı plat́ıme ”penále“, které se přidává k p̊uvodńımu kritériu.
Penále či pokuta je v tomto př́ıpadě vněǰśı pokutová funkce.

Bariérové metody aproximuj́ı p̊uvodńı problém s omezeńım problémem bez omezeńı
přidáńım členu, který nás penalizuje, pokud se bĺıž́ıme k hranici omezeńı. V tomto př́ıpadě
se jedná o vnitřńı pokutovou funkci.

6.4.5 Metody pokutových funkćı

Mějme tedy problém optimalizace s omezeńım

min {f(x) : g(x) ≤ 0} (6.62)

Definujeme si penalizačńı (pokutovou) funkci P (t) s vlastnost́ı P (t) > 0 pro t > 0 a P (t) =
0 pro t ≤ 0. Pomoćı penalizačńı funkce P (t) aproximuji předchoźı problém optimalizace
s omezeńım problémem bez omezeńı ve tvaru

min

{
f(x) + α

m∑
i=1

P (gi(x))

}
(6.63)

kde α je dostatečně velká kladná konstanta. Funkce P (t) může být na př́ıklad rovna

P (t) = max [0, t]2

Pro omezeńı ve tvaru rovnosti můžeme volit pokutovou funkci P (t) = t2. Pokud α bude
hodně velké, tak omezeńı budou přibližně splněna a pro α→∞ bude řešeńı konvergovat
k řešeńı p̊uvodńıho problému s omezeńım.
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Obrázek 6.12: Pokutové funkce αP (x) při omezeńı a ≤ x ≤ b.

Postup řešeńı je takový, že pro rostoućı posloupnost koeficient̊u {αj}, kde αj+1 > αj > 0
opakovaně řeš́ıme problém bez omezeńı s penalizačńı funkćı, to je problém

min
x∈Rn

{q(αj,x)} = min
x∈Rn

{
f(x) + αj

m∑
i=1

P (gi(x))

}
(6.64)
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Obrázek 6.13: Posloupnost řešeńı problému s pokutovou funkćı při omezeńı x ≥ 0.

Každý subproblém má řešeńı, které označ́ıme xj. Při tom plat́ı řada zaj́ımavých tvrzeńı

1. Pro posloupnost řešeńı jednotlivých problémů plat́ı

q(αj,xj) ≤ q(αj+1,xj+1)

P (xj) ≥ P (xj+1)

f(xj) ≤ f(xj+1)

2. Je-li x∗ optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy s omezeńım, pak

f(x∗) ≥ q(αj,xj) ≥ f(xj)
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3. Jestliže xj je posloupnost generovaná penalizačńı metodou, pak limitńı bod této
posloupnosti je řešeńım p̊uvodńı úlohy

lim
j→∞

f(xj) = f(x∗)

Dokažte předchoźı nerovnosti a nakreslete obrázek demonstruj́ıćı uvedené nerovnosti - viz
obr. 6.13.

Je třeba poznamenat, že penalizačńı metody jsou sice velmi jednoduché a v praxi dobře
použitelné, ale penalizačńı funkce obecně velmi zhoršuj́ı rychlost konvergence použitých
algoritmů. K minimalizaci problému bez omezeńı je možno použ́ıt libovolnou numerickou
metodu.

6.4.6 Metody bariérových funkćı

V bariérových metodách plat́ıme penále, když se bĺıž́ıme k hranici omezeńı - viz obr. 6.14.
Přibližováńı se tedy děje z vnitřńıho bodu množiny př́ıpustných hodnot. To znamená, že
bariérová metoda je použitelná pouze tehdy, má-li množina př́ıpustných hodnot vnitřńı
body. Metoda bariérových funkćı nutně muśı startovat z vnitřńıho bodu, takže již při
startu metody může nastat problém s nalezeńım vnitřńıho bodu.
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Obrázek 6.14: Bariérová funkce 1
βj
B(x), při omezeńı a ≤ x ≤ b.

Mějme tedy optimalizačńı problém

min {f(x) : g(x) ≤ 0} (6.65)

Bariérová funkce B(x) je definovaná na množině X = {x : g(x) ≤ 0}. Přitom je to funkce
nezáporná a spojitá a B(x) →∞, pokud bod x se bĺıž́ı ke hranici omezeńı.

Bariérová funkce může být na př́ıklad rovna

B(t) = −1

t
, nebo B(t) = − log(−t) (6.66)

Postup řešeńı je takový, že pro rostoućı posloupnost koeficient̊u {βj}, kde βj+1 > βj > 0
řeš́ıme problém bez omezeńı s bariérovou funkćı, to je problém

min
x∈Rn

{
f(x) +

1

βj

m∑
i=1

B(gi(x))

}
(6.67)
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Každý subproblém má pro určité βj řešeńı, které označ́ıme jako xj. Při tom plat́ı, že limita
posloupnosti řešeńı xj pro β → ∞ generovaná bariérovou metodou je řešeńım p̊uvodńı
úlohy. Muśıme ale zajistit, že při iteračńım výpočtu neporuš́ıme omezeńı, nebot’ mimo
omezeńı neńı bariérová funkce definována, př́ıpadně bariérovou funkci muśıme dodefinovat
B(t) = ∞ pro x 6∈ X.

Kombinace penalizačńı a bariérové funkce byla použita v metodě SUMT (Sequential
Unconstrained Minimization Technique) - techniky, která využ́ıvá sekvenčńı minimalizaci
bez omezeńı k řešeńı problémů minimalizace s omezeńım. Autoři této metody byli Fiacco
a McCormick v šedesátých letech. Optimalizačńı problém s omezeńım ve tvaru

min {f(x) : g(x) ≤ 0, h(x) = 0} (6.68)

můžeme převést na sekvenčńı řešeńı problému bez omezeńı ve tvaru

min

{
f(x)− 1

βj

∑
i

log(−gi(x)) + αj

∑
i

(hi(x))2

}
(6.69)

pro rostoućı množinu koeficient̊u αj a βj. Zde se použ́ıvá kombinace penalizačńı i bariérové
metody.

Bariérové metody se staly základem moderńıch metod zvaných metody vnitřńıho
bodu, kterým věnujeme následuj́ıćı odstavec.

6.4.7 Metody vnitřńıho bodu

Metody vnitřńıho bodu (interior point methods) byly použity poprvé Karmarkarem v
roce 1984 pro řešeńı problému lineárńıho programováńı. Tyto metody vycházej́ı z metody
SUMT. V roce 1988 byly rozš́ı̌reny na obecný problém Něstěrovem a Němirovským.

Mějme konvexńı množinu omezeńı gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, kde funkce gi jsou konvexńı
a hladké. Uvažujme nyńı neprázdnou množinu ostrých omezeńı

X = {x : gi(x) < 0, i = 1, . . . ,m} .

Na této množině si definujeme logaritmickou bariérovou funkci

B(x) =

{
−∑m

i=1 log(−gi(x)), x ∈ X
∞ x 6∈ X

Bariérová funkce B je konvexńı a hladká na množině X a bĺıž́ı se nekonečnu, když se bod
x bĺıž́ı ke hranici množiny X.

Nyńı urč́ıme bod x(c), který je bodem minima bariérové funkce B(x)

x(c) = arg min
x∈X

B(x) = arg max
x∈X

Πm
i=1 (−gi(x)) (6.70)

Poznámka: Uvědomme si, že plat́ı

x(c) = arg min
x

[
−
∑

i

log(−gi(x))

]
= arg max

x
[log Πi(−gi(x))]

= arg max
x

[Πi(−gi(x))]
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2

Bod x(c) se nazývá analytický střed nerovnost́ı gi(x) < 0. Tento bod existuje,
pokud je množina X ohraničená. Je to bod, který je vlastně robustńım řešeńım množiny
nerovnost́ı. Je to vnitřńı bod množiny X, který je v jistém smyslu nejv́ıce vzdálen od
hranice oblasti.

Bod x(c) můžeme určit Newtonovou metodou za předpokladu, že známe př́ısně př́ıpustný
počáteńı bod.

Tak např́ıklad pro lineárńı nerovnosti aT
i x ≤ bi, i = 1, . . . ,m , je bariérová funkce

B(x) =
∑m

i=1 log
(
bi − aT

i x
)−1

. Konstanta bi−aT
i x > 0 je rovna ”nesplněńı” i-té rovnosti.

Mějme opět optimalizačńı problém

min {f(x) : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} (6.71)

kde funkce gi jsou hladké a konvexńı. Pro α > 0 definujme funkci

αf(x) +B(x) = αf(x)−
m∑

i=1

log (−gi(x)) (6.72)

Tato funkce je hladká a konvexńı. Je zdola omezená za předpokladu, že množina
{x : f(x) ≤ γ, gi(x) ≤ 0} je pro nějaké γ ohraničená. Koeficient α je vlastně relativńı
váha mezi kritériem a bariérovou funkćı.

Nyńı si definujeme funkci

x∗(α) = arg min
x∈X

(αf(x) +B(x)) (6.73)

Funkce x∗(α) pro α > 0 se nazývá centrálńı cesta. Pro α = 0 je bod x∗(0) analytický
střed nerovnost́ı a pro α→∞ vede tato cesta k řešeńı p̊uvodńıho problému (6.71). Body
x∗(α) pro určité α můžeme opět určit Newtonovou metodou, ovšem opět za předpokladu,
že je dán př́ısně př́ıpustný počátečńı bod (vnitřńı bod množiny omezeńı).

Metoda řešeńı optimalizačńıho problému bez omezeńı je tedy jednoduchá:
Pro určité α > 0 a př́ısně př́ıpustný bod x urč́ıme Newtonovou metodou bod x∗(α),
přičemž startujeme z bodu x. Daľśı iteraci provedeme z nového počátečńıho bodu x =
x∗(α), který je roven právě vypočtenému bodu na centrálńı cestě. Pro nové (zvětšené)
α := αβ, kde β > 1 spočteme nový bod na centrálńı cestě. T́ımto zp̊usobem źıskáme
posloupnost bod̊u na centrálńı cestě, které odpov́ıdaj́ı rostoućı hodnotě parametru α.
Posloupnost bod̊u na centrálńı cestě, které źıskáme řešeńım minimalizačńıho problému
bez omezeńı, vede na řešeńı našeho p̊uvodńıho problému s omezeńım. Uvědomme si, že
složitost metody neroste s počtem omezeńı. To je podstatný př́ınos této metody (vlastně
všech penalizačńıch a bariérových metod).

Při tom se vyskytuj́ı problémy s volbou počátečńı hodnoty parametru α a s volbou
koeficientu β, který zajǐst’uje r̊ust koeficientu α v daľśı iteraci. Tato volba znamená kom-
promis, nebot’ pomalý r̊ust koeficientu α, znamená menš́ı počet krok̊u Newtonovy metody
v jedné iteraci, ale celková konvergence metody k řešeńı je pomaleǰśı.
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Nyńı ukážeme na souvislost bod̊u na centrálńı cestě s dualitou. Nutné podmı́nky pro
bod x∗(α) = arg min (αf(x) +B(x)) jsou

α∇f(x∗(α)) +
m∑

i=1

1

−gi(x∗(α))
∇gi(x

∗(α)) = 0 (6.74)

Předchoźı rovnici přeṕı̌seme do tvaru

∇f(x∗(α)) +
m∑

i=1

λi ∇gi(x
∗(α)) = 0, λi =

1

−αgi(x∗(α))
> 0 (6.75)

Z předchoźı rovnice plyne, že x∗(α) minimalizuje Lagrangeovu funkci

L(x,λ) = f(x∗(α)) +
m∑

i=1

λi gi(x
∗(α)) (6.76)

Z teorie duality v́ıme, že minimum primárńıho problému neńı menš́ı než řešeńı duálńıho
problému, čili

f ∗ ≥ ψ(λ) = min
x

L(x,λ) = min
x

(
f(x) +

∑
i

λigi(x)

)

= f(x∗(α)) +
m∑

i=1

λigi(x
∗(α))

= f(x∗(α))− m

α
(6.77)

kde jsme optimum p̊uvodńıho problému označili f ∗.

To znamená, že bod na centrálńı cestě nám poskytuje dolńı odhad

f(x∗(α)) ≥ f ∗ ≥ f(x∗(α))− m

α
(6.78)

To můžeme použ́ıt při odhadu přesnosti dosaženého řešeńı.

Nyńı srovnáme nutné podmı́nky optimality p̊uvodńıho problému (6.71) s nutnými
podmı́nkami (6.74) pro bod na centrálńı cestě. Pro konvexńı optimalizačńı problém

min {f(x) : gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m} (6.79)

plat́ı, že bod x∗ je bod optima, právě když existuje vektor λ ≥ 0, že plat́ı (Kuhnovy -
Tuckerovy podmı́nky)

gi(x) ≤ 0

∇f(x∗) +
m∑

i=1

λi ∇gi(x
∗) = 0

−λigi(x
∗) = 0 (6.80)

Z předchoźıho výkladu plyne, že bod x∗(α) na centrálńı cestě vyhovuje nutným a postačuj́ıćım
podmı́nkám v následuj́ıćım tvaru. Existuje vektor λ ≥ 0, že plat́ı

gi(x) ≤ 0

∇f(x∗) +
m∑

i=1

λi ∇gi(x
∗) = 0

−λigi(x
∗) =

1

α
(6.81)
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Odtud plyne, že centrálńı cesta je spojitá deformace podmı́nek optimality pro p̊uvodńı
problém.

Metoda střed̊u

Modifikaćı předchoźı metody je metoda střed̊u (Method of Centers). Pro konvexńı optimal-
izačńı problém (6.71) si zvoĺıme konstantu γ > f ∗, kde f ∗ je optimálńı hodnota kriteriálńı
funkce. Definujeme body x∗(γ), které jsou analytickými středy nerovnost́ı f(x) < γ, a
gi(x) < 0. Plat́ı

x∗(γ) = arg min
x∈X

(
− log(γ − f(x))−

m∑
i=1

log(−gi(x))

)
(6.82)

Bod x∗(γ) splňuje nutné podmı́nky ve tvaru

1

γ − f(x∗(γ))
∇f(x∗(γ)) +

m∑
i=1

1

−gi(x∗(α))
∇gi(x

∗(α)) = 0 (6.83)

Odtud plyne, že bod x∗(γ) je na centrálńı cestě

x∗(γ) = x∗(α), α =
1

(γ − f(x∗(γ))
(6.84)

Poznámka: Body x∗ rozlǐsujeme pouze jejich argumenty. To znamená, že body x∗(γ)
jsou definovány v (6.82) a body x∗(α) jsou definovány v (6.73).

2

Proto body x∗(γ), γ > f∗ také parametrizuj́ı centrálńı cestu a tud́ıž poskytuj́ı také
dolńı odhad ve tvaru

f ∗ ≥ f(x∗(γ))−m (γ − f(x∗(γ))) (6.85)

Algoritmus metody střed̊u je následuj́ıćı:

• Zvoĺıme počátečńı bod x, parametr γ, koeficient θ a zvolenou přesnost výpočtu
(toleranci) ε, které vyhovuj́ı

x ∈ X
γ > f(x)

0 < θ < 1
ε > 0

• Pro počátečńı bod x vypočteme Newtonovou iteračńı metodou nový bod x∗(γ) podle
(6.82).
Jestliže

m (γ − f(x∗(γ)) < ε, (6.86)

pak je splněna zvolená přesnost výpočtu a bod x∗(γ) je s danou přesnost́ı řešeńım
našeho problému.

• Pokud zvolená přesnost neńı dosažena, pak s novou počátečńı podmı́nkou x = x∗(γ)
znova Newtonovou metodou řeš́ıme problém (6.82) s novou hodnotou parametru γ

γ := (1− θ)f(x) + θγ (6.87)
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Koeficient θ je koeficient konvexńı kombinace horńıho odhadu γ kritéria a skutečné
hodnoty kritéria f(x). Č́ım je koeficient θ menš́ı, t́ım v́ıce iteračńıch krok̊u Newtonovy
metody je třeba k vyřešeńı problému (6.82).

Výpočty bylo ověřeno, že zrychleńı výpočtu je dosaženo, když použijeme q > 1 kopíı
omezeńı f(x) < γ. Potom Newtonovou metodou řeš́ıme problém

x∗(γ) = arg min
x∈X

(
−q log(γ − f(x))−

m∑
i=1

log(−gi(x))

)
(6.88)

Dobrá volba je q
.
= m.

Metody vnitřńıho bodu jsou v současnosti nejefektivněǰśı numerické metody. Spolu se
sekvenčńım kvadratickým programováńım jsou nejobĺıbeněǰśımi numerickými metodami.
Je ovšem d̊uležité si uvědomit, že obě metody využ́ıvaj́ı při d́ılč́ıch výpočtech řadu daľśıch
numerických metod.

6.4.8 Sekvenčńı kvadratické programováńı

Uvažujme nejprve problém nelineárńıho programováńı s omezeńım ve tvaru rovnosti

min {f(x) : h(x) = 0} (6.89)

Lagrangeova funkce pro tuto úlohu je L(x,λ) = f(x)+λTh(x). Nutné podmı́nky (nulovost
gradientu Lagrangeovy funkce vzhledem k oběma proměnným) vedou na soustavu ne-
lineárńıch rovnic

∇f(x) + λT∇h(x) = 0
h(x) = 0

(6.90)

Pokud je funkce f(x) kvadratická a omezeńı h(x) lineárńı, jedná se o problém kvadrat-
ického programováńı.

Kvadratické programováńı

Nejprve vyřeš́ıme problém optimalizace kvadratického kritéria s lineárńım omezeńım -
tzv. kvadratické programováńı. Prozat́ım budeme uvažovat lineárńı omezeńı typu
rovnosti

min
{
f(x) =

1

2
xTHx + cTx : Ax = b

}
(6.91)

Podle (6.90) jsou nutné podmı́nky pro optimum této úlohy lineárńı

Hx + AT λ + c = 0
Ax + − b = 0

(6.92)

Snadno je možno ukázat, že je-li matice H regulárńı a má-li matice A plnou řádkovou
hodnost (hod A = m), pak je matice předchoźı soustavy regulárńı, to znamená, že nutné
podmı́nky (6.92) vedou na jediné řešeńı.

Analytické řešeńı źıskáme snadno. Z prvńı rovnice plyne

x = −H−1AT λ−H−1c
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Předchoźı rovnici vynásob́ıme matićı A a výsledek dosad́ıme do druhé rovnice v (6.92).
Pak dostaneme

λ = −
(
AH−1AT

)−1 (
AH−1c + b

)
(6.93)

po dosazeńı do rovnice pro x dostaneme

x = −H−1
[
I−AT

(
AH−1AT

)−1
AH−1

]
c + H−1AT

(
AH−1AT

)−1
b (6.94)

Předchoźı vztahy pro x a λ nejsou vhodné pro numerický výpočet.

Pokud máme kvadratický optimalizačńı problém s omezeńımi ve tvaru nerovnosti,
téměř výhradně se k jeho řešeńı použ́ıvá iteračńı metoda aktivńıch množin. Uvažujme tedy
kvadratický optimalizačńı problém

min
{
f(x) =

1

2
xTHx + cTx : aix = bi, i ∈ E, aix ≤ bi, i ∈ I

}
(6.95)

kde E je množina omezeńı typu rovnosti a I je množina omezeńı typu nerovnosti. Z
množiny omezeńı typu nerovnosti jsou některá aktivńı a ostatńı jsou neaktivńı. Protože na
počátku výpočtu nev́ıme, která z nerovnostńıch omezeńı jsou aktivńı a která ne, pracujeme
s tzv. pracovńı množinou W, v ńıž jsou všechna omezeńı typu rovnosti a některá omezeńı
typu nerovnosti.

Necht’ tedy v k-té iteraci jsme v bodě xk. Bod xk vyhovuje všem omezeńım a splňuje
omezeńı typu rovnosti pro současnou pracovńı množinu Wk. Množina Wk zahrnuje všechna
omezeńı typu rovnosti (všechna i ∈ E) a některá omezeńı typu nerovnosti (některá i ∈ I).

Problém (6.95) můžeme zapsat v ekvivalentńım tvaru

min

{
f(x) = f(xk) + gT

k (x− xk) +
1

2
(x− xk)

T H (x− xk) :
Axk = b,
Ax = b

}
(6.96)

Přitom řádky matice A jsou tvořeny vektory aT
i , i ∈ Wk a k tomu odpov́ıdaj́ıćımi prvky

vektoru b.

Aby problémy (6.95) a (6.96) byly totožné (až na konstantu, která měńı pouze hodnotu
kritéria, ale neměńı optimálńı bod), pak gk = c + Hxk.

Nyńı si zavedeme vektor př́ır̊ustku dk = x−xk a pak problém (6.96) můžeme vyjádřit
ve tvaru

min
{
f(x) = f(dk) = f(xk) + gT

k dk +
1

2
dT

k Hdk : aT
i dk = 0, i ∈ W

}
(6.97)

Pro tento problém vytvoř́ıme Lagrangeovu funkci

L = f(xk) + gT
k dk +

1

2
dT

k Hdk +
∑

i∈W
λia

T
i dk (6.98)

Odtud plynou nutné podmı́nky optimality

Hdk + AT λ + gk = 0
Adk = 0

(6.99)

kde řádky matice A jsou rovny vektor̊um aT
i , i ∈ W. Z předchoźı soustavy vypočteme

př́ır̊ustek dk. Nyńı může nastat několik možnost́ı:
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1. Pokud dk = 0, pak jsme v optimu x∗ = xk, nebot’ to může nastat pouze pro gk = 0.

2. Pro dk 6= 0 je xk+1 = xk + dk. Je-li xk+1 př́ıpustné, pak k := k + 1 a provád́ıme
daľśı iteraci s nezměněnou pracovńı množinou Wk+1 = Wk.

3. Pokud xk+1 neńı př́ıpustné, pak

xk+1 = xk + αdk,

kde koeficient α < 1 voĺıme tak velký, až naraźıme na nějaká nová omezeńı. Řekněme,
že je to omezeńı j-té, kde j 6∈ W. Pak muśı platit

aT
j (xk + αdk) = bj

Protože pro všechna j 6∈ W plat́ı aT
j xk < bj, pak z předchoźı rovnice plyne αaT

j dk >
0, j 6∈ W. Odtud plyne

α = αj =
bj − aT

j xk

aT
j dk

Výpočet αj provedeme pro všechna j 6∈ W. Za skutečné α = αk vezmeme to
nejmenš́ı z αj. T́ımto zp̊usobem jsme určili př́ıpustné αk spolu s indexem j-tého
omezeńı, na které jsme nyńı narazili a proto ho muśıme zahrnout do množiny pra-
covńıch omezeńı, pak Wk+1 = Wk ∪ j. Proto př́ıpustnou hodnotu αk vypočteme
podle vztahu

αk = min
aT

j dk>0

[
1 ,

bj − aT
j xk

aT
j dk

]
(6.100)

4. T́ımto zp̊usobem jsme určili bod xk+1 a novou pracovńı množinu Wk+1. Je-li λi ≥ 0
pro všechna i ∈ E a i ∈ I, pak bod xk+1 = x∗ je optimálńı bod.

5. Je-li některé λi < 0, pak z množiny všech λi < 0, vybereme to nejmenš́ı. Necht’ je
to λp

p = arg min
i, λi<0

λi,

pak omezeńı p-té vypust́ıme z pracovńı množiny Wk+1.

To plyne z citlivostńı věty - při minimalizaci je př́ır̊ustek kritéria ∆f = −λp∆bp.
Protože při změně omezeńı z rovnosti na nerovnost je př́ır̊ustek omezeńı ∆bp < 0,
pak pro ∆f < 0 muśı být př́ıslušný Lagrange̊uv koeficient λp < 0.

To je postup řešeńı problému kvadratické optimalizace s lineárńımi omezeńımi ve
tvaru rovnosti i nerovnosti. Nyńı poṕı̌seme numerický algoritmus pro řešeńı problému
nelineárńıho programováńı nejprve s omezeńım ve tvaru rovnosti.

Př́ımé metody

Uvažujme tedy problém nelineárńıho programováńı (6.89). V tomto odstavci uvedeme
př́ımé metody řešeńı Lagrangeových rovnic (6.90).
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Zvoĺıme si hodnot́ıćı funkci (merit function), podle které budeme oceňovat algo-
ritmus výpočtu optima

m(x,λ) =
1

2

∣∣∣∇f(x) + λT∇h(x)
∣∣∣2 +

1

2
|h(x)|2 (6.101)

Prvńı člen v hodnot́ıćı funkci je rovný kvadrátu normy gradientu Lagrangeovy funkce po-
dle proměnné x a druhý člen je vlastně penále za nesplněńı omezeńı problému. Je zřejmé,
že bod minima hodnot́ıćı funkce m(x,λ) je stejný jako bod, který splňuje Lagrangeovy
rovnice (6.90) a vyhovuje omezeńım úlohy. Proto se hodnot́ıćı funkce také někdy nazývá
absolutńı penalizačńı funkce. Plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta:
Necht’ body (x∗,λ∗) splňuj́ı nutné podmı́nky prvńıho řádu pro lokálńı minimum hodnot́ıćı
funkce m(x,λ) dle (6.101) a bod optima (x∗,λ∗) je regulárńım bodem (hodnost Jacobiovy
matice ∇h(x∗) je rovna m) a Hessova matice H(x∗,λ∗) = ∇2f(x∗) + (λ∗)T ∇2h(x∗)
Lagrangeovy funkce L(x,λ) = f(x)+λTh(x) je pozitivně definitńı. Pak (x∗,λ∗) je globálńı
minimum hodnot́ıćı funkce m(x,λ) a m(x∗,λ∗) = 0. 2

Nyńı pojednáme o dvou iteračńıch metodách řešeńı nelineárńıho problému. Prvńı
metoda voĺı jako směr hledáńı gradient Lagrangeovy funkce, je to tedy metoda prvńıho
řádu. Druhá metoda je Newtonova metoda druhého řádu.

Metoda prvńıho řádu

Nejprve k hledáńı optima použijeme gradientńı metodu prvńıho řádu. Uvažujme tedy
iteračńı proces

xk+1 = xk − αk ∇xL(xk,λk)
T

λk+1 = λk + αkh(xk)
(6.102)

Směr hledáńı proměnné x je ve směru, který je rovný zápornému gradientu Lagrangeovy
funkce vzhledem k proměnné x (je to proto, že hledáme minimum vzhledem k x). Směr
hledáńı Lagrangeových koeficient̊u je ve směru kladného gradientu Lagrangeovy funkce
vzhledem k proměnné λ (je to proto, že hledáme maximum vzhledem k λ).

Nyńı ukážeme, že směr hledáńı je směrem zajǐst’uj́ıćım klesáńı hodnot́ıćı funkce, což
znamená, že je negativńı skalárńı součin vektoru směru hledáńı s gradientem hodnot́ıćı
funkce. Podle (6.102) je směr hledáńı vektor se složkami −∇xL(xk,λk)

T a h(xk). Gradient
hodnot́ıćı funkce má složky

∇xm(x,λ) = ∇xL(x,λ) ∇2
xL(x,λ) + h(x)T ∇xh(x)

∇λm(x,λ) = ∇xL(x,λ) ∇xh(x) (6.103)

Skalárńı součin gradientu hodnot́ıćı funkce a směru hledáńı je roven

−∇xL(x,λ) ∇2
xL(x,λ) ∇xL(x,λ)T ≤ 0.

Odtud ale pouze plyne, že zvolený směr hledáńı zaručuje klesáńı hodnot́ıćı funkce pokud
∇xL(x,λ) 6= 0. To znamená, že volbou koeficientu αk pomoćı nějakého algoritmu jed-
norozměrové optimalizace hodnot́ıćı funkce ve zvoleném směru, iteračńı proces konverguje
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k bodu, ve kterém ∇xL(x,λ) = 0. Nemáme ale žádnou záruku, že v nalezeném bodě je
h(x) = 0.

Proto je třeba provést modifikaci hodnot́ıćı funkce. Upravená hodnot́ıćı funkce je rovna

m̄(x,λ) = m(x,λ)− γ
[
f(x) + λTh(x)

]
(6.104)

Gradient modifikované hodnot́ıćı funkce je

∇xm̄(x,λ) = ∇xL(x,λ) ∇2
xL(x,λ) + h(x)T ∇xh(x)− γ∇xL(x,λ)

∇λm̄(x,λ) = ∇xL(x,λ) ∇xh(x)− γh(x)T (6.105)

Součin gradientu modifikované hodnot́ıćı funkce se směrem hledáńı je roven

−∇xL(x,λ)
[
∇2

xL(x,λ)− γI
]
∇xL(x,λ)T − γ |h(x)|2

Protože předpokládáme, že Hessova matice Lagrangeovy funkce je pozitivně definitńı, pak
existuje γ (dostatečně malé), že předchoźı výraz je negativńı pokud současně ∇xL(x,λ) 6=
0 a h(x) 6= 0. Proto zvolený směr hledáńı zaručuje klesáńı modifikované hodnot́ıćı funkce.
Pro určitou hodnotu koeficientu γ iteračńı metoda (6.102) konverguje k řešeńı problému
(6.89).

Newtonova metoda

Pro nalezeńı stacionárńıho bodu Lagrangeovy funkce je nejpouž́ıvaněǰśı Newtonova metoda.
Budeme tedy aplikovat Newtonovu metodu na řešeńı soustavy

∇xL(x,λ) = ∇f(x) + λT∇h(x) = 0
∇λL(x,λ) = h(x) = 0

(6.106)

Připomeňme si, že pro řešeńı rovnice q(x) = 0 je Newton̊uv iteračńı algoritmus xk+1 =
xk − [q′(xk]

−1 q(xk).

Naši funkci z (6.106) rozvineme v řadu v okoĺı xk[
∇xL(xk+1,λk+1)

T

h(xk+1)

]
=

[
∇xL(xk,λk)

T

h(xk)

]
+

[
∇2

xL(xk,λk)
∇h(xk)

]
∆xk

+

[
∇xh(xk)

T

0

]
∆λk (6.107)

kde xk+1 = xk + ∆xk a λk+1 = λk + ∆λk. Aby[
∇xL(xk+1,λk+1)

T

h(xk+1)

]
=

[
0
0

]
,

pak plat́ı [
∇2

xL(xk,λk) ∇h(xk)
T

∇h(xk) 0

] [
∆xk

∆λk

]
=

[
−∇xL(xk,λk)

T

−h(xk)

]
(6.108)

K prvńı rovnici v předchoźı soustavě přidáme člen (∇h(xk)
T λk), pak je prvńı rovnice

∇2
xL(xk,λk)∆xk +∇h(xk)

T (∆λk + λk) = −∇xL(xk,λk)
T +∇h(xk)

T λk
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Výraz na pravé straně předchoźı rovnice je roven −∇f(xk)
T . Potom lze rovnici (6.108)

zapsat ve tvaru [
∇2

xL(xk,λk) ∇h(xk)
T

∇h(xk) 0

] [
∆xk

λk+1

]
=

[
−∇f(xk)

T

−h(xk)

]
(6.109)

Předchoźı soustava rovnic je podobná soustavě (6.92). Bude mı́t tedy jednoznačné řešeńı,
pokud matice ∇h(x∗) má plnou řádkovou hodnost a matice ∇2

xL(x∗,λ∗) je pozitivně
definitńı. Postačuj́ıćı podmı́nky druhého řádu pro náš p̊uvodńı problém (6.89) jsou kromě
toho, že matice ∇h(x∗) má plnou řádkovou hodnost, ještě nav́ıc matice ∇2

xL(x∗,λ∗) muśı
být pozitivně definitńı na tečném podprostoru M k množině omezeńı, kde M = {x :
∇h(x∗)x = 0}.

Postačuj́ıćı podmı́nky jsou tedy trochu odlǐsné od předchoźıch podmı́nek pro jed-
noznačné řešeńı předchoźı soustavy rovnic. Abychom zajistili pozitivńı definitnost Hessovy
matice Lagrangeovy funkce na celém prostoru, pak je třeba opět provést modifikaci
p̊uvodńıho problému (6.89). Mı́sto problému min {f(x) : h(x) = 0} uvažujeme ekviva-

lentńı problém min
{
f(x) + 1

2
c |h(x)|2 : h(x) = 0

}
přidáńım penále 1

2
c |h(x)|2. Hessova

matice tohoto problému je

H(x) = ∇2
xL(x,λ) + c∇h(x)T∇h(x)

kde L(x,λ) je Lagrangeova funkce p̊uvodńıho problému. Pro dostatečně velkou penalizačńı
konstantu c je tato nová Hessova matice pozitivně definitńı na celém prostoru.

Newtonova metoda zaručuje řád konvergence alespoň dvě, pokud jsme dostatečně
bĺızko řešeńı. Abychom zaručili konvergenci ze vzdálených bod̊u - globálńı konvergenci -
je třeba zaručit, aby proces hledáńı zajǐst’oval klesáńı hodnot́ıćı funkce. To zaruč́ıme, když
v Newtonově směru budeme provádět jednorozměrovou minimalizaci volbou optimálńıho
koeficientu α. Ono totiž plat́ı, že směr generovaný Newtonovou metodou je směr, který
zaručuje klesáńı hodnot́ıćı funkce (6.101). Součin gradientu (6.103) hodnot́ıćı funkce s
Newtonovým směrem podle (6.108) je roven

− |∇xL(xk,λk)|2 − |h(xk)|2

Předchoźı výraz je záporný pokud ∇xL(xk,λk) 6= 0 nebo h(xk) 6= 0.

Odtud plyne, že Newtonova metoda zaručuje globálńı konvergenci, pokud je aplikována
s proměnným krokem.

Modifikované Newtonovy metody a kvazi-Newtonovy metody

Modifikace Newtonovy metody se provád́ı proto, abychom se vyhnuli př́ımému výpočtu
Hessovy matice Lagrangeovy funkce Hk = ∇2

xL(xk,λk). To je možno provést r̊uzným
zp̊usobem. Hessovu matici můžeme aproximovat nějakou matićı Qk, která může být bud’

konstantńı během iteračńıho procesu, nebo může být aktualizovaná např́ıklad metodou
BFGS, pak

Qk+1 = Qk +
qkq

T
k

qT
k dk

− QT
k Qk

dT
k Qkdk

(6.110)
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kde

dk = xk+1 − xk

qT
k = ∇xL(xk+1,λk+1)−∇xL(xk,λk)

Při tom λk+1 źıskáme řešeńım (6.109). Abychom soustavu rovnic (6.109) nemuseli řešit
celou, provád́ı se aproximace vektoru λk+1 a řeš́ıme pouze horńı část soustavy (6.109), to
je rovnici

∇2
xL(xk,λk) ∆xk +∇h(xk)

T λk+1 = −∇f(xk)
T

jej́ıž řešeńı je po úpravě

xk+1 = xk −
[
∇2

xL(xk,λk)
]−1

∇xL(xk, λ̂k)
T (6.111)

kde λ̂k je nějaký odhad aktualizace vektoru Lagrangeových koeficient̊u. Existuje celá řada
možnost́ı, z nichž zde uvedeme pouze jedinou

λ̂k = λk + ch(xk).

Posledńı člen vznikl z penalizačńıho členu 1
2
c |h(x)|2, který se přidá k minimalizované

funkci f(x) a c > 0 je nějaká konstanta.

Rozš́ı̌reńı na nerovnostńı omezeńı

Newtonova metoda řeš́ı soustavu rovnic, která je podobná soustavě rovnic při řešeńı
problému kvadratického programováńı při lineárńım omezeńı ve tvaru rovnosti. Kvadrat-
ické programováńı jsme posléze rozš́ı̌rili na řešeńı problémů se smı́̌senými omezeńımi ve
tvaru rovnosti i nerovnosti. Na řešeńı tohoto problému jsme použili metodu aktivńıch
množin.

Proto je možno navrhnout obdobným zp̊usobem rozš́ı̌reńı Newtonovy metody na řešeńı
problémů s nerovnostńımi omezeńımi. Uvažujme tedy následuj́ıćı optimalizačńı problém

min {f(x) : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} (6.112)

Tento problém řeš́ıme iteračně. Definujeme si Lagrangeovu funkci

L(x,λ,µ) = f(x) + λTh(x) + µTg(x) (6.113)

Mějme tedy př́ıpustný bod xk a vektory Lagrangeových koeficient̊u λk a µk. Iteračně
řeš́ıme kvadratický problém

min
{
∇f(xk)sk +

1

2
sT
k

[
∇2f(xk) + λT

k ∇2h(xk) + µT
k ∇2g(xk)

]
sk

}
(6.114)

s omezeńım

∇h(xk)sk + h(xk) = 0

∇g(xk)sk + g(xk) ≤ 0 (6.115)

kde xk+1 = xk + sk a Lagrangeovy multiplikátory jsou Lagrangeovými multiplikátory
problému kvadratického programováńı (6.114).

Sekvenčńı kvadratické programováńı se skládá ze tř́ı základńıch krok̊u:
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1. Aktualizace Hessovy matice Lagrangeovy funkce

2. Použit́ı kvadratického programováńı na řešeńı kvadratického problému s použit́ım
metody aktivńıch množin

3. Jednorozměrové hledáńı a výpočet hodnot́ıćı funkce

Metoda vyžaduje start algoritmu z př́ıpustného bodu. Pokud ho neznáme (nelze zvolit z
reálné podstaty problému), pak př́ıpustný bod źıskáme řešeńım následuj́ıćıho problému

min {γ : h(x) = 0, g(x)− γe ≤ 0} (6.116)

kde e = [1, 1, . . . , 1]T je vektor s jednotkovými prvky. Za počátečńı př́ıpustný bod x0

zvoĺıme nějaký bod, splňuj́ıćı pouze omezeńı typu rovnosti.

Algoritmus sekvenčńıho kvadratického programováńı je syntézou řady metod. Na závěr
uvedeme v souhrnu algoritmus metody.

1. Nalezeńı př́ıpustného počátečńıho bodu x0 a počátečńı pozitivně definitńı matice
Q0.

2. Řešeńı kvadratického problému (6.114) s omezńımi (6.115). Je-li sk = 0, pak jsme
źıskali řešeńı problému v bodě xk.

3. Ve směru sk provedeme jednorozměrovou minimalizaci, pak

xk+1 = xk + αksk

Parametr αk je volen tak, aby zajistil dostatečný pokles hodnot́ıćı funkce. Hodnot́ıćı
funkci voĺıme ve tvaru

m(x) = f(x) +
∑

rihi(x) +
∑

rj max [0, gi(x)]

Váhové koeficienty ri, rj se voĺı úměrné Lagrangeovým koeficient̊um λi, µj.

4. Provedeme aktualizaci matice Qk podle metody BFGS. V literatuře jsou popsány i
jiné možnosti aktualizace aproximace Hessovy matice.

Metoda sekvenčńıho kvadratického programováńı je spolehlivá a velmi efektivńı numerická
metoda.



Kapitola 7

Řešeńı regulačńıch problémů
variačńımi metodami

7.1 Problém optimálńıho ř́ızeńı dynamických

systémů

Dosud jsme se věnovali řešeńı problémů optimalizace statických systémů, které byly
popsány soustavou rovnic a nerovnic. Čas se v těchto problémech nevyskytoval.

Nyńı se budeme věnovat problémům optimalizace dynamických systémů, to je systémů
v nichž jsou proměnné závislé na čase. Nejprve se budeme věnovat optimalizaci spojitých
systémů. Pro řešeńı takových problémů je třeba znát

1. Popis dynamického systému, modeluj́ıćıho reálný objekt, který chceme optimálně
ř́ıdit. Toto omezeńı je vyjádřeno obvykle diferenciálńımi rovnicemi.

2. Z podstaty problému vyplývaj́ı omezeńı některých proměnných. Proto součást́ı for-
mulace problému jsou často soustavy rovnic a nerovnic.

3. Nezbytnou součást́ı problému je výběr ćıle, který chceme dosáhnout. Tento ćıl se
obvykle formuluje ve tvaru kritéria optimality a naš́ım ćılem je optimalizovat (min-
imalizovat či maximalizovat) toto kritérium.

Nyńı tyto obecné úvahy budeme konkretizovat.
Dynamický systém je obvykle popsán stavovými rovnicemi

ẋ(t) = f(x,u, t)

y(t) = f̄(x,u, t) (7.1)

kde x(t) je stavový vektor systému,
u(t) je ř́ıdićı vektor - nezávisle proměnná,
y(t) je výstupńı vektor.

Veličiny v systému nemohou obvykle nabývat libovolných hodnot, jejich omezeńı je

u(t) ∈ U ⊂ Rr, x(t) ∈ X ⊂ Rn. (7.2)

139
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kde U,X jsou množiny př́ıpustných hodnot ř́ızeńı a stavu systému, které jsou obvykle
kompaktńı, nebo jestě lépe konvexńı množiny.

Obvykle známe počátečńı stav systému x(t0) = x0. Naš́ım problémem je ř́ıdit systém
tak, aby na konci intervalu ř́ızeńı [t0, t1] byl systém ve stavu x(t1) = x1.

Pokud je koncový stav dosažitelný, pak přechod z počátečńıho stavu x0 do koncového
stavu x1 může být uskutečněn r̊uzným zp̊usobem. Abychom mohli vybrat optimálńı řešeńı,
je třeba zvolit kritérium kvality ř́ızeńı, které nějakým zp̊usobem ohodnot́ı řešeńı úlohy -
každému řešeńı přǐrad́ı reálné č́ıslo (často pouze nezáporné) a podle jeho velikosti můžeme
porovnávat jednotlivá řešeńı a vyb́ırat z nich to nejlepš́ı. Kritérium kvality ř́ızeńı (které
budeme značit J) v problémech dynamické optimalizace je obvykle ve tvaru

J (t0,x(t0), t1,x(t1),u(t)) = h(x(t1)) +
∫ t1

t0
g(x(t),u(t), t) dt (7.3)

kde h a g jsou skalárńı funkce svých argument̊u.
Kritérium kvality ř́ızeńı má dva členy. Prvńı člen h(x(t1) , je závislý na stavu systému v
koncovém čase t1. Tento člen hodnot́ı tedy ćıl trajektorie. Druhý, integrálńı člen, hodnot́ı
pr̊uběh trajektorie systému - zp̊usob jakým je dosaženo ćıle.

Definice problému optimálńıho ř́ızeńı:
Problém optimálńıho ř́ızeńı spoč́ıvá v určeńı takového ř́ızeńı u(t) systému (7.1) na in-
tervalu t0 ≤ t ≤ t1, aby byla splněna omezeńı (7.2) a kritérium kvality ř́ızeńı (7.3) bylo
minimálńı. Takové ř́ızeńı je optimálńı ř́ızeńı a budeme ho značit u∗(t). 2

Tento obecný problém má r̊uzné modifikace:
Koncový bod trajektorie, to je koncový čas t1 a koncový stav x(t1) může být pevně zadán.
Pak mluv́ıme o problému s pevným koncem trajektorie. V tomto př́ıpadě neńı třeba
uvažovat prvńı člen v kritériu (7.3), protože je konstantńı a nemá vliv na optimalizaci.
Neńı-li určen pouze koncový čas t1, pak hovoř́ıme o problému s volným koncovým
časem. Neńı-li určen pouze koncový stav x(t1), pak hovoř́ıme o problému s volným
koncovým stavem. Př́ıpadně koncový bod muśı být prvkem nějaké dané množiny, zvané
ćılová množina.

Nejprve budeme řešit takové problémy, ve kterých nejsou omezeny množiny př́ıpustných
stav̊u X a př́ıpustných ř́ızeńı U.

Povšimněme si, že kritérium J podle (7.3) přǐrad́ı každé funkci u(t) a x(t) splňuj́ıćı
omezeńı (7.1) a (7.2) nějaké reálné č́ıslo (hodnotu kritéria). Kritérium (7.3) je tedy
funkcionál. Problém optimálńıho ř́ızeńı spojitého systému je tedy problémem nalezeńı
extrému funkcionálu při respektováńı omezeńı danými stavovou rovnićı systému (7.1) a
omezuj́ıćımi podmı́nkami (7.2).

Určeńım optimálńıho ř́ızeńı u∗(t) vyřeš́ıme problém optimálńıho ovládáńı, to je
ř́ızeńı systému v otevřené smyčce. Pro určeńı optimálńıho zpětnovazebńıho ř́ızeńı je třeba
určit optimálńı ř́ızeńı jako funkci stavu, pak u∗ = u∗(x, t). T́ım provedeme syntézu op-
timálńıho regulátoru.

Nutnou podmı́nkou existence optimálńıho ř́ızeńı je to, že existuje alespoň jedno př́ıpust-
né ř́ızeńı, kterým stav x(t1) v čase t1 dosáhneme. Neńı-li ř́ızeńı omezeno, předchoźı
požadavek splńıme, lež́ı-li koncový stav x(t1) v podprostoru dosažitelných stav̊u. Pro
omezené ř́ızeńı dle (7.2) ani dosažitelnost koncového stavu obecně nestač́ı pro řešitelnost
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problému.

Budeme-li v kritériu (7.3) hodnotit mı́sto stavu x(t) pouze výstup systému y(t), pak
takové kritérium snadno do tvaru (7.3) převedeme, dosazeńım z (7.1b) za y(t).

Často máme jiné požadavky na ř́ızeńı systému. Máme dánu funkci w(t) - nazývanou
referenčńı signál, reference nebo požadovaná funkce - a naš́ım požadavkem je, aby výstup
systému co nejvěrněji sledoval tuto referenci. Chceme tedy, aby odchylka trajektorie e(t) =
w(t) − y(t) byla v nějakém ohledu minimálńı. Přitom často nemáme žádné požadavky
na koncový bod trajektorie - bod x(t1) je volný. Tento problém se nazývá problém
sledováńı (Tracking Problem). Také pro tento problém můžeme zavést kritérium jehož
obecný tvar je totožný s tvarem (7.3).

Je-li reference w(t) konstantńı (nejčastěji nulová), koncový bod x(t1) je volný a kon-
cový čas t1 je pevný, pak se jedná o specielńı problém sledováńı, který se nazývá problém
regulátoru (Regulator Problem).

7.2 Variačńı metody

V této kapitole velmi stručně pojednáme o variačńıch metodách, které určuj́ı nutné a
postačuj́ıćı podmı́nky, které muśı splňovat extrém funkcionálu - kritéria kvality ř́ızeńı.

7.2.1 Základńı variačńı úloha

Základńı variačńı úloha spoč́ıvá v nalezeńı extrému funkcionálu ve tvaru

J (x(t)) =
∫ t1

t0
g (x(t), ẋ(t), t) dt (7.4)

Funkce g(.) je tzv. jádro funkcionálu. Pro danou reálnou funkci x(t) má funkcionál
určitou hodnotu. Přitom funkce x(t) muśı splňovat určité požadavky - obvykle to muśı
být funkce spojitá s derivacemi definovanými jednoznačně s výjimkou konečného počtu
bod̊u. Takové funkce nazýváme př́ıpustné funkce a body, ve kterých nejsou derivace funkce
jednoznačně definovány se nazývaj́ı úhlové body. Křivka x∗(t), která zajǐst’uje extrém
funkcionálu, se nazývá extremála.

Nyńı odvod́ıme nutné podmı́nky, které splňuje extremála. Nutné podmı́nky budou
obdobné nutným podmı́nkám pro extrém funkce - nulovost prvńı derivace v bodě extrému.
Postup odvozeńı nutných podmı́nek extrému funkcionálu (7.4) je následuj́ıćı. Funkci x(t)
vnoř́ıme do tř́ıdy funkćı

x(t) = x∗(t) + εδx(t)

kde x∗(t) je extremála, δx(t) je variace funkce x(t) (odchylka funkce od extremály) a ε je
nějaké reálné č́ıslo. Spočteme hodnotu funkcionálu J(x∗(t)) a J(x∗(t) + εδx(t)) a urč́ıme
př́ır̊ustek hodnoty funkcionálu

∆J(ε, x∗(t), δx(t)) = J(x∗(t) + εδx(t))− J(x∗(t)) (7.5)

Je-li extremála x∗(t) taková funkce, při ńıž nabývá funkcionál (7.4) minimálńı hodnoty,
je zřejmé, že př́ır̊ustek funkcionálu ∆J podle (7.5) je nezáporný pro libovolné ε a δx(t)
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Za předpokladu, že př́ır̊ustek funkcionálu má konečné derivace podle ε v okoĺı ε = 0,
můžeme př́ır̊ustek funkcionálu rozvést do řady, pak

∆J =
∂J(x∗ + εδx)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

ε+
1

2

∂2J(x∗ + εδx)

∂ε2

∣∣∣∣∣
ε=0

ε2 + · · · (7.6)

Prvńı člen rozvoje se nazývá prvńı variace funkcionálu, kterou znač́ıme δJ . Prvńı variace
funkcionálu je obdobná prvńı derivaci funkce. Obdobně je druhý člen rozvoje nazýván
druhou variaćı funkcionálu, pak př́ır̊ustek funkcionálu je

∆J = ε δJ +
1

2
ε2 δ2J + · · ·

Aby v x∗(t) nastal extrém funkcionálu, je nutná podmı́nka nulovost prvńı variace funkcionálu
pro x(t) = x∗(t), čili

∂J(x∗ + εδx)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= 0 pro libovolné δx (7.7)

Znaménko druhé variace funkcionálu

∂2J(x∗ + εδx)

∂ε2

∣∣∣∣∣
ε=0

(7.8)

určuje druh extrému, to je zda se jedná o minimum či maximum funkcionálu, pro x(t) =
x∗(t).

Nyńı odvod́ıme nutné podmı́nky extrému funkcionálu ve tvaru (7.4). Pak plat́ı

J(x∗ + εδx) =
∫ t1

t0
g (x∗(t) + εδx(t), ẋ∗(t) + εδẋ(t), t) dt (7.9)

kde δẋ(t) = d
dt
δx(t). Nutná podmı́nka extrému je nulovost prvńı variace funkcionálu, čili

∂J(x∗ + εδx)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∂

∂ε

∫ t1

t0
g (x∗(t) + εδx(t), ẋ∗(t) + εδẋ(t), t) dt = 0 (7.10)

Jádro funkcionálu rozvineme do řady, pak

∂J(x∗ + εδx)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

= (7.11)

=
∂

∂ε

∫ t1

t0

[
g (x∗(t), ẋ∗(t), t) + εδx(t)

∂g

∂x
+ εδẋ(t)

∂g

∂ẋ
+ δt

∂g

∂t
+ 0(ε)

]
dt

kde derivace funkce g podle svých proměnných bereme v bodě x(t) = x∗(t) (to je pro
ε = 0, δx = 0). Po provedeńı derivace dostaneme

δJ =
∂J(x∗ + εδx)

∂ε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
∫ t1

t0

[
∂g

∂x
δx(t) +

∂g

∂ẋ
δẋ(t)

]
dt

=
∫ t1

t0
[gxδx(t) + gẋδẋ(t)] dt (7.12)
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kde pro jednoduchost jsme zavedli značeńı gx = ∂g
∂x

, gẋ = ∂g
∂ẋ

. Nyńı budeme integrovat po
částech předchoźı výraz.

Poznámka: Integraci per partes provád́ıme podle vztahu∫ b

a
u dv = [u v]ba −

∫ b

a
v du (7.13)

kde u = u(t) a v = v(t). Analogicky plat́ı∫ b

a
uv̇ dt = [u v]ba −

∫ b

a
u̇v dt (7.14)

2

Provedeme integraci per partes druhého členu v (7.12), pak∫ t1

t0

∂g

∂ẋ
δẋ(t) dt = [gẋδx(t)]

t1
t0
−
∫ t1

t0

d

dt
gẋδx(t) dt

Odtud variace funkcionálu je

δJ = [gẋδx(t)]
t1
t0

+
∫ t1

t0

(
gx −

d

dt
gẋ

)
δx(t) dt =

∫ t1

t0

(
gx −

d

dt
gẋ

)
δx(t) dt (7.15)

Posledńı úprava plyne z toho, že uvažujeme nejprve pevné krajńı body a proto δx(t0) =
δx(t1) = 0. Nutná podmı́nka pro extremálu je nulovost prvńı variace funkcionálu (δJ = 0).

Dále použijeme pomocnou větu:

Věta: Je-li nějaká funkce G(t) spojitá na intervalu (t0, t1) a je-li∫ t1

t0
G(t)δx dt = 0,

pak pro libovolnou funkci δx(t), splňuj́ıćı okrajové podmı́nky δx(t0) = δx(t1) = 0, muśı být
funkce G(t) = 0 na intervalu t0 ≤ t ≤ t1.

2

Odtud plyne nutná podmı́nka, aby funkce x(t) byla extremálou. Podle (7.15) muśı
extremála vyhovovat Eulerově - Lagrangeově rovnici

gx −
d

dt
gẋ = 0 (7.16)

Eulerova - Lagrangeova rovnice je obyčejná diferenciálńı rovnice druhého řádu. Po prove-
deńı derivace podle času je tvaru

∂g

∂x
− ∂2g

∂t∂ẋ
− ∂2g

∂x∂ẋ

dx

dt
− ∂2g

∂ẋ2

d2x

dt2
= 0 (7.17)

neboli při úsporném zápisu

gx − gtẋ − gxẋ
dx

dt
− gẋẋ

d2x

dt2
= 0 (7.18)
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Jádro funkcionálu - funkce g(x, ẋ, t) - muśı být funkce spojitá spolu se svými parciálńımi
derivacemi do druhého řádu pro t0 ≤ t ≤ t1. Extremála x∗(t) je funkce spojitá, má spojité
prvńı a druhé derivace až na konečný počet bod̊u - tyto body se nazývaj́ı úhlové body.

Eulerova rovnice (7.16), (7.17) nebo (7.18) je nelineárńı diferenciálńı rovnice druhého
řádu. Jej́ım řešeńım dostaneme dvouparametrickou soustavu funkćı x(t, α, β) v ńıž parame-
try α a β urč́ıme z okrajových podmı́nek, nebot’ podle zadáńı problému, extremála
x(t, α, β) muśı procházet body x(t0) = x0, x(t1) = x1.

Př́ıklad 1: Zobecněná kvadratická regulačńı plocha
Nalezneme extremály, které minimalizuj́ı funkcionál ve tvaru zobecněné kvadratické reg-
ulačńı plochy

J =
∫ ∞

0

(
x2(t) + T 2ẋ2(t)

]
dt (7.19)

Okrajové podmı́nky jsou x(0) = x0, x(∞) = 0.

Z Eulerových - Lagrangeových rovnic plyne, že extremály źıskáme řešeńım diferenciálńı
rovnice

gx −
d

dt
gẋ = 2x− 2T 2ẍ = 0

Řešeńı předchoźı rovnice je zřejmě rovno

x(t) = αe−
t
T + βe+

t
T

Z okrajových podmı́nkek dostaneme řešeńı - extremála je funkce

x∗(t) = x0e
− t

T (7.20)

Extremála je exponenciela s časovou konstantou T . Pro T = 0 neexistuje spojitá funkce
splňuj́ıćı okrajové podmı́nky.

Při zpětnovazebńım optimálńım ř́ızeńı systému někdy navrhujeme konstanty regulátoru
s pevnou strukturou tak, aby minimalizovaly kritérium (7.19). Hledáme tedy takové kons-
tanty regulátoru, aby se regulačńı odchylka při odezvě na skok ř́ıdićı veličiny či poruchy co
nejv́ıce bĺıžila extremále (7.20). Volbou časové konstanty v kritériu (7.19) voĺıme vlastně
vhodnou dobu přechodového děje a t́ım také můžeme zmenšit či odstranit překývnut́ı
reálného regulačńıho obvodu.

2

Prvńı problém s omezeńım je tzv. izoperimetrická úloha. Izoperimetrická úloha je
úlohou na minimalizaci funkcionálu (7.4) za omezuj́ıćı podmı́nky∫ t1

t0
f(x, ẋ, t) dt = K. (7.21)

Omezuj́ıćı podmı́nka v izoperimetrické úloze je integrálńım omezeńım. Tuto úlohu řeš́ıme
tak, že vytvoř́ıme rozš́ı̌rený funkcionál

J̄ =
∫ t1

t0
g(x, ẋ, t) + λf(x, ẋ, t) dt =

∫ t1

t0
ḡ(x, ẋ, t) dt (7.22)

kde λ = konst. je Lagrange̊uv koeficient. Je to obdoba řešeńı úlohy na vázaný extrém.
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Pro tento funkcionál vyřeš́ıme Eulerovy - Lagrangeovy rovnice a źıskáme extremály
x∗(t, α, β, λ). Integračńı konstanty opět urč́ıme z okrajových podmı́nek a Lagrange̊uv ko-
eficient λ urč́ıme z izoperimetrické podmı́nky (7.21).

Z předchoźıho je zřejmý princip reciprocity: Soustava extremál je táž, budeme-li
hledat extrém funkcionálu J dle (7.4) za podmı́nky, že integrál v (7.21) je konstantńı,
nebo budeme hledat extrém funkcionálu v (7.21) za podmı́nky, že funkcionál v (7.4) má
konstantńı hodnotu.

Př́ıklad 2: Nab́ıjeńı kondenzátoru
Mějme sériový elektrický obvod tvořený zdrojem napět́ı v(t), rezistoremR a kondenzátorem
C - viz obr. 7.1.
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Obrázek 7.1: Elektrický RC obvod - nab́ıjeńı kondenzátoru.

Hledáme pr̊uběh takového impulsu napět́ı u(t) na kondenzátoru C, aby pr̊uměrná
hodnota napět́ı na kondenzátoru C byla maximálńı na intervalu 0 ≤ t ≤ T . Kritérium je
tedy

J =
1

T

∫ T

0
u(t) dt (7.23)

Hodnoty napět́ı u(t) na konci a počátku nab́ıjeńı jsou dané u(0) = 0, u(T ) = U . Při
nab́ıjeńı kondenzátoru C přes rezistor R ze zdroje v(t) jsme omezeni energíı, kterou
můžeme přeměnit na odporu R na teplo. Odtud plyne omezeńı∫ T

0
Ri2(t) dt = K

kde i(t) je proud tekoućı seriovým obvodem. Mezi proudem i(t) a napět́ım u(t) na kon-

denzátoru C plat́ı vztah i(t) = C
du

dt
. Podle (7.22) zavedeme rozš́ı̌rený funkcionál

J =
∫ T

0

(
1

T
u(t) + λRi2(t)

)
dt =

∫ T

0

(
1

T
u(t) + λRC2u̇2(t)

)
dt (7.24)

Eulerova - Lagrangeova rovnice má potom tvar

1

T
− 2λRC2ü2(t) = 0.

Jej́ım řešeńım je zřejmě kvadratická funkce u(t) = α + βt + γt2. Integračńı konstanty α,
β, γ urč́ıme z okrajových podmı́nek a izoperimetrické podmı́nky. Po dosazeńı a úpravách
dostaneme

α = 0, β =
1

T
U +

1

T

√
3KT

RC2
− 3U2, γ = − 1

T 2

√
3KT

RC2
− 3U2
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Úloha má reálné řešeńı pouze tehdy, je-li výraz pod odmocninou kladný, to je pro

K ≥ U2RC2

T

Pokud neńı předchoźı nerovnost splněna, nelze současně splnit izoperimetrickou podmı́nku
a okrajové podmı́nky. Předchoźı omezeńı plyne z následuj́ıćı úvahy: Pokud máme kon-
denzátoru dodat nějaký náboj Q = UC, kde Q =

∫ T
0 i(t) dt, pak výraz

∫ T
0 Ri2(t) dt je

nejmenš́ı, bude-li proud i(t) = konst. .

To prokážeme snadno řešeńım následuj́ıćı pomocné úlohy

min
∫ T

0
Ri2(t) dt, za podmı́nky

∫ T

0
i(t) dt = Q = UC = konst.

Rozš́ı̌rený funkcionál pro tento problém

J̄ =
∫ T

0

(
Ri2(t) + λi(t)

)
dt

vede na Eulerovu - Lagrangeovu rovnici 2Ri(t) + λ = 0. Jej́ım řešeńım je zřejmě i(t) =
UC

T
= konst.. Energie přeměněná na odporu na teplo je nejmenš́ı, bude-li proud i(t)

konstantńı (chceme-li dodat kondenzátoru C náboj Q).

Proto izoperimetrická konstanta K v naš́ı p̊uvodńı úloze muśı být větš́ı než

K ≥
∫ T

0
Ri2(t) dt =

∫ T

0
R
(
UC

T

)2

dt =
RU2C2

T 2

∫ T

0
dt =

U2RC2

T
.

7.2.2 Volné koncové body

Často nejsou dány počátečńı (t0, x0), nebo koncové body (t1, x1). Abychom mohli v těchto
př́ıpadech variačńı úlohy řešit, potřebujeme nějaké podmı́nky, které ve volném koncovém
bodu muśı platit. Tyto podmı́nky se nazývaj́ı podmı́nky transverzality.

Podmı́nky transverzality odvod́ıme z př́ır̊ustku funkcionálu, podobně jako jsme odvodili
Eulerovu - Lagrangeovu rovnici. Úvahu provedeme pro volný koncový bod. Pro volný
počátečńı bod je postup úplně obdobný. Aby bod (t1, x1) byl optimálńı koncový bod,
muśı být nulová lineárńı část př́ır̊ustku funkcionálu (7.4) při změně koncového času t1 o
ε δt1 a změně koncového stavu x1 o ε δx1.

Př́ır̊ustek funkcionálu je roven

∆J =
∫ t1

t0
[g(x+ δx, ẋ+ δẋ, t)− g(x, ẋ, t)] dt+

∫ t1+δt1

t1
g(x+ δx, ẋ+ δẋ, t) dt (7.25)

Prvńı integrál uprav́ıme rozvojem jádra v řadu, pak plat́ı∫ t1

t0
[ . ] dt =

∫ t1

t0
(gxδx+ gẋδẋ) dt (7.26)

Integraćı druhého členu per partes dostaneme

[gẋδx]
t1
t0

+
∫ t1

t0

(
gx −

d

dt
gẋ

)
δx dt
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Jelikož extremála splňuje Eulerovu - Lagrangeovu rovnici je integrál v předchoźım vztahu
roven nule. Druhý integrál v (7.25) při zanedbáńı člen̊u řádu (δt1)

2 a vyšš́ıch je roven∫ t1+δt1

t1
g(x+ δx, ẋ+ δẋ, t) dt = g(x, ẋ, t)|t=t1

δt1.
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Obrázek 7.2: Volný koncový bod - variace v koncovém bodě.

Př́ır̊ustek funkcionálu je po těchto úpravách roven prvńı variaci funkcionálu, nebot’

uvažujeme pouze členy prvńıho řádu. Pak tedy

∆J
.
= δJ = [gẋδx]t=t1

+ g(x, ẋ, t)|t=t1
δt. (7.27)

Přitom variaci v koncovém bodě můžeme podle obr. 7.2 vyjádřit pomoćı totálńı variace
ve tvaru

δx(t1)
.
= δx(t1 + δt1)− ẋ(t1)δt1

Totálńı variaci v koncovém bodě označ́ıme δx, pak δx = δx(t1 + δt1). Potom po úpravě
dostaneme obecnou podmı́nku transverzality ve volném koncovém bodu

δJ = 0 = [(g − ẋgẋ) δt]t=t1
+ [gẋδx]t=t1

(7.28)

Úplně obdobné podmı́nky plat́ı pro volný počátečńı bod trajektorie.

Z obecných podmı́nek transverzality plynou některé zvláštńı př́ıpady:

1. Volný konec trajektorie
Pokud je koncový čas t1 volný, je variace δt v koncovém čase libovolná. Je-li také
koncový stav x(t1) volný, je i variace δx v koncovém stavu libovolná. Z obecných
podmı́nek transverzality (7.28) dostaneme v tomto př́ıpadě

g − ẋgẋ = 0 pro t = t1

gẋ = 0 pro t = t1. (7.29)

Pro volný počátečńı bod plat́ı obdobné podmı́nky.
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2. Pevný čas, volný konec
Pokud je pevný koncový čas t1, pak je variace v koncovém čase nulová. Podmı́nky
transverzality (7.28) se v tomto př́ıpadě redukuj́ı na

gẋ = 0 pro t = t1 (7.30)

3. Pevný konec, volný čas
Pokud je naopak x(t1) = x1 pevné, ale koncový čas t1 je volný, pak z (7.28) plyne
v tomto př́ıpadě

g − ẋgẋ = 0 pro t = t1 (7.31)

4. Koncový bod lež́ı na křivce x = ϕ(t)
V tomto př́ıpadě nejsou variace δx a δt v koncovém bodě nezávislé. Zřejmě plat́ı

δx(t1) =
d ϕ(t)

dt
δt1 = ϕ̇(t)δt1

Po dosazeńı předchoźıho vztahu do (7.28) dostaneme podmı́nky transverzality pro
koncový bod lež́ıćı na křivce x = ϕ(t) ve tvaru

g + (ϕ̇(t)− ẋ) gẋ = 0 pro t = t1 (7.32)

5. Pevné krajńı body, pevná doba řešeńı t1 − t0 = α
V tomto př́ıpadě je volný počátečńı čas t0 i koncový čas t1 s podmı́nkou, že jejich
rozd́ıl je konstantńı t1 − t0 = α. Variace δt0 a δt1 jsou vázány podmı́nkou

(t1 + δt1)− (t0 + δt0) = α

Odtud δt0 = δt1 = δt. Podmı́nky transverzality jsou v tomto př́ıpadě

[g − ẋgẋ]t=t1
− [g − ẋgẋ]t=t0

= 0 (7.33)

Př́ıklad 3: V minulém odstavci jsme vyřešili úlohu o optimálńım nab́ıjeńı kondenzátoru
C tak, aby středńı hodnota napět́ı na kondenzátoru byla maximálńı při omezeńı tepelných
ztrát na nab́ıjećım rezistoru R. Přitom byly pevně dány počátečńı napět́ı u(0) a koncové
napět́ı u(T ) = U a také koncový a počátečńı čas - viz př́ıklad 2. Nyńı vyřeš́ıme stejnou
úlohu, ale velikost napět́ı na konci nab́ıjeńı u(T ) neńı pevně dána. Jedná se tedy o úlohu s
pevným koncovým časem a volným koncem trajektorie. Podle (7.24) je jádro funkcionálu

g(u, u̇, t, λ) =
(

1
T
u(t) + λRC2u̇2(t)

)
. Podle (7.30) jsou podmı́nky transverzality

2 λ R C2 u̇(T ) = 0

V předchoźım př́ıkladu jsme odvodili, že extremály jsou paraboly. Z podmı́nek transverza-
lity plyne, že derivace napět́ı v koncovém čase je nulová u̇(T ) = 0. Snadno odvod́ıme, že
extremála splňuj́ıćı počátečńı podmı́nku u(0) = 0, izoperimetrickou podmı́nku i podmı́nku
transverzality je u∗(t) = α+ βt+ γt2, kde

α = 0, β = − 1

C

√
3K

RT
, γ =

1

2CT

√
3K

RT
.

V tomto př́ıpadě má úloha vždy řešeńı.
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7.2.3 Daľśı nutné a postačuj́ıćı podmı́nky

Legendrova podmı́nka

Eulerova - Lagrangeova rovnice byla odvozena z požadavku rovnosti nule prvńı variace
funkcionálu. Pro zjǐstěńı o jaký typ extrému se jedná je nutno připojit daľśı nutné podmı́n-
ky.

Jsou-li funkce x∗(t) extremály (vyhovuj́ı Eulerově - Lagrangeově rovnici), pak, pokud
mezi spojitými křivkami existuje maximum či minimum funkcionálu, můžeme jejich výběr
omezit na funkce x∗(t).

Je-li prvńı variace funkcionálu rovna nule, pak podle (7.6) znaménko druhé variace
funkcionálu určuje znaménko př́ır̊ustku funkcionálu. Aby extremála x∗(t) byla minimem
funkcionálu, pak př́ır̊ustek funkcionálu muśı být nezáporný. Odtud plyne nutná podmı́nka
pro relativńı minimum

gẋẋ ≥ 0, (7.34)

př́ıpadně pro relativńı maximum
gẋẋ ≤ 0. (7.35)

Tyto nutné podmı́nky druhého řádu se nazývaj́ı Legendrovy podmı́nky. Jejich ześılená
verze, to je

gẋẋ > 0 pro minimum

gẋẋ < 0 pro maximum (7.36)

jsou postačuj́ıćı podmı́nky pro slabé relativńı maximum či minimum.

Př́ıklad 4: Ověřte, že Legendrova podmı́nka je splněna v př́ıkladu 1. Jaké jsou Leg-
endrovy podmı́nky v př́ıkladu 2?

Jacobiho podmı́nka

Extremály tvoř́ı svazek křivek vycházej́ıćıch z daného počátečńıho bodu x(t0). Tato sous-
tava křivek tvoř́ı pole. Požadujeme, aby v intervalu t0 ≤ t ≤ t1 se extremály v nějakém
jiném bodě neprot́ınaly, čili aby tvořily tzv. centrálńı pole.

Prot́ınaj́ı-li se extremály v nějakém jiném bodě než je střed svazku (to je bod x(t0)),
takový bod nazýváme konjugovaný bod, pak pole extremál neńı centrálńı.

Poznámka: Konjugované body soustavy křivek x(t, c), kde c je parametr soustavy,
tvoř́ı obálku soustavy křivek, jej́ıž rovnice je

∂x(t, c)

∂c
= y(t, c) = 0

Tak např́ıklad pro soustavu parabol x(t, c) = (t−c)2 je rovnice svazku ∂x(t,c)
∂c

= 2(t−c) = 0.
Odtud c = t a po dosazeńı do rovnice svazku dostaneme množinu konjugovaných bod̊u,
která je v tomto př́ıpadě rovna x = 0. Ukažte, že svazek př́ımek x = ct má jediný
konjugovaný bod a t́ım bodem je střed svazku t = 0, x = 0.

2
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Nyńı odvod́ıme podmı́nku, aby extremály tvořily centrálńı pole. Extremály vyhovuj́ı
Eulerově - Lagrangeově rovnici gx − d

dt
gẋ = 0. Tuto rovnici budeme derivovat podle

nějakého parametru c
d

dc
gx −

d

dc

d

dt
gẋ = 0

Odtud plyne
∂gx

∂x

∂x

∂c
+
∂gx

∂ẋ

∂ẋ

∂c
− d

dt

(
∂gẋ

∂x

∂x

∂c
+
∂gẋ

∂ẋ

∂ẋ

∂c

)
= 0

Po dosazeńı ∂x
∂c

= u a úpravě dostaneme diferenciálńı rovnici(
gxx −

d

dt
gxẋ

)
u− d

dt
gẋẋu̇+ gxẋu̇ = 0

Odtud plyne konečný tvar Jacobiho diferenciálńı rovnice

gẋẋ ü+

[
d

dt
gẋẋ − gxẋ

]
u̇+

[
d

dt
gxẋ − gxx

]
u = 0 (7.37)

Předchoźı rovnice je diferenciálńı rovnice druhého řádu pro funkci u(t) = ∂x
∂c

.

Jacobiho podmı́nka je splněna, pokud u(t) 6= 0 kromě počátečńıho bodu v čase t0.
Jacobiho podmı́nka je nutnou podmı́nkou extrému funkcionálu. Vyhovuje-li pole extremál
Jacobiho podmı́nce, potom jsou-li dány počátečńı a koncové body trajektorie, existuje
pouze jediná extremála, která splňuje obě okrajové podmı́nky.

Př́ıklad 5: Ověřte, zda je splněna Jacobiho podmı́nka v úloze na minimum kvadratické
regulačńı plochy - viz př́ıklad 1. Funkcionál, jehož minimum hledáme je

J =
∫ ∞

0

(
x2 + (T ẋ)2

)
dt, x(0) = x0, x(∞) = 0

Jakobiho rovnice je dle (7.37)

2T 2ü(t) + 0u̇(t)− 2u(t) = 0

Jej́ı řešeńı je
u(t) = c1e

t
T + c2e

− t
T

Z podmı́nky u(0) = 0 plyne c1 = −c2 = c. Kromě středu svazku v bodě u(0) je Jakobiho
podmı́nka u(t) 6= 0 splněna. Pole extremál tvoř́ı centrálńı pole se středem svazku v bodě
x(0) = x0.

Weierstrassova podmı́nka

Hledáme znaménko př́ır̊ustku funkcionálu při přechodu od extremály (křivky, kterou
označ́ıme C) k nějaké jiné, bĺızké křivce (označ́ıme ji C1). Pak

∆J =
∫

C1

g(x, ẋ, t) dt−
∫

C
g(x, ẋ, t) dt
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Tento př́ır̊ustek funkcionálu můžeme po úpravě vyjádřit ve tvaru

∆J =
∫

C
E(x, z, s, t) dt (7.38)

kde Weierstrassova funkce E je rovna

E = g(x, z, t)− g(x, s, t)− (z − s)
∂g(x, s, t)

∂s
(7.39)

kde s je derivace ẋ(t) na extremále a
z je libovolná jiná derivace funkce x(t).

Postačuj́ıćı podmı́nkou, aby funkcionál J nabýval na extremále minima, je podle (7.38)
nezápornost Weierstrassovy funkce E

E ≥ 0 (7.40)

Pro slabé minimum stač́ı, aby nerovnost E ≥ 0 byla splněna pro x, z = ẋ bĺızké k
extremále C. V tomto př́ıpadě můžeme funkci g(x, ẋ, t) rozvinout do řady

g(x, z, t) = g(x, s, t) +
∂g(x, s, t)

∂s
(z − s) +

∂2g(x, s, t)

∂s2

(z − s)2

2
,

kde q lež́ı mezi z a s. Weierstrassova funkce má potom tvar

E(x, z, s, t) = gẋẋ(x, q, t)
(z − s)2

2
,

Weierstrassovu podmı́nku (7.40) můžeme potom podle předchoźıho vztahu nahradit ześıle-
nou Legendrovou podmı́nkou (7.36). Pro silné minimum muśı být nerovnost E ≥ 0 splněna
pro x, t bĺızké k bod̊um extremály C, ale pro libovolné hodnoty z = ẋ(t).

Př́ıklad 6: Prověřte, zda je splněna Legendrova i Weierstrassova podmı́nka při mini-
malizaci obecné kvadratické plochy podle př́ıkladu 1.

Ześılená Legendrova podmı́nka je

∂2g(x, ẋ, t)

∂x2
= 2/T 2 > 0

pro T 6= 0, což vyhovuje předpokladu. Weierstrassova funkce je pro daný problém

E(x, z, s, t) = x2 + T 2z2 − x2 − T 2s2 − (z − s)2T 2s = T 2(z − s)2

Z předchoźıho plyne, že Legendrova i Weierstrassova podmı́nka jsou splněny pro libovolné
ẋ(t) = z. Extremála, která je řešeńım Eulerovy - Lagrangeovy rovnice tvoř́ı silné relativńı
minimum.
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Úhlové body

Extremály, které źıskáme řešeńım Eulerovy - Lagrangeovy rovnice jsou spojité křivky,
které maj́ı spojité derivace. Přitom extremála se může skládat z úsek̊u, z nichž každý je
řešeńım Eulerovy rovnice. Přitom v mı́stě styku dvou extremál může doj́ıt k tomu, že
derivace neńı v bodě styku jednoznačně určena ( derivace zprava a zleva jsou navzájem
r̊uzné). Takovému bodu ř́ıkáme úhlový bod. V úhlovém bodě má derivace extremály
nespojitost prvńıho druhu.

Budeme hledat podmı́nky, které muśı být splněny, aby extremála měla úhlový bod.
Předpokládejme, že v bodě t = ta má extremála úhlový bod. Funkcionál J můžeme
vyjádřit ve tvaru

J =
∫ ta

t0
g(x, ẋ, t) dt+

∫ t1

ta
g(x, ẋ, t) dt

Je-li úhlových bod̊u v́ıce, rozděĺıme funkcionál na v́ıce d́ılč́ıch část́ı. Mezi úhlovými body
extremály vyhovuj́ı Eulerově - Lagrangeově rovnici. Podobně jako v úloze s volnými konci
můžeme předpokládat, že ta a x(ta) jsou volné a můžeme je uvažovat jako proměnné kon-
cové a počátečńı podmı́nky integrál̊u v předchoźım vztahu. Potom muśı platit podmı́nky
transverzality v bodě t = ta, z nichž plyne

(g − ẋgẋ) δt|t=ta−0
t=ta+0 + gẋ δx|t=ta−0

t=ta+0 = 0

Jelikož variace δt a δx(ta) jsou nezávislé, plynou z předchoźı rovnice dvě podmı́nky

(g − ẋgẋ)t=ta−0 = (g − ẋgẋ)t=ta+0

gẋ|t=ta−0 = gẋ|t=ta+0 (7.41)

Předchoźım podmı́nkám ř́ıkáme Weierstrassovy - Erdmannovy podmı́nky.

Př́ıklad 7: Ověřte, zda existuj́ı úhlové body extremál, které minimalizuj́ı funkcionál∫ t1

0

(
ẋ4 − 6ẋ2

)
dt, x(0) = 0, x(t1) = x1

Snadno se přesvědč́ıme, že extremály jsou př́ımky. Weierstrassovy - Erdmannovy podmı́nky
jsou

ẋ4 − 6ẋ2 − ẋ
(
4ẋ3 − 12ẋ

)∣∣∣
t=ta−0

= ẋ4 − 6ẋ2 − ẋ
(
4ẋ3 − 12ẋ

)∣∣∣
t=ta+0

4ẋ3 − 12ẋ
∣∣∣
t=ta−0

= 4ẋ3 − 12ẋ
∣∣∣
t=ta+0

Označ́ıme-li ẋ|t=ta−0 = u, ẋ|t=ta+0 = v dostaneme předchoźı podmı́nky ve tvaru

3u2(2− u2) = 3v2(2− v2)

4u(u2 − 3) = 4v(v2 − 3)

Prvńı rovnice bude splněna, pokud |u| = |v|, z druhé rovnice kromě toho plyne u = ±
√

3,
v = ±

√
3. Úhlové body extremály mohou být libovolné. Extremály jsou tedy lomené

křivky se směrnicemi ±
√

3 - viz obr. 7.3.
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Obrázek 7.3: Extremály z př́ıkladu 7 jsou lomené křivky.

7.3 Rozš́ı̌reńı základńı úlohy

7.3.1 Extrémy funkcionálu v n-rozměrném prostoru

Hledejme extrém funkcionálu

J =
∫ t1

t0
g (x, ẋ, t) dt (7.42)

kde nyńı x(t) = [x1(t), . . . , xn(t)]T je vektorová funkce.

Protože jednotlivé složky vektoru x jsou nezávislé, plat́ı nutná podmı́nka extrému
funkcionálu ve tvaru Eulerovy - Lagrangeovy rovnice pro každou složku, tedy

gxi
− d

dt
gẋi

= 0, i = 1, 2, . . . , n, (7.43)

kterou můžeme zapsat také ve tvaru gx − d
dt
gẋ = 0, kde x je vektor rozměru n.

Soustava (7.43) je soustava n obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu. Inte-
gračńı konstanty, kterých je 2n urč́ıme z n počátečńıch a n koncových podmı́nek x(t0) =
x0, x(t1) = x1.

Legendrova podmı́nka vyžaduje pozitivńı semidefinitnost matice druhých parciálńıch
derivaćı

∂2g

∂ẋ2 =


∂2g

∂ẋ1ẋ1
. . . ∂2g

∂ẋ1ẋn
...

...
∂2g

∂ẋnẋ1
. . . ∂2g

∂ẋ2
n

 (7.44)

Pro volný koncový bod plat́ı podmı́nky transverzality ve tvaru(
g −

n∑
i=1

gẋi
ẋi

)
δt+

n∑
i=1

gẋi
δxi = 0, pro t = t1. (7.45)

Extremála může mı́t úhlové body. Podmı́nky, které muśı být splněny v úhlovém bodě jsou

δgẋi
|t=ta−0 = δgẋi

|t=ta+0 , i = 1, 2, . . . , n

g −
n∑

i=1

gẋi
ẋi

∣∣∣∣∣
t=ta−0

= g −
n∑

i=1

gẋi
ẋi

∣∣∣∣∣
t=ta+0

(7.46)
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Je-li funkcionál závislý na vyšš́ıch derivaćıch

J =
∫ t1

t0
g (x, ẋ, . . . ,xm, t) dt (7.47)

je nutnou podmı́nkou extrému funkcionálu tzv. Euler - Poissonova rovnice

gx −
d

dt
gẋ + . . .+ (−1)m dm

dtm
gx(m) = 0. (7.48)

Předchoźı rovnice je vektorová diferenciálńı rovnice řádu 2m. Integračńı konstanty urč́ıme
z m počátečńıch a m koncových vektorových podmı́nek.

7.3.2 Variačńı problémy s omezeńım

Jednu variačńı metodu s omezeńım jsme již řešili. Jednalo se o izoperimetrickou úlohu
s omezeńım ve tvaru integrálu, kterou jsme řešili zavedeńım konstantńıho Lagrangeova
koeficientu a rozš́ı̌reného funkcionálu.

Často je omezuj́ıćı podmı́nka určena algebraickou či diferenciálńı rovnićı. Hledejme
tedy extrém funkcionálu (7.42) při omezeńı ve tvaru diferenciálńı rovnice

fj (x, ẋ, t) = 0, j = 1, 2, . . . ,m (7.49)

Tomuto problému ř́ıkáme Lagrangeova úloha. Tuto úlohu řeš́ıme zavedeńım Lagrangeova
vektoru λ(t) = [λ1(t), . . . , λm(t)]. Extremály Lagrangeovy úlohy jsou extremálami funkcionálu

J̄ =
∫ t1

t0

[
g(x, ẋ, t) + λT (t)f(x, ẋ, t)

]
dt (7.50)

kde f = [f1, . . . , fn]T je vektor omezeńı (7.49).

Lagrangeovu úlohu řeš́ıme tak, že pro funkcionál (7.50) naṕı̌seme Eulerovy - La-
grangeovy rovnice a jejich řešeńım dostaneme extremály p̊uvodńı úlohy. Podrobněǰśı roz-
bor této úlohy bude proveden v následuj́ıćıch odstavćıch.

Poznámka: Omezeńı nerovnićı

f(x, ẋ, t) ≤ 0 (7.51)

můžeme převést na omezeńı typu rovnosti zavedeńım daľśı složky xn+1(t) vektoru x.
Předchoźı omezeńı je ekvivalentńı omezeńı

f(x, ẋ, t) + x2
n+1 = 0. (7.52)

Podobně omezeńı ve tvaru oboustranné nerovnosti

α ≤ f(x, ẋ, t) ≤ β, α < β (7.53)

převedeme na omezeńı rovnosti ve tvaru

(f − α) (β − f)− x2
n+1 = 0, (7.54)
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opět zavedeńım daľśı složky vektoru x.

Př́ıklad 8: Mějme opět problém nab́ıjeńı kondenzátoru - viz př́ıklad 2. Nyńı hledáme
maximum středńı hodnoty napět́ı na kondenzátoru, ale při omezeńı energie EN nab́ıjećıho
zdroje v(t)

EN =
∫ T

0
i(t)v(t) dt =

∫ T

0
Cu̇(t)v(t) dt (7.55)

Napět́ı u(t) na kondenzátoru C a napět́ı zdroje v(t) jsou vázány diferenciálńı rovnićı

v(t) = Ri(t) + u(t), i(t) = Cu̇(t) (7.56)

Počátečńı podmı́nka je u(0) = 0 a hodnota napět́ı u(t) v koncovém čase t1 = T neńı
určena.

Problémem je tedy maximalizovat funkcionál (7.23) při izoperimetrické podmı́nce
(7.55) a vazebńı podmı́nce (7.56). Sestav́ıme tedy rozš́ı̌rený funkcionál

J̄ =
∫ T

0

[
1

T
u(t) + λ1Cu̇(t)v(t) + λ2(t) (v(t)− u(t)−RCu̇(t))

]
dt (7.57)

kde λ1 = konst. a λ2(t) je Lagrange̊uv koeficient resp. Lagrangeova funkce. Předchoźı
funkcionál je závislý na (u(t), v(t), λ2(t)) a proto naṕı̌seme Eulerovu - Lagrangeovu rovnici
pro každou proměnnou zvlášt’:

E-L rce pro u(t) : 1
T
− λ2(t) +RCλ̇2(t)− λ1Cv̇(t) = 0

E-L rce pro v(t) : λ1Cu̇(t) + λ2(t) = 0

E-L rce pro λ2(t) : v(t)− u(t)−RCu̇(t) = 0

Řešeńım této soustavy tř́ı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu źıskáme extremály
u∗(t), v∗(t), λ∗2(t) (ověřte, že u∗(t) = α+βt+γt2). Integračńı konstanty urč́ıme z počátečńı
podmı́nky u(0) = 0, izoperimetrické podmı́nky (7.55) a podmı́nky transverzality, která je
zde tvaru

ḡu̇ = λ1Cv(T )− λ2(T )RC = 0

kde ḡ je jádro rozš́ı̌reného funkcionálu (7.57).

7.3.3 Lagrangeova, Mayerova a Bolzova úloha

Známe tři základńı typy variačńıch úloh.

Lagrangeova úloha spoč́ıvá v minimalizaci funkcionálu

J1 (x(t)) =
∫ t1

t0
g (x, ẋ, t) dt (7.58)

s omezeńım ve tvaru
f (x, ẋ, t) = 0 (7.59)

Lagrangeovu úlohu řeš́ıme zavedeńım rozš́ı̌reného funkcionálu podle (7.50).
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Mayerova úloha spoč́ıvá v minimalizaci funkcionálu

J2 (x(t)) = [h (x, t)]t1t0 = h (x(t1), t1)− h (x(t0), t0) (7.60)

s omezeńım (7.59).

Bolzova úloha je kombinaćı obou předchoźıch typ̊u úloh a spoč́ıvá v minimalizaci
funkcionálu

J3 (x(t)) = [h (x, t)]t1t0 +
∫ t1

t0
g (x, ẋ, t) dt (7.61)

s omezeńım (7.59).

Pro Lagrangeovu úlohu mohou být oba koncové body pevné. Jsou-li volné, potom
pro jejich určeńı použijeme podmı́nky transverzality. V Mayerově úloze je vždy alespoň
jeden koncový bod volný. Jeho určeńım minimalizujeme funkcionál (7.60). Bolzova úloha
vyžaduje opět volné koncové body. Jsou-li koncové body pevné, je konstantńı neintegrálńı
člen v kritériu (7.61) a proto jej při minimalizaci nemuśıme uvažovat. Bolzova úloha
přecháźı potom v úlohu Lagrangeovu.

Mezi těmito typy úloh existuje těsná souvislost. Mayerovu úlohu můžeme převést na
úlohu Lagrangeovu. Je-li funkce h(x, t) v (7.60) diferencovatelná, pak funkcionál (7.60)
můžeme vyjádřit ve tvaru

J2 (x(t)) =
∫ t1

t0

dh (x, t)

dt
dt =

∫ t1

t0

(
∂h (x, t)

∂t
+
∂h

∂x
ẋ

)
dt (7.62)

Mayerova úloha přešla na úlohu Lagrangeovu ve tvaru (7.58).

Obráceně můžeme Lagrangeovu úlohu převést na úlohu Mayerovu. Zavedeme si novou
souřadnici xn+1(t), určenou diferenciálńı rovnićı

ẋn+1(t) = g (x, t) , xn+1(t0) = 0 (7.63)

Lagrangeova úloha minimalizace funkcionálu (7.58) se pomoćı (7.63) změńı na Mayerovu
úlohu minimalizace souřadnice xn+1(t1), nebot’

J1 =
∫ t1

t0
g(.) dt =

∫ t1

t0
ẋn+1(t) dt = xn+1(t1)− xn+1(t0) = xn+1(t1) (7.64)

Stejným postupem můžeme převést Bolzovu úlohu na úlohu Mayerovu. Obdobným pos-
tupem bychom modifikovali podmı́nky transverzality.

7.4 Řešeńı problému optimálńıho ř́ızeńı dynamických

systémů

Problém optimálńıho ř́ızeńı spojitých dynamických systémů byl formulován na počátku
této kapitoly. Jedná se zřejmě o variačńı problém Bolzova typu. Pokud jsou nějaká omezeńı
na stavy či ř́ızeńı, je tento poblém obt́ıžně řešitelný klasickými variačńımi metodami.
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7.4.1 Optimálńı ř́ızeńı bez omezeńı

Odvod́ıme si vztahy pro řešeńı problému optimálńıho ř́ızeńı spojitých dynamických systé-
mů, kde dovolená množina ř́ızeńı a stav̊u neńı omezená, pak U ≡ Rr, X ≡ Rn. Mějme
tedy kritérium kvality ř́ızeńı ve tvaru

J (x,u) =
∫ t1

t0
g(x,u, t) dt (7.65)

s omezeńım daným pouze stavovou rovnićı spojitého systému

ẋ(t) = f (x(t),u(t), t) , x(t0) = x0. (7.66)

Problém určeńı optimálńıho ř́ızeńı u(t) minimalizuj́ıćı (7.65) a respektuj́ıćı omezeńı (7.66)
je variačńı problém Lagrangeova typu. Člen h(x(t1)) v kritériu zat́ım neuvažujeme. Podle
(7.50) zavedeme rozš́ı̌rený funkcionál

J̄ =
∫ t1

t0

[
g(x,u, t) + λT (ẋ− f(x,u, t))

]
dt (7.67)

Jádro funkcionálu označ́ıme φ, pak

φ(x,u,λ, t) = g(x,u, t) + λT (ẋ− f(x,u, t)) . (7.68)

Extremály u∗(t), x∗(t), λ∗(t) splňuj́ı Eulerovy - Lagrangeovy rovnice, které maj́ı tvar

∂φ

∂x
− d

dt

∂φ

∂ẋ
= 0

∂φ

∂u
− d

dt

∂φ

∂u̇
= 0

∂φ

∂λ
− d

dt

∂φ

∂λ̇
= 0 (7.69)

Rovnice (7.69a) v předchoźı soustavě je soustava n diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.
Druhý člen v (7.69b) je nulový, nebot’ jádro φ neobsahuje explicitně u̇(t) a proto rovnice
(7.69b) neńı diferenciálńı rovnićı. Proto (7.69b) je soustava r algebraických rovnic, ze
kterých urč́ıme optimálńı ř́ızeńı u∗(x∗,λ∗, t). Také v (7.69c) je druhý člen nulový, nebot’

jádro φ neobsahuje explicitně λ̇(t). Rovnice (7.69c) je soustava n diferenciálńıch rovnic,
totožných se stavovými rovnicemi systému (7.66).

Dosad́ıme-li za φ ze (7.68) do (7.69) dostaneme po rozepsáńı do složek soustavu difer-
enciálńıch a algebraických rovnic

∂g

∂xj

−
n∑

i=1

λi
∂fi

∂xj

− λ̇j = 0, j = 1, 2, . . . , n

∂g

∂uk

−
n∑

i=1

λi
∂fi

∂uk

= 0 k = 1, 2, . . . , r

ẋi − fi(x,u, t) = 0 i = 1, 2, . . . , n (7.70)

Soustava diferenciálńıch rovnic (7.70a) je soustava diferenciálńıch rovnic pro složky vek-
toru λ(t) a nazývá se rovnice konjugovaného systému. Integrováńım soustavy difer-
enciálńıch rovnic konjugovaného systému (7.70a) a diferenciálńıch rovnic systému (7.70c),
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spolu se soustavou r algebraických rovnic (7.70b) źıskáme optimálńı funkce x∗(t), u∗(t)
λ∗(t). Integračńı konstanty, kterých je 2n vypočteme z n počátečńıch podmı́nek x(t0) a
n koncových podmı́nek x(t1).

Jsou-li volné koncové body, použijeme pro určeńı integračńıch konstant podmı́nky
transverzality. Ty jsou podle (7.45) pro volný konec (x(t1), t1) rovny(

φ−
n∑

i=1

φẋi
ẋi

)
δt+

n∑
i=1

φẋi
δxi = 0, pro t = t1. (7.71)

Po dosazeńı za φ z (7.68) dostaneme(
g −

n∑
i=1

λifi

)
δt+

n∑
i=1

λiδxi = 0, pro t = t1. (7.72)

Je-li t0, t1, x(t0) pevné a pouze x(t1) je volné, pak z (7.72) plyne

n∑
i=1

λiδxi = 0, pro t = t1. (7.73)

Jelikož variace δxi je ve volném koncovém bodě libovolná, pak z předchoźıho plyne

λi(t1) = 0. (7.74)

Je-li tedy koncový bod x(t1) volný, pak je nulová koncová podmı́nka konjugovaného
systému.

Je-li konec trajektorie určen křivkou ϕ(x) = 0, pak př́ıpustná variace δx je možná jen
ve směru kolmém ke gradientu funkce ϕ(x). Plat́ı tedy

∂ϕ

∂x
δx = 0 (7.75)

Podmı́nky transverzality (7.73) můžeme zapsat ve tvaru λT δx
∣∣∣
t=t1

= 0. Odtud porovnáńım

s (7.75) plyne

λ(t1) = α

(
∂ϕ

∂x

)T

, (7.76)

což znamená, že vektor λ(t1) v koncovém čase má stejný směr jako gradient omezeńı.

Uvědomme si, že diferenciálńı rovnice (7.70a) a (7.70c) nám spolu s algebraickou
rovnićı (7.70b) neumožňuj́ı řešit problém optimálńıho ř́ızeńı v reálném čase (on line).
Pro stavovou rovnici systému (7.70c) známe počátečńı podmı́nku, ale pro konjugovaný
systém (7.70a) počátečńı podmı́nku λ(t0) neznáme.

Pro jednoznačnost trajektorie známe až koncovou podmı́nku systému x(t1), nebo, je-
li konec volný, známe podle (7.74) či (7.76) koncovou podmı́nku λ(t1) konjugovaného
systému.

Vztahy (7.70) převedou problém optimálńıho ř́ızeńı na řešeńı okrajového problému
soustavy diferenciálńıch rovnic. Analytické řešeńı je totiž proveditelné pouze pro specielńı
problémy (jako na př́ıklad problém optimálńıho ř́ızeńı lineárńıho systému s kvadratickým
kritériem optimality, který je známý pod zkratkou LQ ř́ızeńı).
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Chceme-li řešit problém optimálńıho ř́ızeńı v reálném čase, nezbývá nám než počátečńı
podmı́nku λ(t0) konjugovaného systému zvolit a řešit diferenciálńı rovnice (7.70a) a
(7.70c) spolu s (7.70b) až do koncového času t = t1. Pokud x(t1) neńı rovno koncové
podmı́nce x1, pak muśıme celé řešeńı znovu opakovat s vhodně upravenou počátečńı
podmı́nkou λ(t0) konjugovaného systému. Tento postup muśıme opakovat tak dlouho,
až x(t1) = x1. Konvergence tohoto postupu neńı zaručena a téměř vždy je velmi pomalá.

Mějme nyńı obecný problém optimálńıho ř́ızeńı Bolzova typu s kritériem

J (x(t),u(t)) = h (x(t1)) +
∫ t1

t0
g (x,u, t) dt (7.77)

Tento problém převedeme podle (7.62) na problém Lagrangeova typu. Při respektováńı
omezeńı daném stavovou rovnićı systému dostaneme rozš́ı̌rený funkcionál ve tvaru

J̄ (x(t),u(t)) =
∫ t1

t0

[
g (x,u, t) + λT (ẋ− f(x,u, t)) +

∂h

∂t
+
∂h

∂x
ẋ

]
dt (7.78)

Eulerovy - Lagrangeovy rovnice z̊ustanou stejné jako (7.70). Ověřte!

Pro volný konec trajektorie x(t1) plat́ı podmı́nky transverzality φẋ = 0 pro t = t1,
kde φ je jádro funkcionálu (7.78). Odtud plyne

λ(t1) = −
(
∂h

∂x

)T
∣∣∣∣∣∣
t=t1

. (7.79)

Př́ıklad 9: Optimálńı doběh stejnosměrného motoru.
Stejnosměrný motor s konstantńım buzeńım, ř́ızený napět́ım na kotvě, je při zanedbáńı
nelinearit a reakce kotvy popsán soustavou rovnic

U = RI + k1n

k2I = J
dn

dτ

kde U(τ), I(τ), R je napět́ı, proud a odpor vinut́ı kotvy, J je moment setrvačnosti a n
jsou otáčky hř́ıdele motoru a konečně k1, k2 jsou konstanty motoru.

Zavedeme poměrné hodnoty

u(t) =
U

U0

, i(t) =
I

I0
, t =

τ

T

kde veličiny označené indexem nula jsou jmenovité hodnoty a T je elektromechanická
časová konstanta. Potom jsou rovnice motoru v bezrozměrném tvaru

u(t) = i(t) + ω(t)

ω̇(t) = i(t) = u(t)− ω(t)

Budeme hledat optimálńı ř́ızeńı u∗(t), které zabrzd́ı motor, to je převede předchoźı systém
ze stavu ω(0) = ω0 do stavu ω(∞) = 0. Kritérium optimality zvoĺıme ve tvaru

J = ν
∫ ∞

0
u(t)i(t) dt+ µ

∫ ∞

0
ω2(t) dt
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Prvńı člen kritéria je úměrný energii dodané ze zdroje a druhý člen je úměrný kvadratické
ploše odchylky. Snadno se můžeme přesvědčit, že pro ν = 0 neexistuj́ı spojité extremály.
Pokud tedy ν 6= 0, kritérium můžeme upravit do tvaru

J =
∫ ∞

0

(
u(t)i(t) + αω2(t)

)
dt =

∫ ∞

0

(
u2(t)− u(t)ω(t) + αω2(t)

)
dt

Jedná se zřejmě o variačńı problém Lagrangeova typu. Sestav́ıme rozš́ı̌rený funkcionál

J̄ =
∫ ∞

0

(
u2(t)− u(t)ω(t) + αω2(t) + λ(t) (ω̇(t)− u(t) + ω(t))

)
dt

Eulerovy - Lagrangeovy rovnice jsou

−u(t) + 2αω(t) + λ(t)− λ̇(t) = 0

2u(t)− ω(t)− λ = 0

ω̇(t)− u(t) + ω(t) = 0

Z druhé, algebraické rovnice, plyne ř́ızeńı

u∗(t) =
1

2
(ω + λ)

Po dosazeńı optimálńıho ř́ızeńı do zbylých rovnic dostaneme

ω̇(t) =
1

2
(λ(t)− ω(t))

λ̇(t) = ω(t)
(
2α− 1

2

)
+

1

2
λ(t)

Vlastńı č́ısla matice této soustavy jsou µ1,2 = ±
√
α. Řešeńı potom můžeme psát ve tvaru

ω(t) = c1∆1(µ1)e
−
√

αt + c2∆1(µ2)e
√

αt

λ(t) = c1∆2(µ1)e
−
√

αt + c2∆2(µ2)e
√

αt

kde c1, c2 jsou integračńı konstanty a ∆i(µj) je subdeterminant i-tého sloupce libo-
volného řádku matice (A−µjI) (jsou to vlastně složky vlastńıho vektoru odpov́ıdaj́ıćımu
př́ıslušnému vlastńımu čislu). Pro druhou řádku vypočteme subdeterminanty a dostaneme

∆1(µ1) = ∆1(
√
α) = −1

2

∆2(µ1) = ∆2(
√
α) = −1

2
+
√
α

S ohledem na koncovou podmı́nku je c2 = 0, potom

ω(t) = ω0e
−
√

αt

λ(t) = λ0e
−
√

αt

Protože c1∆1(µ1) = ω0, c1∆2(µ1) = λ0, pak plat́ı λ0 = ω0 (1− 2
√
α). Pak pro optimálńı

řešeńı plat́ı

ω∗(t) = ω0e
−
√

αt

λ∗(t) = ω0

(
1− 2

√
α
)
e−

√
αt

u ∗( t) =
(
1−

√
α
)
ω∗(t)
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Optimálńı ř́ızeńı je úměrné úhlové rychlosti. Doběh se děje s časovou konstantou τ =
1√
α

.

Pro α = 1 je u∗(t) = 0, časová konstanta doběhu je rovna jedné. Brzd́ıme učinně tak,
že obvod kotvy zkratujeme.

Pro α > 1 je časová konstanta menš́ı než jedna. Napět́ı zdroje u(t) je záporné, proud
je také záporný. Energie se ze zdroje napět́ı spotřebovává.

Pro α < 1 je časová konstanta optimálńıho doběhu větš́ı než jedna. Napět́ı zdroje u(t)
je kladné, ale proud je záporný. Energii v tomto př́ıpadě rekuperujeme.

Pro α = 0 je proud i∗(t) = 0, potom nebrzd́ıme a energeticky optimálńı doběh neexis-
tuje.

Dosad́ıme-li optimálńı hodnoty veličin do kritéria kvality ř́ızeńı, dostaneme

J =
∫ ∞

0
u(t)i(t) dt+ α

∫ ∞

0
ω2(t) dt =

ω2
0

2

(√
α− 1

)
+ α

(
ω2

0

a
√
α

)
, α 6= 0

Z předchoźıho vztahu je názorně patrno, jak se změnou α měńı jednotlivé členy v kombi-
novaném kritériu kvality ř́ızeńı.

7.4.2 Řešeńı optimalizačńıho problému s omezeńım

Často máme omezenu oblast změn ř́ıdićıch nebo stavových veličin. Potom na hranici
oblasti omezeńı existuj́ı pouze jednostranné variace směřuj́ıćı dovnitř dovolené oblasti.
Variačńı problém je v tomto př́ıpadě tzv. neklasického typu.

Variačńı problémy s omezeńım se snáze řeš́ı principem maxima. Zde si pouze ukážeme,
jak lze omezeńı ve tvaru jednoduchých nerovnic převést vhodnou transformaćı na problémy
bez omezeńı.

Máme-li ř́ıdićı veličiny omezeny podmı́nkami

gi(x(t),u(t)) ≤ 1, i = 1, . . . , p (7.80)

pak tento systém nerovnost́ı můžeme nahradit systémem rovnic

si(x(t),u(t),v(t))− gi(x(t),u(t)) = 0, i = 1, . . . , p, (7.81)

kde funkce si(x(t),u(t),v(t)) maj́ı modul menš́ı než jedna a jsou dvakráte diferencovatelné
v otevřené oblasti argument̊u. Je výhodné zvolit si za funkce si funkce trigonometrické.

s(t) = [sin v1, sin v2, . . . , sin vp] (7.82)

T́ımto zp̊usobem můžeme omezeńı ve tvaru jednostranné i oboustranné nerovnosti nahra-
dit rovnost́ı. Uvedeme si dva nejčastěji se vyskytuj́ıćı př́ıpady omezeńı kladená na ř́ızeńı.
Máme-li např́ıklad ř́ızeńı omezeno nerovnost́ı

|ui(t)| ≤ 1, i = 1, . . . , r (7.83)

pak toto omezeńı nahrad́ıme rovnost́ı

sin vi(t)− ui(t) = 0, i = 1, . . . , r (7.84)



KAPITOLA 7. VARIAČNÍ METODY 162

kde vi(t) je nová proměnná, na kterou se nekladou žádná omezeńı. Jiné omezeńı ve tvaru
oboustranné nerovnosti

α(x,u) ≤ g(x,u) ≤ β(x,u) (7.85)

nahrad́ıme rovnost́ı ve tvaru

(β − α) sin v + (β − α)− 2g(x,u) = 0 (7.86)

Nelineárńı transformace (7.81), (7.84) a (7.86) zobrazuj́ı ohraničenou oblast variaćı ř́ıdićı
funkce u(t) na mnohalistou neohraničenou oblast změn jiné ř́ıdićı funkce v(t).

Př́ıklad 10: Časově optimálńı doběh stejnosměrného motoru.
Diferenciálńı rovnice motoru je stejná jako v předchoźım př́ıkladě 9. Kritérium optimality
je doba regulačńıho pochodu

J =
∫ T

0
dt = T (7.87)

Bez omezeńı ř́ızeńı roste ř́ıdićı veličina nade všechny meze. V naš́ı úloze je ř́ıdićı veličina
omezena, necht’ plat́ı |u(t)| ≤ 1. Toto omezeńı nahrad́ıme rovnost́ı sin v(t)− u(t) = 0.

Potom se jedná o Lagrange̊uv problém. Upravený funkcionál je

J̄ =
∫ T

0
(1 + λ1(t)(sin v(t)− u(t)) + λ2(t) (ω̇(t)− u(t) + ω(t))) dt

Eulerovy - Lagrangeovy rovnice pro proměnné ω, u, v λ1, λ2 jsou

ω : λ2(t)− λ̇2(t) = 0

u : λ1(t)− λ2(t) = 0

v : λ1(t) cos v(t) = 0

λ1 : sin v(t)− u(t) = 0

λ2 : ω̇(t)− u(t) + ω(t) = 0

Řešeńım prvńıch tř́ı rovnic dostaneme λ1(t) = −λ2(t) = λ0e
−t,

λ1

√
1− sin2 v(t) = λ1

√
1− u2(t) = 0. Protože λ1(t) je nenulová a neměńı znaménko,

je optimálńı ř́ızeńı u∗(t) = +1 nebo −1 po celou dobu přechodového děje. Znaménko
optimálńıho ř́ızeńı je určeno znaménkem počátečńı podmı́nky. Pro ω0 > 0 je u(t) = −1.

Pokud je systém, jádro funkcionálu i omezuj́ıćı podmı́nka lineárńı vzhledem k ř́ızeńı
u(t), pak optimálńı ř́ızeńı lež́ı na hranici oblasti omezeńı.

7.5 Kanonický tvar Eulerovy - Lagrangeovy rovnice

Nyńı se vrát́ıme k základńımu variačńımu problému minimalizace funkcionálu

J =
∫ t1

t0
g(x, ẋ, t) dt (7.88)
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Zavedeme si skalárńı funkci

H(x, ẋ, t) = −g(x, ẋ, t) +

(
∂

∂ẋ
g(x, ẋ, t)

)
ẋ (7.89)

a vektorovou funkci

p(x, ẋ, t) =

(
∂g(x, ẋ, t)

∂ẋ

)T

(7.90)

Funkci H nazýváme Hamiltonovou funkćı nebo krátce hamiltonián. Vektor p se
nazývá konjugovaný vektor k vektoru x.

Z rovnice (7.90) lze vyjádřit ẋ jako funkci p a proto H = H(x,p, t). Totálńı diferenciál
hamiltoniánu H je

d H =
∂H

∂x
dx +

∂H

∂t
dt+

∂H

∂p
dp (7.91)

Podle (7.89) však současně také plat́ı

d H = −d g + ẋT d p + pT d ẋ = −∂g
∂x
dx− ∂g

∂t
dt+ ẋTdp (7.92)

Odtud porovnáńım plyne

∂H

∂x
= −gx,

∂H

∂t
= −gt,

∂H

∂p
= ẋT (7.93)

Z (7.93) plynou Eulerovy - Lagrangeovy rovnice gx −
d

dt
gẋ = 0 ve tvaru

dx

dt
=

(
∂H

∂p

)T

dp

dt
= −

(
∂H

∂x

)T

(7.94)

Rovnice (7.94) se nazývaj́ı Hamiltonovou nebo kanonickou formou Eulerovy - La-
grangeovy rovnice. Soustavu Eulerových - Lagrangeových diferenciálńıch rovnic druhého
řádu nahrazujeme soustavou dvou vektorových rovnic prvńıho řádu.

Poznámka: Předchoźı rovnice se obvykle v literatuře udávaj́ı bez transpozice. My zde
budeme d̊usledně uvažovat, že derivace skalárńı funkce podle vektoru je řádkový vektor,
zat́ımco derivace vektoru (sloupcového) podle skaláru je opět sloupcový vektor. Proto,
aby dimeze vektor̊u v předchoźı soustavě souhlasily, je třeba je psát tak, jak je uvedeno.

2

Podél extremály plat́ı
dH

dt
=
∂H

∂t
(7.95)

a jestliže jádro funkcionálu g a t́ım ani H nezáviśı explicitně na čase t, pak
∂H

∂t
= 0 a

hamiltonián je podél extremály konstantńı.

Přitom plat́ı
d J = H dt+ (−p)Tdx (7.96)
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Odtud plyne

H =
∂J

∂t
, pT = −∂J

∂x
(7.97)

Obecné podmı́nky transverzality (7.28) ve volném koncovém bodě maj́ı v tomto př́ıpadě
tvar

−H(x,p, t)δt+ pT δx = 0, pro t = t1 (7.98)

Je-li t0, t1, x(t0) pevné a pouze x(t1) je volné, je podmı́nka transverzality zřejmě

p(t1) = 0. (7.99)

Uvědomme si znovu, že kanonický tvar Eulerových - Lagrangeových rovnic opět převád́ı
variačńı problém na okrajový problém řešeńı diferenciálńıch rovnic (7.94). Pro pevný kon-
cový bod známe počátečńı a koncové podmı́nky prvńı diferenciálńı rovnice v (7.94). Pro
druhou diferenciálńı rovnici v (7.94) nemáme žádné okrajové podmı́nky. Pokud je koncový
bod volný, pak podle (7.99) známe koncovou podmı́nku pro druhou diferenciálńı rovnici v
(7.94) (pro konjugovaný vektor p(t)). V žádném př́ıpadě nemůžeme řešit soustavu (7.94)
v reálném čase.

Weierstrassova podmı́nka (7.40) je v kanonickém tvaru rovna

E(x, z, s, t) = H(x, s, t)−H(x, z, t) ≥ 0 (7.100)

kde s(t) je derivace ẋ(t) na extremále a z(t) je libovolná jiná derivace funkce x(t). Z
předchoźı rovnice plyne, že na extremále nabývá Hamiltonova funkce svého maxima - viz
kapitola o principu maxima.

Ověřte, že Weierstrassovy - Erdmannovy podmı́nky vyžaduj́ı spojitost funkce p a H
v úhlovém bodě.

Uvažujme nyńı znovu problém optimálńıho ř́ızeńı

min
{
J =

∫ t1

t0
g(x,u, t) dt : ẋ = f(x,u, t); x(t0) = x0

}
. (7.101)

Hamiltonova funkce H je opět podle (7.89), kde za jádro g dosad́ıme jádro φ rozš́ı̌reného
funkcionálu. Připomeňme, že toto jádro bylo rovno - viz (7.68)

φ(x,u,λ, t) = g(x,u, t) + λT (ẋ− f(x,u, t)) . (7.102)

Hamiltonova funkce je tedy

H = −
(
g + λT (ẋ− f)

)
+

∂
(
g + λT (ẋ− f)

)
∂ẋ

 ẋ.

Odtud po úpravách dostaneme

H (x, ẋ,u,λ, t) = −g(x,u, t) + λT (t)f(x,u, t) (7.103)

kde λ(t) je konjugovaný vektor totožný s Lagrangeovým vektorem.
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Hamiltonovy rovnice pro problém optimálńıho ř́ızeńı (7.101) maj́ı tvar

dλ

dt
= −

(
∂H

∂x

)T

0 =
∂H

∂u

dx

dt
=

(
∂H

∂λ

)T

(7.104)

Předchoźı soustava je totožná se soustavou variačńıch rovnic (7.70). O transpozićıch v
soustavě (7.104) viz předchoźı poznámka.

Pro optimalizačńı problém Bolzova typu s hodnoceńım dosaženého ćılového bodu po-
moćı funkce h(x(t1)) v kritériu, maj́ı Hamiltonovy rovnice stejný tvar jako předchoźı
soustava (7.104).

7.6 Př́ıklady

1. Rozeberte tvar a řešeńı Eulerovy - Lagrangeovy rovnice, je-li jádro funkcionálu
a) nezávislé na ẋ(t),
b) lineárně závislé na ẋ(t)
c) závislé pouze na ẋ(t).

2. Řešte klasickou úlohu o brachystochroně:
V rovině kolmé k zemskému povrchu máme dva body o souřadnićıch (x1, y1), (x2, y2)
(vodorovná vzdálenost, výška). Určete v této rovině křivku spojuj́ıćı oba body
takovou, aby pohyb hmotného bodu po této křivce trval nejkratš́ı dobu. Pohyb
hmotného bodu zač́ıná z počátečńıho bodu s větš́ı výškovou souřadnićı a konč́ı v
druhém bodě, přičemž je hmotný bod vystaven pouze p̊usobeńı gravitačńıch sil.
Všechny druhy třeńı zanedbáváme.
Uvažujte rozš́ı̌reńı základńı úlohy:
a) Pohyb je brzděn, přičemž brzdićı účinek je úměrný kvadrátu okamžité rychlosti
(odpor prostřed́ı).
b) Brzdićı účinek je nepř́ımo úměrný kvadrátu výšky (t́ım respektujeme vliv hustoty
prostřed́ı).
c) Koncový bod neńı pevný, je určena pouze jeho

1) vodorovná souřadnice
2) výšková souřadnice.

Ověřte, že řešeńım základńı úlohy o brachystochroně jsou cykloidy určené paramet-
ricky

x =
c

2
(t− sin t)

y = − c
2
(1− cos t).

Řešeńım je funkce y = y(x) a počátečńı bod má souřadnice (0, 0).
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3. Určete křivku procházej́ıćı danými body, která otáčeńım kolem osy souřadnic vytvoř́ı
plochu o nejmenš́ım povrchu.
Ověřte, že tato křivka (jmenuje se katenoida) je určena

y = c1 cosh
x− c2
c1

4. Určete minimálńı i maximálńı hodnotu x(T ) při omezeńı

dx(t)

dt
= ax(t) + u(t); x(0) = α∫ T

0
u2(t) dt ≤ K

5. Určete minimálńı hodnotu kritéria s omezeńım

min
{
J =

∫ 1

0
(3x(t) + 2u(t)) dt : ẋ = 3x+ u, x(0) = 5,

1

2
≤ u(t) ≤ 2

}
6. Dynamický systém je popsán stavovými rovnicemi

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t); x1(0) = α, x2(0) = β

Tento systém chceme převést z daného počátečńıho stavu x(0) do koncového stavu,
který je co nejbĺıže počátku. Kritérium voĺıme

J = a x2
1(t1) +

∫ t1

0
dt

Uvažujte nejprve úlohu bez omezeńı ř́ızeńı a potom uvažujte omezeńı |u(t)| ≤ 1.

7. Syntéza optimálńıho servomechanismu.
Uvažujme servomotor s přenosem

G(s) =
Y (s)

U(s)
=

K

s(Js+B)

kde K je direktivńı konstanta motoru, J je moment setrvačnosti a B je konstanta
tlumeńı. Napět́ı na kotvě servomotoru je u(t) a y(t) je poloha hř́ıdele servomotoru.
Počátečńı poloha je y(0) = 0. Požadovaná koncová poloha je w = konst. Kritériem
optimality je kvadratická plocha odchylky od požadované polohy

J =
∫ ∞

0
(y(t)− w)2 dt.

Aby problém měl reálné řešeńı, uvažujme omezeńı takové, že je omezena viskozńı
energie na jednotku výchylky. Plat́ı tedy∫ ∞

0

B (ẏ(0))2

w2
dt = K

Určete optimálńı y∗(t) pro minimálńı kritérium při respektováńı předchoźıho izoperi-
metrického omezeńı. Určete Laplace̊uv obraz y∗(t) a vypočtěte Laplace̊uv obraz
u∗(t). Odtud vypočtěte přenos optimálńıho zpětnovazebńıho regulátoru, který v
regulačńım obvodu zajist́ı optimálńı pr̊uběh všech veličin. Ukažte, že je to regulátor
PD. Diskutujte izoperimetrickou podmı́nku.
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8. Uvažujte servomotor se stejným přenosem jako v předchoźım př́ıkladě. Kritérium
optimality je také stejné. Ř́ızeńı je omezeno∫ ∞

0
u2(t) dt = K

Počátečńı podmı́nky jsou y(0) = ẏ(0) = 0 a koncové podmı́nky jsou zřejmě y(∞) =
w, ẏ(∞) = 0.

9. Jaké jsou podmı́nky transverzality pro Mayerovu úlohu s volným koncem trajekto-
rie?



Kapitola 8

Dynamické programováńı

Dynamické programováńı je velmi účinný nástroj k numerickému řešeńı problémů optimal-
izace. Použ́ıvá se při řešeńı nejr̊uzněǰśıch problémů od problémů optimalizace k problémům
umělé inteligence.

Mezi metodami optimalizace má metoda dynamického programováńı zvlášt’ńı mı́sto.
Tato metoda je velmi přitažlivá d́ıky jednoduchosti jej́ıho základńıho principu - principu
optimality. Princip optimality i celá metoda dynamického programováńı jsou spojené
s pracemi amerického matematika R. Bellmana. Princip optimality představuje vlastně
princip postupné analýzy problému. Vedle principu optimality je v metodě dynamického
programováńı velmi d̊uležitá myšlenka vnořeńı konkrétńıho optimalizačńıho problému do
tř́ıdy analogických problémů. Tento princip se nazývá princip invariantńıho vnořeńı.

Daľśı zvláštnost́ı této metody je tvar konečného výsledku. Výsledkem jsou rekurentńı
vztahy, které p̊uvodńı problém rozděĺı na posloupnost řešeńı jednodušš́ıch problémů. Tyto
rekurentńı vztahy lze snadno řešit na poč́ıtači. Jediná pot́ıž při aplikaci dynamického
programováńı na řešeńı optimalizačńıch problémů je to, že s r̊ustem počtu stav̊u procesu
prudce rostou požadavky na operačńı pamět’ poč́ıtače. Tento jev označil R. Bellman jako
”proklet́ı rozměrnosti” (curse of dimensionality). V aplikaćıch metody dynamického
programováńı je tomuto jevu věnována značná pozornost.

Použit́ım metody dynamického programováńı nalezneme globálńı optimum a všechna
optimálńı řešeńı.

8.1 Princip metody dynamického programováńı

8.1.1 Princip optimality a princip invariantńıho vnořeńı

Dynamické programováńı (DP), jak již název metody napov́ıdá, využ́ıvá při řešeńı problé-
mu optimalizace jakousi ”dynamičnost” problému. Problém optimalizace jako problém
rozhodovaćı převedeme na mnohastupňový rozhodovaćı problém. Jediné rozhodnut́ı převe-
deme na posloupnost rozhodováńı a jediné řešeńı převedeme na posloupnost řešeńı jednodušš́ıch
úloh.

Mnohastupňový rozhodovaćı proces je např́ıklad proces diskrétńıho ř́ızeńı systému.
Jeho jednotlivé rozhodovaćı stupně jsou určeny volbou ř́ızeńı v diskrétńıch časech. V

168
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jiných př́ıpadech muśıme ”mnohastupňovost” zavést do optimalizačńıho problému uměle.

Princip optimality tvrd́ı, že optimálńı posloupnost rozhodováńı v mnohastupňovém
rozhodovaćım procesu má tu vlastnost, že at’ jsou jakékoliv vnitřńı stavy procesu a
předchoźı rozhodováńı, zbylá rozhodováńı muśı tvořit optimálńı posloupnost vycházej́ıćı
ze stavu, který je výsledkem předchoźıch rozhodováńı.

Jinými slovy, v každém rozhodovaćım stupni muśıme volit optimálńı rozhodnut́ı, při-
čemž vycháźıme ze stavu, ve kterém se právě nacháźıme. Princip optimality je v podstatě
jinou formulaćı známého př́ıslov́ı ”Neplač nad rozlitým mlékem”. Stav, ve kterém právě
jsme, je výsledkem předchoźıch rozhodováńı a tento stav již nemůžeme ovlivnit, ale naše
daľśı rozhodováńı muśı být optimálńı.

Princip invariantńıho vnořeńı znamená to, že náš optimalizačńı problém vnoř́ıme
do celé tř́ıdy analogických problémů. Tuto celou tř́ıdu problémů vyřeš́ıme a t́ım také jaksi
mimoděk vyřeš́ıme náš jediný problém. Je zaj́ımavé, že tento zdánlivě složitý postup je
mnohdy velice efektivńı.

8.1.2 Řešeńı jednoduché úlohy metodou DP

Základńı principy metody dynamického programováńı si nejpř́ıstupněji vysvětĺıme na
jednoduché úloze určeńı optimálńı cesty ve městě z jednoho mı́sta na druhé. Jednoduchým
modelem této úlohy je úloha na optimálńı pr̊uchod ve čtvercové śıti z bodu A do bodu B
- viz obr. 8.1.

Cesta z bodu A do B je možná pouze po úsečkách (ulice ve městě, hrany grafu na obr.
8.1). Překonáńı každé úsečky ohodnot́ıme kritériem či penálem. Může to být čas nebo
spotřeba paliva potřebného k překonáńı části trajektorie, či stupeň znečistěńı př́ıslušné
ulice a podobně. Naš́ım úkolem je nalézt takovou trajektorii z bodu A do B, aby součet
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Obrázek 8.1: Optimálńı pr̊uchod śıt́ı
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d́ılč́ıch kritéríı po projitých úsečkách byl minimálńı. Uzl̊um śıtě přǐrad́ıme souřadnice (x, y)
podle obr. 8.1, pak počátečńı bod A má souřadnici (0, 0) a koncový bod B má souřadnici
(4, 4). V úloze jsou souřadnice omezeny 0 ≤ x ≤ 4 a 0 ≤ y ≤ 4. Budeme dále předpokládat,
že při pohybu śıt́ı souřadnice uzl̊u neklesaj́ı. Pak v každém uzlu śıtě se rozhodujeme, zda
p̊ujdeme nahoru či vpravo (podle obr. 8.1) - úsečky jsou tedy orientovány - graf na obr.
8.1 je tedy orientovaný graf.

Takovou jednoduchou úlohu můžeme řešit tak, že prozkoumáme všechny možné cesty
z A do B a vybereme tu nejlepš́ı. Počet všech cest ve čtvercové śıti o maximálńı souřadnici

n je při zvolených omezeńıch roven
(2n)!

(n!)2
. V našem př́ıpadě pro n = 4 máme 70 cest, ale

pro n = 20 je celkový počet cest již 2.1012. Při rozsáhleǰśı śıti tuto metodu př́ımého výběru
(optimalizace hrubou silou) již nelze použ́ıt.

Nyńı použijeme metodu dynamického programováńı.
Náš problém nalezeńı optimálńı trajektorie z bodu A do B vnoř́ıme do tř́ıdy úloh hledáńı
optimálńı trajektorie z libovolného bodu o souřadnićıch (x, y) do ćıle v bodě B. T́ım
jsme si zdánlivě náš p̊uvodńı problém podstatně zkomplikovali. Dále uvid́ıme, že tato
komplikace je opravdu pouze zdánlivá.
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Obrázek 8.2: Optimálńı funkce a optimálńı rozhodováńı

Zavedeme si tak zvanou optimálńı funkci V (x, y), která je rovna optimálńı hodnotě
kritéria při přechodu po optimálńı trajektorii z bodu (x, y) do ćıle B. Optimálńı funkce
V (x, y) se také nazývá Bellmanova funkce.

V každém bodu śıtě se rozhodujeme, zda p̊ujdeme nahoru či vpravo. Hodnotu kritéria
při překonáńı úsečky mezi body (x, y) a (x + 1, y), to je ve směru r̊ustu souřadnice x si
označ́ıme jako gx(x, y). Podobně gy(x, y) je hodnota kritéria při překonáńı úsečky mezi
body (x, y) a (x, y + 1), to je ve směru r̊ustu souřadnice y. Podle principu optimality
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můžeme pro optimálńı funkci V (x, y) napsat rekurentńı vztah

V ; (x, y) = min

[
gx(x, y) + V (x+ 1, y)
gy(x, y) + V (x, y + 1)

]
, 0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ n. (8.1)

Předchoźı vztah plyne z toho, že z bodu (x, y) můžeme j́ıt bud’ vpravo a potom zbytek
cesty po optimálńı trajektorii do ćıle (kritérium po zbytku cesty je V (x + 1, y). Nebo
můžeme j́ıt z bodu (x, y) nahoru a opět zbytek cesty po optimálńı trajektorii. Nejlepš́ı z
těchto dvou možnost́ı je optimálńı trajektorie z bodu (x, y) do ćıle.

Vztah (8.1) je rekurentńı vztah pro výpočet optimálńı funkce V (x, y). V koncovém
bodě B jsme již v ćıli a proto zřejmě plat́ı

V (n, n) = V (4, 4) = 0 (8.2)

Rekurentńı vztah (8.1) řeš́ıme ”od zadu”, vycházej́ıce z koncové podmı́nky (8.2). Pro śıt’

z obr. 8.1 je na obr. 8.2 uvedena v každém uzlu śıtě hodnota optimálńı funkce V (x, y) (je
zakreslena v kroužku). Ke každému uzlu śıtě je šipkou zaznamenáno optimálńı rozhodnut́ı
o daľśı cestě. Z obr. 8.2 je zřejmé, že optimálńı hodnota kritéria z bodu A do B je rovna
V (0, 0) = 32. Optimálńı trajektorie je na obr. 8.2 nakreslena silnou čarou.

Je zřejmé, že jsme t́ımto zp̊usobem vyřešili i problém citlivosti optimálńı trajektorie
na změnu rozhodnut́ı. Odchýĺıme-li se z nějakého d̊uvodu od optimálńı trajektorie, v́ıme
jak dále pokračovat optimálńım zp̊usobem. Optimálńı trajektorie z jiného počátečńıho
bodu - bodu C na obr. 8.2 - je v tomto obrázku zakreslena silnou přerušovanou čarou.

Nyńı budeme analyzovat složitost předchoźıho algoritmu.
Při výpočtu optimálńı funkce V (x, y) podle (8.1) provád́ıme rozhodováńı (minimalizaci)
pouze ve vnitřńıch bodech śıtě. Těch je n2, jsou to body o souřadnićıch 0 ≤ x ≤ n − 1,
0 ≤ y ≤ n − 1. Podle (8.1) provád́ıme v každém rozhodovaćım bodě pouze dvě sč́ıtáńı.
V krajńıch bodech śıtě - to je v bodech o souřadnićıch x = n, nebo y = n - provád́ıme
pouze jedno sč́ıtáńı, nebot’ v těchto bodech je trajektorie určena jednoznačně. Celkový
počet sč́ıtáńı, který označ́ıme SDP , při použit́ı metody dynamického programováńı je
tedy roven

SDP (n) = 2n2 + 2n (8.3)

Při př́ımém výběru je celkový počet cest (2n)!/(n!)2 a na každé cestě je nutno provést 2n
sč́ıtáńı. Proto celkový počet sč́ıtáńı, který označ́ıme SPV , je při př́ımém výběru

SPV (n) = 2n
(2n)!

(n!)2
(8.4)

Pro náš př́ıpad n = 4 je SDP (4) = 40 a SPV (4) = 560, ale pro n = 10 je SDP (10) = 220,
ale SPV (10) = 272000. Výpočetńı složitost při použit́ı metody dynamického programováńı
roste kvadraticky, zat́ımco při př́ımém výběru roste exponenciálně.

Výpočet můžeme provádět tak, že si pamatujeme pouze optimálńı funkci V (x, y) pro
všechny body śıtě a z ńı urč́ıme optimálńı rozhodováńı. Optimálńı rozhodováńı zjist́ıme
v každém bodě śıtě následuj́ıćı úvahou. Z bodu (x, y) se pohybujeme vodorovně, plat́ı-li

V (x, y) = ax(x, y) + V (x+ 1, y)

V (x, y) ≤ ay(x, y) + V (x, y + 1) (8.5)



KAPITOLA 8. DYNAMICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 172

Obdobné vztahy plat́ı pro pohyb vzh̊uru (znaménka v (8.5a) a (8.5b) se prohod́ı). Plat́ı-
li rovnost v (8.5a) a (8.5b), můžeme se z bodu (x, y) pohybovat vpravo nebo vzh̊uru.
Vid́ıme, že výhoda metody dynamického programováńı je kromě jiného také v tom, že
nalezneme absolutńı minimum a všechna optimálńı řešeńı.

Výpočet můžeme provádět také tak, že si pamatujeme pouze hodnoty optimálńı funkce
v bodech (x, y) a v bodech (x̄, ȳ), kde x̄ > x a ȳ > y hodnotu optimálńı funkce můžeme
zapomenout. V těchto bodech si ale pamatujeme optimálńı rozhodnut́ı. Po dosažeńı bodu
A známe optimálńı rozhodnut́ı ve všech uzlech śıtě a nemuśıme je poč́ıtat podle (8.5).

Rovnice (8.1) se nazývá Bellmanova rovnice. Protože optimálńı funkci poč́ıtáme
zpětně od ćıle B, nazývá se (8.1) také zpětná Bellmanova rovnice.

Př́ımou Bellmanovu rovnici dostaneme tak, že naši úlohu o výběru optimálńı trajek-
torie z bodu A do bodu B vnoř́ıme do tř́ıdy úloh optimalizace trajektorie z bodu A do
libovolného bodu o souřadnićıch (x, y). Optimálńı funkci v této úloze označ́ıme U(x, y).
Pro ni plat́ı rekurentńı vztah

U(x, y) = min

[
gx(x− 1, y) + U(x− 1, y)
gy(x, y − 1) + U(x, y − 1)

]
, 0 ≤ x ≤ n, 0 ≤ y ≤ n. (8.6)

s okrajovou podmı́nkou U(0, 0) = 0. Vztah (8.6) se nazývá př́ımá Bellmanova rovnice.
Zřejmě plat́ı U(n, n) = V (0, 0). T́ım je určena optimálńı hodnota kritéria z bodu A do
bodu B.

8.2 Optimálńı ř́ızeńı diskrétńıch systémů

8.2.1 Diskrétńı úloha optimalizace

Při řešeńı problému optimálńıho ř́ızeńı dynamických systémů je nejjednodušš́ı použ́ıt
metodu dynamického programováńı při diskrétńım modelu situace. Mějme tedy stavové
rovnice diskrétńıho dynamického systému

x(k + 1) = f(x(k),u(k), k)

y(k) = f̄(x(k),u(k), k) (8.7)

kde x, u, y je stav, vstup a výstup systému a k = {. . . , 0, 1, . . .} je diskrétńı čas. Ř́ızeńı
u(k) i stav x(k) jsou vždy nějakým zp̊usobem omezeny, pak

u(k) ∈ U ⊂ Rr, x(k) ∈ X ⊂ Rn (8.8)

kde U a X jsou množiny př́ıpustných ř́ızeńı a stav̊u (obecně mohou záviset na diskrétńım
čase k). Volbou ř́ızeńı u(k0) až u(k1−1) dostaneme ze stavových rovnic (8.7) a počátečńıho
stavu x(k0) posloupnost stav̊u x(k), kde k ∈ [k0, k1] a k0 je počátečńı a k1 je koncový stav.

Abychom mohli vybrat optimálńı řešeńı úlohy ř́ızeńı je třeba opět zvolit kritérium
kvality ř́ızeńı, které umožńı porovnávat r̊uzné varianty řešeńı. Obecný tvar kritéria kvality
ř́ızeńı je

J (k0, k1,x(k0),x(k1),u(k0), . . . ,u(k1 − 1)) = h (x(k1)) +
k1−1∑
k=k0

g (x(k),u(k), k) (8.9)
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Prvńı člen hodnot́ı dosažený ćıl trajektorie a druhý - sumačńı - člen hodnot́ı pr̊uběh
trajektorie - zp̊usob dosažeńı ćıle.

Problém optimálńıho ř́ızeńı spoč́ıvá v nalezeńı takového ř́ızeńı u∗(k) systému (8.7) na
intervalu k ∈ [k0, k1−1], aby byla splněna omezeńı (8.8) a kritérium (8.9) bylo minimálńı.

Uvědomme si nejprve, že problém diskrétńıho optimálńıho ř́ızeńı na konečném inter-
valu je konečněrozměrný problém. T́ım se zásadně lǐśı od spojitých problémů optimalizace.
Formálně je problém diskrétńıho optimálńıho ř́ızeńı podobný spojitému problému ř́ızeńı
- je to úloha Bolzova typu.

Optimálńı ř́ızeńı záviśı na počátečńım čase k0 a počátečńım stavu x(k0) = x0. Koncový
bod trajektorie může být libovolný (penalizačńı faktor h(x(k1)) zajist́ı pouze přibližné
dosažeńı ćıle). V problému s volným koncem může být koncový stav určen ćılovou množi-
nou C, x(t1) ∈ C - pak se jedná o problém s pohyblivým koncem. Je-li ćıl C bod, jedná
se o problém s pevným koncem a prvńı člen v kritériu neńı třeba uvažovat, nebot’ je
konstantńı.

Obecný tvar kritéria (8.9) můžeme upravit a dostat úlohu Mayerova či Lagrangeova
typu. Zavedeńım daľśı stavové souřadnice

xn+1(k) =
k1−1∑
i=k0

g (x(i),u(i), i)

která zřejmě vyhovuje diferenčńı rovnici

xn+1(k + 1) = xn+1(k) + g (x(k),u(k), k) , xn+1(k0) = 0, (8.10)

můžeme krérium (8.9) zapsat ve tvaru

J = h (x(k1)) + xn+1(k1) = h̄ (x̄(k1)) , (8.11)

kde x̄ = [xT , xn+1]
T je rozš́ı̌rený stav. Rozš́ı̌reńım stavu o jednu složku, pro kterou plat́ı

stavová rovnice (8.10), dostaneme problém Mayerova typu s kritériem (8.11).

Obráceně zavedeme funkci

g1 (x(k),u(k), k) = h (x(k + 1))− h (x(k))

= h (f (x(k),u(k), k))− h (x(k))

Potom zřejmě
k1−1∑
k=k0

g1 (x(k),u(k), k) = h (x(k1))− h (x(k0))

Protože h (x(k0)) nezáviśı na ř́ızeńı, nemuśıme tento člen v kritériu uvažovat a potom
kritérium (8.9) lze zapsat ve tvaru

k1−1∑
k=k0

(g (x(k),u(k), k) + g1 (x(k),u(k), k)) (8.12)

Popsaným postupem jsme optimalizačńı problém Bolzova typu převedli na problém La-
grangeova typu s kritériem (8.12).
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8.2.2 Převod spojitého optimalizačńıho problému na
diskrétńı

Při numerickéch výpočtech na č́ıslicovém poč́ıtači je nezbytné převést spojitý optimal-
izačńı problém na diskrétńı.

Můžeme samozřejmě diferenciálńı stavové rovnice spojitého systému řešit některou
spolehlivou numerickou metodou. Také spojité kritérium můžeme poč́ıtat numericky.
Problém je pouze v diskretizaci ř́ıdićı veličiny u(t).

Diskretizaci provedeme volbou periody vzorkováńı T a potom spojitý čas t převedeme
na diskrétńı čas k podle vztahu

t = kT (8.13)

Volba periody vzorkováńı T záviśı předevš́ım na dynamických vlastnostech systému,
celkové době ř́ızeńı (t1 − t0) a výpočetńıch možnostech.

Ř́ızeńı spojitého systému můžeme předpokládat konstantńı během periody vzorkováńı,
pak

u(t) = u(k), pro kT ≤ t < (k + 1)T, (8.14)

Př́ıpadně můžeme ř́ızeńı aproximovat složitěǰśı funkćı (např́ıklad lineárńı nebo kvadrat-
ickou funkćı či aproximovat spliny).

Použijeme-li nejjednodušš́ı Eulerovu metodu integrace diferenciálńıch rovnic systému
i kritéria, pak spojitý optimalizačńı problém

min
u(t)

{
J = h(x(t1)) +

∫ t1

t0
g (x,u, t) dt, ẋ(t) = f (x,u, t)

}
(8.15)

aproximujeme diskrétńım optimalizačńım problémem

min
u(k)

J = h(x(k1)) + T
k1−1∑
k=k0

g (x,u, k) , x(k + 1) = x(k) + T f (x,u, k)

 (8.16)

kde spojitý čas t a diskrétńı čas k jsou dle (8.14).

8.2.3 Převod diskrétńıho optimalizačńıho problému
na úlohu matematického programováńı

Protože jsou vypracovány spolehlivé numerické algortmy řešeńı úloh matematického pro-
gramováńı, je velmi výhodné převést i problém optimálńıho ř́ızeńı diskrétńıho dynam-
ického systému na tuto úlohu.

Uvědomme si, že v tomto př́ıpadě se nejedná o žádnou aproximaci. Pro konečnou dobu
diskrétńıho ř́ızeńı (k1 − k0) hledáme konečný počet optimálńıch hodnot ř́ızeńı u∗(k0) až
u∗(k1 − 1).

Také spojitý optimalizačńı problém převád́ıme často na úlohu matematického pro-
gramováńı. V tomto př́ıpadě se vždy jedná o aproximaci, nebot’ nejprve je třeba aprox-
imovat spojitý problém problémem diskrétńım a ten převést bez aproximace na úlohu
matematického programováńı.
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Nejjednodušš́ı převod diskrétńıho optimalizačńıho problému je zavedeńı složeného vek-
toru z tvořeného ř́ıdićımi veličinami

z =
[
uT (k0),u

T (k0 + 1), . . . ,uT (k1 − 1)
]T

(8.17)

Řešeńım stavových rovnic diskrétńıho systému vypočteme stavy diskrétńıho systému a
pak hodnotu kritéria J(z), které záviśı na ř́ızeńı a t́ım na vektoru z. Diskrétńı problém
optimálńıho ř́ızeńı je úlohou matematického programováńı

min
z
{J(z) : z ∈ Z} (8.18)

kde množina Z je dovolená množina ř́ızeńı. V této formulaci nemůžeme respektovat
omezeńı kladená na stavové veličiny.

Abychom mohli respektovat stavová omezeńı, je třeba zahrnout stavové veličiny do
rozš́ı̌reného vektoru z, pak

z =
[
xT (k0),u

T (k0),x
T (k0 + 1), . . . ,xT (k1 − 1),uT (k1 − 1),xT (k1)

]T
(8.19)

Omezeńı daná stavovými rovnicemi respektujeme vektorovou funkćı

r(z) =


x(k0 + 1)− f (x(k0),u(k0), k0)
...
x(k1)− f (x(k1 − 1),u(k1 − 1), k1 − 1)

 (8.20)

Kritérium (8.9) je opět závislé na vektoru z. Problém optimálńıho ř́ızeńı diskrétńıho
systému je ekvivalentńı úloze matematického programováńı ve tvaru

min
z
{J(z) : r(z) = 0, z ∈ Z} (8.21)

kde množina Z respektuje omezeńı kladená na stavy i ř́ızeńı. Problémy s pevným kon-
covým stavem můžeme pomoćı penalizačńıch metod převést na problémy bez omezeńı na
koncový stav.

Problémy optimalizace dynamických systémů se v současnosti nejčastěji řeš́ı t́ımto
zp̊usobem.

8.2.4 Řešeńı problému diskrétńıho optimálńıho ř́ızeńı
pomoćı DP

Pro diskrétńı dynamický systém (8.7) s počátečńım stavem x(k0) = x0, hledáme takové
ř́ızeńı u(k) na intervalu k ∈ [k0, k1 − 1], aby bylo minimálńı kritérium (8.9), při splněńı
všech omezeńı na stavy a ř́ızeńı.

Tuto jedinou úlohu vnoř́ıme do tř́ıdy úloh určeńı optimálńıho ř́ızeńı stejného dynam-
ického systému (8.7), kde ale uvolńıme počátečńı čas (který označ́ıme i) i počátečńı stav
(který označ́ıme s). Kritérium optimality je potom

J (i, s,u(k0), . . . ,u(k1 − 1)) = h (x(k1)) +
k1−1∑
k=i

g (x(k),u(k), k) (8.22)
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Koncový čas t1 je pevný. Vyřešeńım této tř́ıdy úloh vyřeš́ıme pro i = k0 a s = x0 také
naši p̊uvodńı úlohu.

Pro řešeńı uvedené tř́ıdy optimalizačńıch úloh si zavedeme optimálńı funkci V (s, i)

V (s, i) = min
u(i),...u(k1−1)

J (i, s,u(k0), . . . ,u(k1 − 1)) (8.23)

Jednoduchou úpravou předchoźıho vztahu dostaneme

V (s, i) = min
u(i)

g (s,u(i), i) + min
u(i+1),...

h (x(k1)) +
k1−1∑

k=i+1

g (x(k),u(k), k)

 (8.24)

Druhý člen na pravé straně předchoźı rovnice je roven
V (s(i + 1), i + 1) = V (f (s,u(i), i) , i+ 1). Proto pro optimálńı funkci plat́ı funkcionálńı
rekurentńı předpis

V (s, i) = min
u(i)

{g (s,u(i), i) + V (f (s,u(i), i) , i+ 1)} (8.25)

Okrajová podmı́nka pro funkcionálně rekurentńı předpis (8.25) je

V (s, k1) = h (s(k1)) (8.26)

kde h je hodnoceńı ćıle v kritériu (8.9). Vztah (8.25) se nazývá Bellmanova rovnice.

Výpočet optimálńı funkce je principiálně jednoduchý. Podle (8.26) urč́ıme pro všechna
s = x(k1) ∈ X optimálńı funkci V (s, k1). Potom v (8.25) polož́ıme i = k1−1 a pro všechna
s = x(k1 − 1) ∈ X urč́ıme z (8.25) optimálńı funkci V (s, k1 − 1). Tak pokračujeme pro
k = k1 − 2 až do k = k0. Předpis (8.25) je úloha jednokrokové optimalizace a je obvykle
mnohem jednodušš́ı než p̊uvodńı úloha.

Vztah (8.24) jsme dostali využit́ım aditivńıch vlastnost́ı kritéria. Optimálńı trajektorii
od diskrétńıho času k = i do konce k = k1 jsme hledali mezi trajektoriemi, které jsou
libovolné v prvńım kroku pro k = i a v daľśıch kroćıch jsou již optimálńı. Při tom
vycháźıme ze stavu, do kterého jsme se dostali vlivem předchoźıho ř́ızeńı. V (8.24) jsme
využili princip optimality. Mezi všemi těmito trajektoriemi je i optimálńı trajektorie.

Princip optimality jsme zde využili v poněkud jiném tvaru, než byl dř́ıve vysloven.
Původńı formulace principu optimality byla vyslovena ve tvaru nutné podmı́nky optimal-
ity. Zde jsme použili princip optimality ve tvaru postačuj́ıćı podmı́nky.
V této úpravě princip optimality zńı:
Interval ř́ızeńı rozděĺıme na dva subintervaly. Jestliže je ř́ızeńı na druhém intervalu op-
timálńı vzhledem ke stavu vzniklém jako výsledek v prvńım intervalu ř́ızeńı a ř́ızeńı v
prvńım intervalu je optimálńı, pak je ř́ızeńı optimálńı na celém intervalu.

Vypočteme-li optimálńı funkci V (s, i) pro všechna i ∈ [k0, k1] a s ∈ X, snadno urč́ıme
optimálńı ř́ızeńı u∗(k), k ∈ [k0, k1 − 1]. Pro optimálńı ř́ızeńı u∗(k) plat́ı

g (x(k),u∗(k), k) = V (x(k), k)− V (f (x(k),u∗(k), k) , (k + 1)) (8.27)

Pro neoptimálńı ř́ızeńı plat́ı v (8.27) mı́sto rovnosti nerovnost ≥. Vztah (8.27) př́ımo plyne
z (8.24).
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Dovolenou množinu stav̊u je třeba diskretizovat a optimálńı funkci V (s, i) poč́ıtáme
pouze v těchto diskrétńıch bodech śıtě stav̊u. Již z této jednoduché úvahy je zřejmé, že
nároky na pamět’ při numerickém výpočtu jsou značné. Bellmanem označené ”proklet́ı
rozměrnosti” nám často znemožńı řešeńı složitěǰśıho problému.

Pro osvětleńı našich obecných úvah si vyřeš́ıme následuj́ıćı jednoduchý př́ıklad, ve
kterém vhodnou diskretizaćı nejsou obt́ıže vznikaj́ıćı při reálných problémech.

Př́ıklad 2: Mějme jednoduchý diskrétńı systém prvńıho řádu se stavovou rovnićı

x(k + 1) = x(k) + u(k), x(0) = 5

Kritérium jakosti ř́ızeńı je

J(u(k)) = 2, 5 (x(10)− 2)2 +
9∑
0

x2(k) + u2(k)

Stavy a ř́ızeńı jsou omezeny

0 ≤ x(k) ≤ 8, −2 ≤ u(k) ≤ 2

Ćılová množina je
0 ≤ x(10) ≤ 2

Hledáme optimálńı ř́ızeńı u∗(k), které minimalizuje kritérium, respektuje omezeńı a které
převád́ı počátečńı stav x(0) = 5 do určeného ćıle.

Abychom tuto úlohu mohli numericky řešit, budeme diskretizovat množinu stav̊u i
ř́ızeńı

x = {0, 1, 2, . . . , 8}, u = {−2,−1, 0, 1, 2}
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Obrázek 8.3: Optimálńı funkce a optimálńı rozhodováńı

Vhodná diskretizace nás zbav́ı řady problémů, které budou diskutovány později. Śıt’

bod̊u, ve kterých poč́ıtáme optimálńı funkci V (x, i), je na obr.8.3. Optimálńı funkci V (x, i)
poč́ıtáme ”od zadu” z koncového času k = 10. Podle kritéria plat́ı

V (x, 10) = 2, 5 (x− 2)2
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Tabulka 8.1: Výpočet optimálńı funkce V (x, i) = V (0, 9)
u(9) g(x, u, i) = x2 + u2 x(10) = 0 + u(9) V (x(10), 10) V + g
-2 * -2 * *
-2 * -1 * *
0 0 0 10 10
1 1 1 2,5 3,5
2 4 2 0 4

Tabulka 8.2: Výpočet optimálńı funkce V (x, i) = V (1, 9)
u(9) g(x, u, i) = x2 + u2 x(10) = 1 + u(9) V (x(10), 10) V + g
-2 * -1 * *
-2 2 0 10 12
0 1 1 2,5 3,5
1 2 2 0 2
2 * 3 * *

a proto V (0, 10) = 10, V (1, 10) = 2, 5, v(2, 10) = 0. Bellmanova rovnice pro naši úlohu je

V (x, i) = min
u(i)∈U

{
x2 + u2(i) + V ((x+ u(i)), (i+ 1))

}
(8.28)

s okrajovou podmı́nkou V (x, 10), kterou jsme již určili.

Pro i = 9 vypočteme optimálńı funkci pro stav x(9) = 0 podle následuj́ıćı tabulky.

V posledńım sloupci předchoźı tabulky jsou vypočteny hodnoty výrazu
{0 + u2(9) + V ((0 + u(9)), 10)}. Podle (8.28) hledáme minimum tohoto výrazu. V pos-
ledńım sloupci předchoźı tabulky je minimálńı prvek 3, 5 a proto V (0, 9) = 3, 5 a tomu
odpov́ıdá optimálńı ř́ızeńı u∗(x, i) = u∗(0, 9) = 1. Stavy x(10) = −2 a x(10) = −1
nesplňuj́ı omezeńı a proto výpočet pro ně neprovád́ıme (znač́ıme je hvězdičkou).

Podobně pro čas i = 9 a stav x(9) = 1 vypočteme optimálńı funkci V (1, 9) a optimálńı
ř́ızeńı u∗(x, i) = u∗(1, 9) podle následuj́ıćı tabulky: Optimálńı funkce je určena minimem
v posledńım sloupci, pak V (1, 9) = 2 a optimálńı ř́ızeńı je u∗(x, i) = u∗(1, 9) = 1.

Podobně vypočteme stejnou tabulku pro i = 9 a x(9) = 2 až x(9) = 8. Stejně pos-
tupujeme pro čas i = 8 atd. až dospějeme k i = 0. Pro i = 0 a x(0) = 5 vyřeš́ıme naši
p̊uvodńı úlohu.

Ke každému bodu śıtě stav̊u vypočteme optimálńı funkci V (x, i) - viz obr. 8.4. V obr.
8.4 je hodnota optimálńı funkce uvedena u každého bodu śıtě v kroužku. Optimálńı ř́ızeńı
u∗(x, i) je uvedeno na obr. 8.4 v každém bodě śıtě pod hodnotou optimálńı funkce. Na
obr. 8.4 je silnou čarou zakreslena spojnice bod̊u optimálńı trajektorie z počátečńıho stavu
x(0) = 5 do ćıle. Našli jsme globálńı optimum a to je jediné. Optimálńı ř́ıdićı posloupnost
je rovna

u∗(k) = {−2, −2, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1}
Optimálńı trajektorie z počátečńıho stavu x(3) = 6 je na obr. 8.4 nakreslena čárkovaně. Je
zřejmé, že v tomto př́ıpadě existuj́ı dvě optimálńı trajektorie, nebot’ ve stavu x∗(6) = 1 lze
volit optimálńı ř́ızeńı u∗(6) = 0 nebo u∗(6) = −1 a hodnota kritéria je v obou př́ıpadech
stejná.
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Obrázek 8.4: Optimálńı funkce a optimálńı ř́ızeńı z př́ıkladu 2.

Pokud bychom zvolili diskretizaci množiny dovolených hodnot ř́ızeńı jiným zp̊usobem,
vznikly by obt́ıže, běžné při řešeńı většiny reálných problémů. Zvolme tedy množinu
možných hodnot ř́ızeńı

u = {−2; −1; 0; 0, 5; 1; 1, 5; 2}

Vypočtěme nyńı pro s = x(9) = 0 optimálńı funkci. Ř́ızeńı u = −2 a u = −1 neuvažujeme,
nebot’ v bodě x(9) = 0 nejsou př́ıpustná. Sestav́ıme opět tabulku (tabulka 8.3). Z tabulky
je zřejmé, že optimálńı funkci V (x(10), 10) jsme v bodě x(10) = 0, 5 v předchoźım kroku
neurčili. Hodnota x(10) = 0, 5 nám totiž padla mimo zvolenou śıt’ . Abychom určili hod-
notu V (0, 5, 10), která je v předchoźı tabulce označena α a podobně V (1, 5, 10), muśıme

Tabulka 8.3: Jiná diskretizace př́ıpustných ř́ızeńı, Výpočet V (x, i) = V (0, 9)
u(9) g(x, u, i) = x2 + u2 x(10) = 0 + u(9) V (x(10), 10) V + g
0 0 0 10 10
0,5 0,25 0,25 α 0,25 + α
1 1 1 2,5 3,5
1,5 2,25 1,5 β 2,25 + β
2 4 2 0 0
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provést interpolaci mezi sousedńımi hodnotami optimálńı funkce. Potom plat́ı

V (0, 5, 10) =
1

2
[V (0, 10) + v(1, 10)] = 6, 25 = α

V (1, 5, 10) =
1

2
[V (1, 10) + v(2, 10)] = 1, 25 = β

Je zřejmé, že při větš́ı dimenzi stavového prostoru je interpolace obt́ıžná. Uvědomme si
zároveň, že jakékoliv omezeńı na stavy či ř́ızeńı lze při numerickém řešeńı dobře respekto-
vat a každé omezeńı zjednodušuje řešeńı. To je podstatný rozd́ıl proti variačńım metodám,
kde se omezeńı respektuj́ı velmi obt́ıžně.

8.2.5 Řešeńı některých speciálńıch úloh dynamickým
programováńım

Princip optimality a princip invariantńıho vnořeńı jsou obecné principy metody dynam-
ického programováńı a mohou být využity při řešeńı r̊uzných optimalizačńıch problémů.
Ukážeme na následuj́ıćıch třech př́ıkladech řešeńı r̊uzných úloh statické optimalizace.

Volba optimálńıho nákladu

Máme n typ̊u zbož́ı a chceme naložit přepravńı jednotku o dovoleném zat́ıžeńı zmax

takovým nákladem, jehož cena je nejvyšš́ı. Podobné problémy vznikaj́ı při volbě op-
timálńıho nákladu lodi, kontejner̊u a pod. tak, aby přepravńı zisk byl maximálńı.

Označme: vi - cena jednoho předmětu i-tého typu, wi - váha jednoho předmětu i-tého
typu, xi - počet předmět̊u i-tého typu.

Hledáme tedy maximum lineárńı formy

Jn =
n∑

i=1

xivi

při omezuj́ıćıch podmı́nkách

n∑
i=1

xiwi ≤ zmax, xi = 0, 1, 2, . . .

Jedná se tedy o lineárńı problém, ve kterém proměnné xi jsou přirozená č́ısla.

Pokud bychom netrvali na celoč́ıselnosti proměnných xi, pak bychom za náklad vybrali
to zbož́ı, jehož cena na jednotku váhy je nejvyšš́ı. Vybrali bychom tedy zbož́ı typu k, pro
které plat́ı

k = arg max
i=1,...,n

vi

wi

a maximálńı cena nákladu je J∗ = vk

wk
zmax. Při požadavku celoč́ıselnosti se optimálńı

řešeńı může od předchoźıho značně lǐsit.

Úlohu budeme řešit pomoćı dynamického programováńı tak, že ji vnoř́ıme do celé tř́ıdy
úloh - počet druh̊u zbož́ı je postupně j = 1, 2 až n a dovolená zátěž je z, 0 ≤ z ≤ zmax.
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Hledáme tedy maximum

Jj(x, z) =
j∑

i=1

xivi, j = 1, 2, . . . , n

při omezeńı
j∑

i=1

xiwi ≤ zmax, 0 ≤ z ≤ zmax, xi = 0, 1, 2, . . .

Zavedeme si opět optimálńı funkci

Vj(z) = max
xi

Jj(x, z),

která je rovna maximálńı ceně nákladu o váze z, složeného z j druh̊u zbož́ı.

Rekurentńı vztah pro výpočet optimálńı funkce Vj(z) odvod́ıme následuj́ıćı úpravou
předchoźıch vztah̊u. Optimálńı funkci můžeme vyjádřit ve tvaru

Vj(z) = max
xj

xjvj + max
x1,...,xj−1

j−1∑
i=1

xivi


Omezeńı na dovolenou nosnost z uprav́ıme do tvaru

j−1∑
i=1

xiwi ≤ z − xjwj.

Předchoźı vztahy vedou na Bellmanovu rovnici

Vj(z) = max
xj

(xjvj + Vj−1 (z − xjwj))

s okrajovou podmı́nkou V0(z) = 0. Bellmanovu rovnici řeš́ıme postupně pro j = 1, 2 až

n. Maximalizaci hledáme pro přirozená xj, která se měńı v meźıch xj ∈ [0,
[

zmax

wi

]
], kde

[zmax/wi] znač́ı nejvyšš́ı přirozené č́ıslo menš́ı nebo rovné zmax/wi. Pro j = n a z = zmax

vyřeš́ıme t́ımto postupem naši p̊uvodńı úlohu a při tom máme k dispozici všechna řešeńı
při jiných omezeńı.

Nejkratš́ı cesta śıt́ı

Mějme n bod̊u oč́ıslovaných 1, 2 až n. Necht’ čas potřebný k překonáńı vzdálenosti z bodu
i do j je roven tij. Obecně může platit tij 6= tji. Předpokládejme, že tij ≥ 0. Neńı-li
přechod z bodu i do j možný, pak tij → ∞ a pro úplnost zřejmě tii = 0. Všechny body
jsou tedy navzájem spojeny orientovanými spojnicemi, které jsou ohodnoceny veličinou
tij. Body a spojovaćı cesty mezi nimi tvoř́ı śıt’ - orientovaný graf. Naš́ım úkolem je určit
takovou cestu śıt́ı spojuj́ıćı dva dané body, pro jej́ıž překonáńı je potřeba nejmenš́ı čas.

Tento problém vzniká při letecké, lodńı i automobilové dopravě, při předáváńı zpráv
ve sdělovaćıch śıt́ıch a pod.. Úloha je totožná s problémem časově optimálńıho ř́ızeńı,
interpretujeme-li uzly grafu jako stavy systému a větve grafu jako transformace z jednoho
stavu do stavu druhého. Veličina tij je čas přechodu ze stavu i do j. Zřejmě tij může být
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i jiné ohodnoceńı přechodu ze stavu i do j (např. spotřeba energie). Uzly grafu - body 1,
2 až n - jsou tedy stavy procesu, počátečńı stav je stav p a koncový stav je stav m.

Budeme tuto úlohu opět řešit dynamickým programováńım. Naši jedinou úlohu - určeńı
optimálńı trajektorie ze stavu p do m vnoř́ıme do následuj́ıćı tř́ıdy úloh.

Hledáme optimálńı cestu z libovolného stavu j, kde j = 1, 2, . . . , n, do pevně určeného
ćılového stavu m tak, aby počet mezilehlých stav̊u byl nejvýše k (k = 0, 1, . . . , (n − 2)).
Protože žádná trajektorie nemá smyčky, může mı́t libovolná trajektorie nejvýše (n − 2)
mezilehlých stav̊u.

Optimálńı čas přechodu ze stavu j do ćıle při nejvýše k mezilehlých stavech označ́ıme
jako Vj(k) - to je optimálńı funkce pro naši úlohu. Zřejmě plat́ı

Vj(0) = tjm,

což je př́ımý přechod z j do m. To je okrajová podmı́nka pro rekurentńı výpočet Vj(k).
Pro optimálńı funkci plat́ı

Vj(k) = min
i=1,...,(n−1)

(tji + Vi(k − 1)) , k = 1, 2, . . . , (n− 2)

Předchoźı rekurentńı vztah je Bellmanova rovnice pro řešeńı naš́ı úlohy. Zřejmě Vp(n− 2)
je rovno minimálńı hodnotě kritéria pro přechod ze stavu p do ćıle m.

Po výpočtu optimálńı funkce Vj(k) konstruujeme optimálńı trajektorii následuj́ıćım
postupem. Z počátečńıho stavu p se nejprve pohybujeme do stavu i1 (prvńı mezilehlý
stav), plat́ı-li pro něj

tpi1 = Vp(n− 2)− Vi1(n− 2− 1)

Z bodu i1 se potom dále pohybujeme do bodu i2, plat́ı-li pro něj

ti1i2 = Vi1(n− 3)− Vi2(n− 4)

Tak postupujeme dále, obecně z bodu iα se pohybujeme do iα+1, plat́ı-li

tiαiα+1 = Viα(n− 2− α)− Viα+1(n− 2− (α+ 1))

Nejvýše po (n− 1) kroćıch se t́ımto postupem dostaneme po optimálńı trajektorii do ćıle.

Hledejme nyńı suboptimálńı trajektorii - např́ıklad druhou nejlepš́ı. Druhou nejmenš́ı
hodnotu kritéria z bodu j do ćıle při nejvýše k mezilehlých stavech si označ́ıme Uj(k).
Zřejmě Uj(0) neexistuje, nebot’ př́ımý přechod je jediný. Zřejmě

Uj(1) =
2

min
i=1,2,...,(n−1)

[tji + Vi(k − 1) ; tji + Ui(k − 1)]

kde min2 je označeńı pro výběr druhé nejmenš́ı hodnoty, která je r̊uzná od minima a Vj(k)
je optimálńı funkce pro p̊uvodńı úlohu.

Hledáme-li trajektorii, po které největš́ı hodnota tij je co možno nejmenš́ı, pak opět
vnoř́ıme naši úlohu do tř́ıdy úloh. Optimálńı hodnotu kritéria při cestě z bodu j do ćıle
m přes nejvýše k mezilehlých bod̊u, označ́ıme nyńı jako Sj(k). Zřejmě Sj(0) = tjn a
rekurentńı vztah pro Sj(k) je

Sj(k) = min
i=1,2,...,(n−1)

[max (tji , Si(k − 1))]

Z optimálńı funkce Sj(k) můžeme opět rekonstruovat optimálńı trajektorii.
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Úloha o falešné minci

Mámemminćı, mezi nimiž je jedna mince těžš́ı (je falešná). Chceme použit́ım vahadlových
vah bez závaž́ı určit onu falešnou minci pomoćı minimálńıho počtu vážeńı.

Úlohu řeš́ıme tak, že z daných minćı vybereme dvě skupiny o u minćıch. Ty dáme na
misky vah. Budou-li misky v rovnováze, je falešná mince ve zbylých (x − 2u) minćıch,
které jsme nevážili. Nebudou-li misky v rovnováze, je falešná mince v u minćıch na těžš́ı
misce. Zřejmě plat́ı omezeńı 1 ≤ u ≤ m/2. Tento pokus opakujeme se skupinou minćı,
mezi nimiž je falešná, tak dlouho, až urč́ıme jednoznačně falešnou minci.

Proces opakovaného vážeńı je vlastně diskrétńı proces, kde počet minćı m je výchoźı
stav procesu, u je ř́ıdićı veličina procesu a přirozené č́ıslo k je pořadové č́ıslo vážeńı. Zřejmě
se jedná o úlohu časově optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı. Hledáme minimálńı počet pokus̊u
- označ́ıme ho k∗ - takový, abychom z počátečńıho stavu x(0) = m přešli do koncového
stavu x(k∗) = 1. Pro stav procesu v etapě (k + 1) (po (k + 1) vážeńı) plat́ı

x(k + 1) =

{
x(k)− 2u(k) jsou-li váhy v rovnováze
u(k) nejsou-li váhy v rovnováze

Toto je stavová rovnice procesu. Všimněme si, že je v ńı neurčitost. Ř́ıdićı veličina u(k)
je rovna počtu minćı na miskách vah při (k + 1) vážeńı, je omezena 1 ≤ u(k) ≤ x(k)/2.

Pro řešeńı úlohy dynamickým programováńım vnoř́ıme naši úlohu do tř́ıdy úloh s
libovolným počátečńım stavem x(0) = x (počet minćı). Zavedeme si optimálńı funkci
V (x), která je rovna minimálńımu počtu vážeńı, v nejméně př́ıznivém př́ıpadě, pro určeńı
jedné falešné mince mezi x mincemi. Zřejmě plat́ı

V (0) = 0, V (1) = 0, V (2) = 1, V (3) = 1

což budou okrajové podmı́nky pro Bellmanovu rovnici, kterou nyńı odvod́ıme. Z x minćı,
které máme k dispozici, vezmeme dvě skupiny po u minćıch, uděláme vážeńı a v ne-
jhorš́ım př́ıpadě bude falešná mince mezi max{x − 2u , u} mincemi. Daľśı postup již
voĺıme optimálńı. Vybereme-li u v prvńım pokusu optimálńı, pak podle principu optimal-
ity postupujeme optimálńım zp̊usobem. Proto pro optimálńı funkci V (x) plat́ı rekurentńı
vztah

V (x) = 1 + min
1≤u(k)≤x(k)

2

{max [V (x− 2u) , V (u)]}

Poznámka: Úloha v této formulaci je velmi jednoduchá. Optimálńı u bude zřejmě
takové , že počet minćı x rozděĺıme vždy na tři pokud možno stejné skupiny (u, u, x−2u).
Proto

u∗ = x
3

pro x = 3i

u∗ = x−1
3

pro x = 3i+ 1

u∗ = x+1
3

pro x = 3i+ 2

kde i je celé č́ıslo. 2
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8.2.6 Řešeńı spojité úlohy optimálńıho ř́ızeńı
dynamickým programováńım

Mějme problém optimálńıho ř́ızeńı spojitého systému

ẋ(t) = f (x(t),u(t), t) (8.29)

Chceme nalézt optimálńı ř́ızeńı u∗(t) ∈ U pro čas t ∈ [t0 , t1] takové, které převád́ı
počátečńı stav x(t0) do ćılového stavu x(t1) a minimalizuje kritérium kvality ř́ızeńı

J(t0,x(t0),u(t)) = h(x(t1)) +
∫ t1

t0
g(x(t),u(t), t) dt (8.30)

Při řešeńı této úlohy dynamickým programováńım vnoř́ıme tuto úlohu do tř́ıdy úloh t́ım,
že uvolńıme počátečńı bod. Budeme tedy hledat optimálńı ř́ızeńı u∗(t) ∈ U na intervalu
t ∈ [τ , t1], které systém (8.29) převád́ı z obecného počátečńıho stavu x(τ) = s v čase
τ ∈ [t0 , t1] do koncového stavu x(t1) v čase t1 a minimalizuje kritérium (8.30). Kritérium
má ale nyńı dolńı integračńı mez rovnu počátečńımu času τ , je tedy závislé na J(τ, s,u(t)).

Podobně jako v předchoźıch odstavćıch si zavedeme optimálńı (Bellmanovu) funkci

V (s, τ) = min
u(t), t∈[τ,t1]

J(τ, s,u(t)) = J(τ, s,u∗(t)) (8.31)

Interval ř́ızeńı t ∈ [τ, t1] rozděĺıme na dva subintervaly [τ , τ +∆τ ] a [τ +∆τ , t1]. Potom
při optimálńım ř́ızeńı u∗(t) plat́ı pro Bellmanovu funkci

V (s, τ) =
∫ τ+∆τ

τ
g(x,u∗, t) dt+ h(x(t1)) +

∫ t1

τ+∆τ
g(x,u∗, t) dt. (8.32)

Odtud plyne

V (s, τ) =
∫ τ+∆τ

τ
g(x,u∗, t) dt+ V (s + ∆s, τ + ∆τ). (8.33)

Z úpravy (8.33) ve tvaru

V (s + ∆s, τ + ∆τ)− V (s, τ) = −
∫ τ+∆τ

τ
g(x,u∗, t) dt (8.34)

plyne při ∆τ → 0 vztah
dV+(s, τ)

dτ
= −g(x,u∗, t), (8.35)

kde symbolem + znač́ıme derivaci zprava.

Zvoĺıme ř́ızeńı u(t) takové, že na prvńım intervalu t ∈ [τ , τ +∆τ ] je libovolné, ale na
druhém intervalu t ∈ [τ+∆τ , t1] je optimálńı vzhledem ke stavu x(τ+∆τ) = s+∆s, který
je výsledkem ř́ızeńı v prvńım intervalu. Pak podobně jako v (8.33) plat́ı pro Bellmanovu
funkci

V (s, τ) ≤
∫ τ+∆τ

τ
g(x,u, t) dt+ V (s + ∆s, τ + ∆τ). (8.36)

Odtud pro libobovolné u(t) ∈ U plat́ı

dV+(s, τ)

dτ
≥ −g(x,u, t). (8.37)
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Porovnáńım (8.37) a (8.35) dostaneme

dV+(s, τ)

dτ
+ g(x,u∗, t) = min

u∈U

(
dV+(s, τ)

dτ
+ g(x,u, t)

)
= 0 (8.38)

což je implicitńı tvar Bellmanovy rovnice. Má-li optimálńı funkce V (s, τ) spojité derivace,
pak plat́ı

dV+(s, τ)

dτ
=
dV (s, τ)

dτ
=
∂V

∂τ
+
∂V

∂s
ṡ =

∂V

∂τ
+
∂V

∂s
f(s,u, τ) (8.39)

Potom z (8.38) dostaneme konečně explicitńı tvar Bellmanovy rovnice

min
u(τ)∈U

(
g(s,u, τ) +

∂V

∂τ
+
∂V

∂s
f(s,u, τ)

)
= 0 (8.40)

což je obecně nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnice. Okrajová podmı́nka pro jej́ı řešeńı
je zřejmě

V (s, t1) = h(s). (8.41)

Řešeńım Bellmanovy rovnice (8.40) z okrajové podmı́nky (8.41) dostaneme optimálńı
funkci V (s, τ) a optimálńı ř́ızeńı u∗, které je funkćı okamžitého stavu systému, čili u∗ =
u∗(s, τ). T́ım je provedena syntéza ř́ızeńı - syntéza optimálńıho zpětnovazebńıho
regulátoru.

Je-li systém časově invariantńı, jádro funkcionálu g v kritériu jakosti ř́ızeńı neńı závislé
na čase a koncový čas t1 je bud’ volný, nebo t1 → ∞, pak optimálńı funkce také neńı
explicitně závislá na čase. Plat́ı tedy

V (s, τ) = V (s) a proto
∂V

∂τ
= 0

Pro existenci Bellmanovy rovnice pro všechny stavy s ∈ X je nutno učinit předpoklad o
diferencovatelnosti Bellmanovy funkce. Vlivem tohoto předpokladu je Bellmanova rovnice
pouze postačuj́ıćı podmı́nkou optimality. To znamená, že najdeme-li z Bellmanovy rovnice
ř́ıdićı funkci u(x, t), která je jej́ım řešeńım, pak takové ř́ızeńı je optimálńı ř́ızeńı.

Bellmanovu rovnici můžeme řešit pouze ve speciálńıch př́ıpadech. Obvykle ji řeš́ıme
diskretizaćı, nebo př́ımo diskretizujeme výchoźı problém.

Uvedeme nyńı řešeńı tř́ı př́ıklad̊u, v prvńıch dvou př́ıkladech je ukázáno, že předpoklad
diferencovatelnosti Bellmanovy funkce neńı někdy splněn ani v nejjednodušš́ıch př́ıpadech.

Př́ıklad 1: Mějme systém druhého řádu se stavovou rovnićı

ẋ1 = u1, x1(0) = y1 |u1(t)| ≤ α

ẋ2 = u2, x2(0) = y2 |u2(t)| ≤ β

Hledáme optimálńı ř́ızeńı takové, které převede počátečńı stav do nuly x1(t1) = x2(t1) = 0
za minimálńı čas t1.

Bellmanova rovnice pro tento problém je zřejmě

min
u(t)∈U

(
1 +

∂V

∂y1

u1 +
∂V

∂y2

u2

)
= 0, V (0) = 0
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kde V (y1, y2) je optimálńı funkce. Protože se jedná o dva nezávislé integrátory, bude
zřejmě optimálńı ř́ızeńı takové, aby vstup integrátor̊u byl maximálńı a t́ım se výstup
největš́ı možnou rychlost́ı bĺıžil nule. Proto

u∗1(y, t) = −αsign y1, u∗2(y, t) = −βsign y2

Optimálńı Bellmanova funkce je rovna větš́ımu z obou čas̊u, za které se oba integrátory
vynuluj́ı

V (y) = max

(
1

α
|y1| ;

1

β
|y2|

)
Křivky konstantńı hodnoty Bellmanovy funkce jsou vyneseny na obr. 8.5. Optimálńı tra-
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Obrázek 8.5: Křivky konstantńı hodnoty optimálńı funkce a optimálńı trajektorie

jektorie jsou zakresleny na obr. 8.5 silnými čarami,. Je zřejmé, že na př́ımkách y2 = ±β
α
y1

je Bellmanova funkce nediferencovatelná. Protože optimálńı trajektorie, které nezač́ınaj́ı
na zmı́něných př́ımkách, lež́ı celé mimo ně, Bellmanova funkce je na nich diferencovatelná
a předchoźı Bellmanovu rovnici lze použ́ıt.

Př́ıklad 2: Hledejme časově optimálńı ř́ızeńı systému

ẋ1 = x2, x1(0) = y1, |u(t)| ≤ 1

ẋ2 = u, x2(0) = y2.

Je možno ukázat, že optimálńı ř́ızeńı je u∗(t) = +1, je-li stav x vlevo od křivky AOB
na obr. 8.6 a u∗(t) = −1, je-li stav x vpravo od křivky AOB. Křivka AOB se nazývá
přeṕınaćı křivka.

Je-li počátečńı bod y(0) = 1y (viz obr. 8.6), je optimálńı ř́ızeńı nejprve u∗(t) = +1, až
trajektorie dosáhne v bodě C přeṕınaćı křivky. Potom ř́ızeńı bude u∗(t) = −1 a optimálńı
trajektorie se po přeṕınaćı křivce bĺıž́ı k počátku. Podobně pro počátečńı bod y = 2y -
viz obr. 8.6. Počátečńı bod můžeme tedy dosáhnou pouze po přeṕınaćı křivce.

Na přeṕınaćı křivce v části AO je ř́ızeńı u∗(t) = −1 a v části BO je ř́ızeńı u∗(t) = +1.
Bellmanova funkce V (y) pro tento problém je

V (y) =
−y2 + 2

√
−y1 + 1

2
y2

2, je-li y vlevo od AOB

+y2 + 2
√
y1 + 1

2
y2

2, je-li y vpravo od AOB



KAPITOLA 8. DYNAMICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 187
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Obrázek 8.6: Přeṕınaćı kř́ıvka a optimálńı trajektorie

Body konstantńı hodnoty Bellmanovy funkce V (y) jsou vyneseny na obr. 8.7. Z obrázku
je zřejmé, že na přeṕınaćı křivce jsou derivace optimálńı funkce nespojité. Při tom každá
optimálńı trajektorie prob́ıhá částečně po přeṕınaćı křivce. Bellmanovu rovnici nelze v
tomto př́ıpadě použ́ıt.
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Obrázek 8.7: Geometrické mı́sto bod̊u konstantńı hodnoty Bellmanovy funkce

Př́ıklad 3: Nyńı dynamickým programováńım vyřeš́ıme úlohu o optimálńım doběhu
stejnosměrného motoru. Tato úloha byla formulována a vyřešena variačńımi metodami v
předchoźı kapitole. Jedná se tedy o problém

min
u

{
J(u) =

∫ ∞

0

(
u∗(y)− ω(t)u(t) + αω2(t)

)
dt, : ω̇(t) = u(t)− ω(t)

}
Okrajové podmı́nky jsou ω(0) = ω0, ω(∞) = 0. Bellmanova rovnice pro tuto úlohu je

0 = min
u

[
u2(t)− ω(t)u(t) + αω2(t) +

∂V

∂t
+
∂V

∂ω
(u(t)− ω(t))

]
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Optimálńı funkce nezáviśı na čase a proto ∂V
∂t

= 0. Protože ř́ızeńı u neńı omezeno,
nalezneme minimum v Bellmanově rovnici derivováńım výrazu v závorce podle u, pak

2u∗(t)− ω(t) +
∂V

∂ω
= 0

Dosad́ıme-li za ∂V
∂ω

= −2u∗−ω z předchoźı rovnice zpět do Bellmanovy rovnice dostaneme

(u∗)2 − ωu+ αω2 + (ω − 2u∗)(u∗ − ω) = 0

Odtud plyne optimálńı ř́ızeńı
u∗ = ω

(
1±

√
α
)

Znamémko + v předchoźım výrazu nemá fyzikálńı význam a proto plat́ı

u∗ = ω
(
1−

√
α
)

ω̇ = −
√
αω

Výsledek souhlaśı s řešeńım stejného př́ıkladu variačńımi metodami v předchoźı kapitole.

8.2.7 Př́ıklady

1. Modifikujte úlohu o optimálńım pr̊uchodu śıt́ı z prvńıho odstavce této kapitoly tak,
že
a) vynecháme předpoklad, že souřadnice trajektorie neklesaj́ı
b) hledáme druhou nejlepš́ı cestu
c) změńıme kritérium tak, aby maximálńı hodnota kritéria na úsečce, po které
procháźı trajektorie, byla maximálńı.

2. Řešte úlohu optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı, je-li koncový čas volný a lež́ı v intervalu
k1 ∈ [α , β]. Určete Bellmanovu rovnici pro tento př́ıpad.

3. Napǐste rekurentńı vztahy pro řešeńı úlohy lineárńıho programováńı pomoćı dynam-
ického programováńı. Vnořte úlohu lineárńıho programováńı do tř́ıdy úloh a sestavte
Bellmanovu rovnici. Je zde výhodné málo omezeńı či málo proměnných?

4. Modifikujte úlohu na optimálńı pr̊uchod śıt́ı tak, aby druhá suboptimálńı cesta se s
optimálńı cestou nestýkala nikde, kromě počátečńıho a koncového bodu.

5. Modifikujte úlohu o falešné minci:
a) o falešné minci v́ıme pouze to, že má jinou váhu než ostatńı mince.
b) ve skupině m minćı máme dvě falešné mince.

6. Pomoćı interpolace odvod’te vztah pro určeńı hodnoty optimálńı funkce V (x, k)
z vypočtených hodnot V (xi, k), kde body xi jsou body zvolené śıtě stav̊u. Řešte
nejprve pro x ∈ R2, x ∈ R3 atd.

7. Úloha o jeepu:
Naš́ım úkolem je překonat v pustině vzdálenost d mezi výchoźım bodem a ćılem.



KAPITOLA 8. DYNAMICKÉ PROGRAMOVÁNÍ 189

Vozidlo plně naložené palivem ujede však pouze vzdálenost d/2. Proto je nutno
postupovat k ćıli tak, že na trati vytvář́ıme mezisklady paliva.

Jak je nutno naplánovat cestu, aby celková spotřeba paliva na rozvoz paliva do
mezisklad̊u a na dosažeńı ćıle byla minimálńı. Jinými slovy chceme, aby celková
ujetá dráha byla minimálńı.

Úlohu řešte úvahou a také dynamickým programováńım. Optimum je jediné, op-
timálńı trajektorie neńı jediná.

Modifikujte úlohu tak, že vozidlo plně naložené palivem ujede pouze do vzdálenosti
a < d. Uvažujte také, že poloha některých mezistanic je předem určena - byly zř́ızeny
předchoźımi expedicemi.

8. Sestavte program pro řešeńı obecného problému optimálńıho ř́ızeńı nelineárńıho
diskrétńıho dynamického systému s obecným kritériem kvality ř́ızeńı. Proved’te ne-
jprve hrubou diskretizaci možných hodnot stav̊u a ř́ızeńı. Kolem hrubě vypočtené
optimálńı trajektorie proved’te zjemněńı diskretizace stav̊u i ř́ızeńı a určete novou op-
timálńı trajektorii ve zjemněné śıti. Toto zjemněńı několikráte opakujte až dostanete
vyhovuj́ıćı řešeńı. T́ımto zp̊usobem lze zmı́rnit ono ”proklet́ı rozměrnosti” při řešeńı
problému diskrétńı optimalizace dynamickým programováńım.



Kapitola 9

Princip maxima

V této kapitole odvod́ıme Pontrjagin̊uv princip maxima, který je nutnou podmı́nkou řešeńı
problémů dynamické optimalizace a ukážeme jeho použit́ı pro řešeńı optimalizačńıch
problémů. Nejprve ale ukážeme na souvislosti r̊uzných metod dynamické optimalizace.

9.1 Souvislost dynamického programováńı a

variačńıch metod

Mějme tedy opět základńı variačńı úlohu. Hledáme minimum funkcionálu

J (x(t)) =
∫ t1

t0
g (x(t), ẋ(t), t) dt, x(t0) = x0,x(t1) = x1 (9.1)

Pro řešeńı této úlohy dynamickým programováńım si zavedeme optimálńı funkci V (x, t)
(viz předchoźı kapitola), která je rovna

V (x, t) = min
∫ t1

t
g (x(t), ẋ(t), t) dt (9.2)

Známe-li derivaci ẋ(t) pro všechna t, známe potom i řešeńı x(t). Derivace ẋ(t) zde je
vlastně jakousi ”ř́ıdićı veličinou”. Postupem provedeným v předchoźı kapitole dostaneme
Bellmanovu rovnici pro optimálńı funkci V (x, t). Zřejmě plat́ı

V (x, t) = min
ẋ

{∫ t+∆t

t
g (x(t), ẋ(t), t) dt+

∫ t1

t+∆t
g (x(t), ẋ(t), t) dt

}

Odtud

V (x, t) = min
ẋ

{∫ t+∆t

t
g (x(t), ẋ(t), t) dt+ V (x + ∆x, t+ ∆t)

}
(9.3)

Uprav́ıme výrazy ve složené závorce následuj́ıćım zp̊usobem∫ t+∆t

t
g (x(t), ẋ(t), t) dt = g (x(t), ẋ(t), t) ∆t+ ε1(∆t),

V (x + ∆x, t+ ∆t) = V (x, t) +
∂V

∂t
∆t+

∂V

∂x

dx

dt
∆t+ ε2(∆t),

lim
∆t→0

ε1(∆t)

∆t
= 0, lim

∆t→0

ε2(∆t)

∆t
= 0

190
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Předpokládáme existenci a omezenost druhých parciálńıch derivaćı V (x, t) a existenci
derivace ẋ(t). Po úpravě vztahu (9.3) je Bellmanova rovnice pro základńı variačńı úlohu
ve tvaru

0 = min
ẋ

{
g (x(t), ẋ(t), t) +

∂V

∂t
+
∂V

∂x
ẋ

}
(9.4)

Z ńı zřejmě plynou dvě rovnice

− g (x(t), ẋ(t), t) =
∂V

∂t
+
∂V

∂x
ẋ

−∂g (x(t), ẋ(t), t)

∂ẋ
=

∂V

∂x
(9.5)

Rovnice (9.5a) ukazuje, že výraz v závorce v (9.4) je roven nule. Rovnice (9.5b) je nutná
podmı́nka pro minimum v (9.4) a sice, že derivace výrazu v závorce v (9.4) podle ẋ je
nulová.

Z Bellmanovy rovnice (9.4) nebo z (9.5) již snadno odvod́ıme Eulerovu - Lagrangeovu
rovnici. Derivujeme (9.5b) podle času, pak

− d

dt
gẋ (x(t), ẋ(t), t) =

∂2V

∂t∂x
+
∂2V

∂x2
ẋ (9.6)

Nyńı derivujeme parciálně podle x rovnici (9.5a), pak

− gx − gẋ
dẋ

dx
=

∂2V

∂t∂x
+
∂2V

∂x2
ẋ +

∂V

∂x

dẋ

dx
(9.7)

Dosad́ıme z (9.6) do (9.7), pak

−gx − gẋ
dẋ

dx
= − d

dt
gẋ +

∂V

∂x

dẋ

dx

Předchoźı rovnici uprav́ıme do následuj́ıćıho tvaru

gx −
d

dt
gẋ +

(
∂V

∂x
+ gẋ

)
dẋ

dx
= 0 (9.8)

Protože výraz v závorce na levé straně předchoźı rovnice je podle (9.5b) roven nule, je
(9.8) totožná s Eulerovou - Lagrangeovou rovnićı gx − d

dt
gẋ = 0.

Legendrovu podmı́nku odvod́ıme z Bellmanovy rovnice také snadno. Aby v (9.4) byl
výraz ve složené závorce minimálńı, muśı být jeho druhá derivace podle ẋ nezáporná.
Proto

∂2

∂ẋ2

{
g (x(t), ẋ(t), t) +

∂V

∂t
+
∂V

∂x
ẋ

}
≥ 0

Odtud př́ımo plyne Legendrova podmı́nka

gẋẋ ≥ 0, (9.9)

nebot’ optimálńı funkce nezáviśı na ẋ.
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Legendrova podmı́nka nevylučuje, že minimum je pouze relativńı. Aby minimum exis-
tovalo v̊uči všem funkćım ẋ = z(x, t) , muśı podle (9.4) platit

g (x(t), s(t), t) +
∂V

∂t
+
∂V

∂x
s ≤ g (x(t), z(t), t) +

∂V

∂t
+
∂V

∂x
z

kde ẋ = s(x, t) je optimálńı hodnota derivace a ẋ = z(x, t) je libovolná jiná hodnota
derivace. Z předchoźı rovnice plyne

g (x(t), z(t), t)− g (x(t), s(t), t) +
∂V

∂x
(z− s) ≥ 0

Odtud po dosazeńı z (9.5b) dostaneme

g (x(t), z(t), t)− g (x(t), s(t), t)− ∂g

∂s
(z− s) ≥ 0 (9.10)

Levá strana (9.10) je rovna Weierstrassově funkci E(x, z, s, t) a vztah (9.10) je Weier-
strassova postačuj́ıćı podmı́nka.

Neńı-li koncový bod x(t1) trajektorie určen, je třeba určit podmı́nky platné v koncovém
bodě - podmı́nky transverzality. Optimálńı koncový bod má tu vlastnost, že změńıme-li
jeho polohu, pak hodnota funkcionálu J(x(t)) vzroste (sṕı̌se neklesne). Proto v optimálńım
koncovém bodě plat́ı

∂V (x, t)

∂x

∣∣∣∣∣
t=t1

= 0

Z (9.5b) potom plyne, že v optimálńım koncovém bodě plat́ı

gẋ|t=t1
= 0, (9.11)

což jsou podmı́nky transverzality pro volný konec trajektorie a pevný koncový čas. Stejně
bychom odvodili podmı́nky transverzality pro volný koncový čas.

Lež́ı-li koncový bod na křivce x = ϕ(t), pak při pohybu koncového bodu po této křivce,
bude změna funkcionálu J(x, t) i optimálńı funkce V (x, t) nulová. Plat́ı tedy

δV (x, t)|t=t1,x=ϕ(t1) = 0

Proto
∂V

∂t
+
∂V

∂x

dx

dt
=
∂V

∂t
+
∂V

∂x
ϕ̇(t) = 0, pro t = t1

Dosad́ıme-li za ∂V
∂t

z (9.5a) dostaneme

−g (x, ẋ, t)− ∂V

∂x
ẋ +

∂V

∂x
ϕ̇ = 0, pro t = t1.

Nyńı uprav́ıme podle (9.5b), pak

g (x, ẋ, t)− gẋ (ϕ̇− ẋ) = 0, pro t = t1, (9.12)

což jsou opět podmı́nky transverzality pro tento př́ıpad.

Podobným zp̊usobem bychom ukázali souvislost Bellmanovy rovnice a Eulerovy - La-
grangeovy rovnice pro problém optimálńıho ř́ızeńı.
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9.2 Dynamické programováńı a princip maxima

V této sekci ukážeme souvislost dynamického programováńı a principu maxima. Pricip
maxima byl vysloven jako nutná podmı́nka řešeńı úlohy optimálńıho ř́ızeńı v roce 1956 L.
S. Pontrjaginem. Jeho odvozeńı nevyžaduje některé předpoklady platné pro dynamické
programováńı (diferencovatelnost optimálńı funkce V (x, t)).

Pokud však je optimálńı funkce diferencovatelná, je možno snadno ukázat souvislost
principu maxima a dynamického programováńı. Mějme tedy problém optimálńıho ř́ızeńı

min
u(t)

{
J = h(x(t1)) +

∫ t1

t0
g(x,u, t) dt, ẋ(t) = f(x,u, t), x(t0) = x0

}
(9.13)

Tuto Bolzovu úlohu převedeme na Mayerovu úlohu a odstrańıme explicitńı závislost na
čase. Rozš́ı̌ŕıme stav systému o dvě složky, nejprve zavedeme xn+1(t) = t, která je pak
určena diferenciálńı rovnićı

dxn+1(t)

dt
= fn+1 = 1, xn+1(t0) = t0 (9.14)

Podobně zavedeme daľśı pomocnou proměnnou x0(t), která je rovna integrálńımu členu v
kritériu optimality v (9.13). Pak plat́ı

dx0(t)

dt
= f0 = g(x,u, t), x0(t0) = 0 (9.15)

a proto x0(t1) je rovno

x0(t1) =
∫ t1

t0
g(x,u, t) dt

Minimalizace kritéria v (9.13) - Bolzova úloha - je t́ım změněna na úlohu minimalizace
koncového stavu - Mayerova úloha

min
u(t)

{J = h(x(t1)) + x0(t1), ẋ(t) = f(x,u, t), x(t0) = x0} (9.16)

Složky x0 a xn+1 připoj́ıme ke složkám stavového vektoru x systému a dostaneme zobecněný
stavový vektor x v (n+ 2)-rozměrném prostoru

x = [x0, x1, . . . , xn, xn+1]
T (9.17)

Podobně zavedeme zobecněný vektor pravých stran stavové rovnice systému (omezeńı v
(9.13) a diferenciálńıch rovnic (9.14) a (9.15)

f = [f0, f1, . . . , fn, fn+1]
T (9.18)

Optimálńı ř́ızeńı můžeme určit dynamickým programováńım řešeńım Bellmanovy rovnice

− ∂V

∂t
= min

u(t)∈U

(
g(x,u, t) +

∂V

∂x
f(x,u, t)

)
(9.19)

s okrajovou podmı́nkou V (x, t1) = h(x(t1)). Dále zavedeme vektor p(t) rozměru (n+ 2)

p(t) =
[
p0, p1, . . . , pn, pn+1

]T
=

[
−1,− ∂V

∂x1

, . . . ,− ∂V

∂xn

,− ∂V

∂xn+1

]T

(9.20)
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Vektor p(t) se nazývá konjugovaný vektor. Jeho složky jsou rovny zápornému gradientu
optimálńı funkce V (x, t).

Bellmanovu rovnici (9.19) uprav́ıme tak, abychom mohli dosadit zobecněné vektory
x, p a funkci f . Z (9.19) př́ımo plyne

0 = min
u(t)∈U

(
g(x,u, t) +

∂V

∂x1

f1 + . . .+
∂V

∂xn

fn +
∂V

∂t

)

Minimalizaci předchoźıho výrazu zaměńıme na maximalizaci jeho negace, pak

0 = max
u(t)∈U

(
(−1)g(x,u, t)− ∂V

∂x1

f1 − . . .− ∂V

∂xn

fn −
∂V

∂xn+1

(+1)

)
(9.21)

Dosazeńım p podle (9.20) a f podle (9.18) dostaneme z předchoźı rovnice

0 = max
u(t)∈U

(
f

T
p
)

= max
u(t)∈U

n+1∑
i=0

fi pi (9.22)

Zavedeńım skalárńı Hamiltonovy funkce

H (x,p,u) = f
T

p =
n+1∑
i=0

fi pi (9.23)

dostaneme z (9.22) podmı́nkovou rovnici

0 = max
u(t)∈U

H (x,p,u) (9.24)

což je tak zvaný Pontrjagin̊uv princip maxima.

Pontrjagin̊uv princip maxima vyžaduje, aby při optimálńım ř́ızeńı u∗(t) byla Hamiltonova
funkce H (x,p,u) v každém časovém okamžiku t maximálńı v̊uči ř́ızeńı u(t).

Algoritmus nalezeńı optimálńıho ř́ızeńı je tedy v principu dosti jednoduchý. Optimálńı
ř́ızeńı u∗(t) je takové ř́ızeńı, které maximalizuje Hamiltonián. Nav́ıc plat́ı, že Hamiltonián
je při optimálńım ř́ızeńı konstantńı a je roven nule. Jednoduchou aplikaci principu maxima
znemožňuje to, že neznáme optimálńı funkci V (x, t), ani jej́ı gradienty.

Zavedeme si rozš́ı̌renou optimálńı funkci

V (x) = x0 + V (x, t) = x0 + V (x1, . . . , xn, xn+1) (9.25)

V (n + 2)-rozměrném prostoru x existuj́ı izoplochy V (x) = konst.. Je zřejmé, že podle
(9.20) je konjugovaný vektor p roven zápornému gradientu funkce V (x)

p = −gradxV (x) (9.26)

Vektor f zavedený v (9.18) je vektor stavových rychlost́ı f =
dx

dt
. Princip maxima tedy

vyžaduje, aby skalárńı součin pT f = H byl maximálńı, tedy aby projekce vektoru rychlosti
f na vektor p byla maximálńı. Tato projekce je nekladná a pro optimálńı ř́ızeńı je nulová
- vektory p a f jsou tedy, při optimálńım ř́ızeńı, na sebe kolmé.
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Názorněǰśı představě bráńı ta okolnost, že funkce V (x) podle (9.25) neńı rovna op-
timálńı funkci V (x, t). Podle (9.25) je o x0 =

∫ t1
t0
g dt větš́ı a je definována v prostoru větš́ı

dimenze.

Poznámka: Zavedeńım vektoru p s opačným znaménkem se zřejmě maximalizace
Hamiltoniánu změńı na jeho minimalizaci. Dostaneme tedy tzv. princip minima, který se
od principu maxima lǐśı pouze znaménkem konjugovaného vektoru p. Použ́ıváńı principu
minima má logiku v tom, že minimalizaci kritéria odpov́ıdá minimalizace Hamiltoniánu.
Zde zachováme Pontrjaginem zavedený princip maxima.

2

Určeńı optimálńı funkce V (x, t) vyžaduje řešit Bellmanovu parciálńı diferenciálńı rovnici.
Při použit́ı principu maxima potřebujeme znát konjugovaný vektor p(t), který však lze
určit, aniž bychom poč́ıtali optimálńı funkci V (x) a jej́ı gradient. Nyńı odvod́ıme difer-
enciálńı rovnici pro výpočet konjugovaného vektoru p. Vektor p = p(x(t)) záviśı na
zobecněném stavu x, který je funkćı času. Hledejme tedy vztah pro derivaci vektoru p
podle času. Z (9.26) plat́ı

dpi

dt
= − d

dt

(
∂V

∂xi

)
= −

n+1∑
j=0

∂

∂xj

(
∂V

∂xi

)
dxj

dt
= −

n+1∑
j=0

∂2V

∂xi∂xj

f j, (9.27)

pro i = 1, . . . , (n+ 1). Souřadnice p0 je podle (9.20) rovna (−1) a proto
dp0

dt
= 0.

Podle principu maxima optimálńı ř́ızeńı u∗(t) v každém okamžiku maximalizuje Hamil-
tonián. Jsme-li v čase t ve stavu x, je principem maxima určeno optimálńı ř́ızeńı. Je
zřejmé, že změńıme-li v čase t stav x, ř́ızeńı u∗(t) již nebude optimálńı pro změněný stav.
Principem maxima můžeme spoč́ıst jinou hodnotu optimálńıho ř́ızeńı. Z této úvahy plyne,
že derivace Hamiltonovy funkce H podle x jsou na optimálńı trajektorii nulové. Plat́ı tedy

∂

∂xi

H (x,p(x),u∗) = 0, i = 1, 2, . . . , (n+ 1)

Zde je Hamiltonián chápán jako funkce H (x,p(x),u∗) = H (x,u∗). Po dosazeńı za
Hamiltonovu funkci H z (9.23) a (9.26) dostaneme

∂

∂xi

− n+1∑
j=0

∂V

∂xj

f j

 = −
n+1∑
j=0

∂2V

∂xi∂xj

f j −
n+1∑
j=0

∂V

∂xj

∂f j

∂xi

= 0, i = 1, . . . , (n+ 1)

Z předchoźıho výrazu plyne

−
n+1∑
j=0

∂2V

∂xi∂xj

f j =
n+1∑
j=0

∂V

∂xj

∂f j

∂xi

, i = 1, . . . , (n+ 1)

Uprav́ıme-li (9.27) podle předchoźıho výrazu, dostaneme pro konjugovaný vektor p difer-
enciálńı rovnici ve tvaru

dpi

dt
=

n+1∑
j=0

∂V

∂xj

∂f j

∂xi

=
n+1∑
j=0

pj

∂f j

∂xi

, i = 1, . . . , (n+ 1) (9.28)
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Diferenciálńı rovnice (9.28) spolu s diferenciálńı rovnićı
dp0

dt
= 0 tvoř́ı soustavu konju-

govaných rovnic určuj́ıćı změnu konjugovaného vektoru na optimálńı trajektorii - jsou
to rovnice tzv. konjugovaného systému. Soustavu (9.28) můžeme ještě dále upravit.
Vyjádř́ıme-li H = H(x,p,u), pak plat́ı pro parciálńı derivaci H podle xi

∂H

∂xi

=
∂

∂xi

n+1∑
j=0

pjf j

 =
n+1∑
j=0

pj

∂f j

∂xi

Dosad́ıme-li z předchoźı rovnice do (9.28), je možno diferenciálńı rovnici konjugovaného
systému zapsat ve tvaru

dpi

dt
= −∂H

∂xi

, i = 0, 1, . . . , (n+ 1) (9.29)

Princip maxima tedy vede na podmı́nkové rovnice

dx

dt
=

(
∂H

∂p

)T

u∗(t) = arg max
u∈U

H(x,p,u)

dp

dt
= −

(
∂H

∂x

)T

(9.30)

Prvńı rovnice v předchoźı soustavě je stavová rovnice systému, nebot’ H = pT f , druhá
rovnice je Pontrjagin̊uv princip maxima a třet́ı rovnice je stavová rovnice konjugovaného
systému.

Z okrajové podmı́nky V (x, t1) = h(x(t1)) Bellmanovy rovnice (9.19) plynou koncové
podmı́nky diferenciálńı rovnice konjugovaného systému (9.29) či (9.30c). Pro konjugovaný
vektor p podle (9.20) plyne koncová podmı́nka

p0(t1) = −1, pn+1(t1) = 0, pi(t1) = −∂h(x(t1)

∂xi

, i = 1, . . . , n. (9.31)

Koncová podmı́nka (9.31) plat́ı pro problém optimálńıho ř́ızeńı s volným koncovým stavem
a pevným koncovým časem t1. Počátečńı podmı́nky systému (9.30a) jsou podle (9.15),
(9.14) a (9.13)

x0(t0) = 0, xn+1(t0) = t0, xi(t0) = xi0, i = 1, . . . , n. (9.32)

Předpoklad o diferencovatelnosti funkce V (x, t), který provázel naše odvozeńı, neńı obecně
nutný.

Na závěr tohoto odstavce uved’me formulaci principu maxima:

Věta: Princip maxima.
Mějme problém optimálńıho ř́ızeńı (9.13). Aby ř́ızeńı u∗(t) ∈ U bylo optimálńı ř́ızeńı min-
imalizuj́ıćı kritérium kvality ř́ızeńı, muśı platit, že existuje nenulový vektor p(t), vyhovuj́ıćı
diferenciálńı rovnici (9.29) či (9.30c) s okrajovou podmı́nkou (9.31), kde Hamiltonova
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funkce H je určena dle (9.23). Podle (9.24) či (9.30b) plat́ı, že v každém časovém okamžiku
t je Hamiltonova funkce maximálńı vzhledem k ř́ızeńı u(t) a jej́ı maximum je rovno nule.

2

K této formulaci principu maxima připoj́ıme několik poznámek:

1. Je-li pevný koncový bod trajektorie x(t1), potom nejsou určeny okrajové podmı́nky
(9.31) konjugovaného systému (9.29) či (9.30c). Mı́sto nich známe koncové podmı́nky
x(t1) systému (9.30a).

2. Je-li ř́ızený systém v (9.13) stacionárńı (časově invariantńı), to znamená, že tvoř́ıćı
funkce f neńı explicitně závislá na čase, a také funkce g v kritériu (9.13) nezáviśı
explicitně na čase, neńı třeba zavádět novou souřadnici xn+1 podle (9.14). Opti-
malizačńı problém řeš́ıme potom pouze v (n + 1)-rozměrném prostoru stav̊u x i
(n+ 1)-rozměrném prostoru konjugovaných stav̊u p.

3. Pro problém časově optimálńıho ř́ızeńı, ve kterém je kritérium

J =
∫ t1

t0
1(t) dt = t1 − t0, (9.33)

je jádro funkcionálu g(x,u, t) = 1 a proto neńı ani třeba zavádět nultou souřadnici
x0(t) podle (9.14). Pro stacionárńı systém optimalizačńı problém řeš́ıme potom pou-
ze v n-rozměrném prostoru stav̊u x(t) a n-rozměrném prostoru konjugovaných stav̊u
p(t) - pruhy nad x, p i H můžeme tedy vynechat.

4. Hamiltonovu funkci můžeme definovat

H =
n∑

i=1

pifi − g. (9.34)

Pro stacionárńı systém i kritérium můžeme potom optimalizačńı problém řešit v n-
rozměrném prostoru stav̊u systému i konjugovaného systému, nebot’ uměle zavedená
složka p0(t) je konstantńı a rovna (−1) a funkce x0(t) se v Hamiltoniánu explicitně
nevyskytuje.

5. Protože neznáme počátečńı podmı́nky konjugovaného systému, je třeba řešit okra-
jovou úlohu pro systém diferenciálńıch rovnic (9.30a) a (9.30c). Princip maxima
převád́ı tedy problém optimalizace dynamických systémů na maximalizaci skalárńı
Hamiltonovy funkce a okrajovou úlohu pro soustavy diferenciálńıch rovnic (9.30a) a
(9.30c), které popisuj́ı dynamické vlastnosti daného systému a tzv. konjugovaného
systému.

6. V kapitole o variačńıch metodách byl uveden kanonický tvar Eulerovy - Lagrangeovy
rovnice. Tam se také vyskytovala Hamiltonova funkceH a konjugovaný vektor (který
tam byl značen λ). Tam jsme požadovali, aby na optimálńı trajektorii (extremále)
platilo ∂H

∂u = 0. To plat́ı v př́ıpadě, že ř́ızeńı u(t) neńı omezeno. Požadavek nulovosti
derivace Hamiltoniánu v̊uči ř́ızeńı nahrazuje princip maxima požadavkem maximal-
izace Hamiltonovy funkce vzhledem k ř́ızeńı. Při tom ř́ızeńı může být omezeno.
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7. Je-li systém lineárńı v̊uči ř́ızeńı u(t) a v kritériu kvality ř́ızeńı je jádro funkcionálu
g(x,u, t) také lineárńı v̊uči ř́ızeńı u(t), je i Hamiltonián H(x,p,u) lineárńı v̊uči
ř́ızeńı u(t). Maximum lineárńı formy nastává vždy na hranici oblasti dovolených
hodnot ř́ızeńı U. Je-li tedy omezena maximálńı i minimálńı hodnota složek ř́ıdićıho
vektoru, pak optimálńı ř́ızeńı nabývá pouze maximálńı nebo minimálńı hodnotu -
ř́ıkáme, že optimálńı ř́ızeńı je typu ”bang - bang”. Okamžiky změny hodnot ř́ıdićıch
veličin z jedné krajńı hodnoty na druhou nazýváme ”okamžiky přepnut́ı”.

9.3 Nutná podmı́nka optimality - princip maxima

V tomto odstavci odvod́ıme princip maxima jako nutnou podmı́nku pro optimálńı ř́ızeńı.
Nebudeme vycházet z dynamického programováńı, nebot’ Bellmanova rovnice je postačuj́ı-
ćı podmı́nkou pro existenci optimálńıho ř́ızeńı. Uvažujme optimalizačńı problém s volným
koncem a pevným koncovým časem - viz problém (9.13). Funkce h(x(t1)) v kritériu opti-
mality necht’ je rovna nule.

Stejně jako v předchoźım odstavci budeme optimalizačńı problém řešit v (n + 2)
rozměrném prostoru. Pro jednoduchost zápisu, na rozd́ıl od předchoźıho odstavce, vynecháme
pruhy nad (n + 2) rozměrným vektorem x i p. Podle (9.13), (9.14) a (9.15) je rozš́ı̌rený
systém popsán rovnićı

dx

dt
= f(x,u), x = [x0, x1, . . . , xn, xn+1]

T (9.35)

Podle (9.16) minimalizujeme kritérium

J(u) = x0(t1), (9.36)

nebot’ podle předpokladu je neintegrálńı člen h(x(t1)) v kritériu nulový. O funkci f v
(9.35) budeme předpokládat, že je ohraničená a spojitá vzhledem ke svým argument̊um a
diferencovatelná podle x. Ř́ızeńı u(t) ∈ U necht’ je po částech spojitá funkce s konečným
počtem nespojitost́ı prvńıho druhu. Pro přehlednost odvozeńı předpokládejme jedinou
ř́ıdićı veličinu.

Myšlenka odvozeńı je následuj́ıćı:
Předpokládejme, že jsme nalezli optimálńı ř́ızeńı u∗(t) i optimálńı trajektorii x∗(t). Poruš́ı-
me-li nějakým zp̊usobem optimálńı ř́ızeńı u∗(t), kritérium se ze své minimálńı hodnoty
může jenom zvětšit (lépe - nemůže se zmenšit). Nezápornost př́ır̊ustku kritéria, při změně
ř́ızeńı od optimálńı hodnoty, nás povede k principu maxima.

Porušeńı optimálńıho ř́ızeńı provedeme zde speciálńım zp̊usobem. Na nekonečně malém
časovém intervalu τ − ε < t < τ , kde ε je nekonečně malá veličina a libovolný časový
okamžik τ , t0 < τ ≤ t1, dopust́ıme libovolně velkou (ale př́ıpustnou) změnu ř́ızeńı u(t)
od optimálńıho pr̊uběhu u∗(t). Na ostatńım intervalu t ∈ [t0, τ − ε] a t ∈ [τ, t1] z̊ustane
ř́ızeńı optimálńı. Této změně optimálńıho ř́ızeńı ř́ıkáme ”jehlová variace” - viz obr.
9.1. Vyšetř́ıme vliv této jehlové variace na trajektorii a kritérium. Rozd́ıl mezi optimálńı
trajektoríı x∗(t) a trajektoríı x(t), odpov́ıdaj́ıćı neoptimálńımu ř́ızeńı u(t), bude v čase τ
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Obrázek 9.1: Jehlová variace optimálńıho ř́ızeńı u∗(t).

úměrný ε a s přesnost́ı na nekonečně malé veličiny druhého řádu plat́ı

x(τ)− x∗(τ) = ε

(
dx

dt
− dx∗

dt

)
t=τ

= ε [f(x(τ),u(τ))− f(x∗(τ),u∗(τ))] (9.37)

Rozmyslete si podrobně předchoźı vztah. Sṕı̌se bychom v předchoźım vztahu čekali, že
derivaci stav̊u budeme uvažovat v čase t = τ − ε. Rozd́ıl je ale nekonečně malá veličina
druhého řádu. Vztah (9.37) je pro odvozeńı principu maxima kĺıčový.

Pro t ≥ τ je ř́ızeńı již optimálńı, ale vlivem jehlové změny ř́ızeńı je variace trajektorie
δx(t) = x(t)− x∗(t) nenulová i pro čas t, kde τ ≤ t ≤ t1. Nalezneme linearizovaný vztah
pro variaci δx(t). Z rovnice systému ẋ(t) = f(x,u) dostaneme pro př́ır̊ustek δx vztah

d(x + δx)

dt
= f(x + δx,u) = f(x,u) +

∂f

∂x
δx + ε(δx),

kde ε(δx) je nekonečně malá veličina alespoň druhého řádu. Odtud plyne lineárńı rovnice
pro př́ır̊ustek δx

d(δx)

dt
=
∂f

∂x
δx, (9.38)

neboli po složkách

d(δxi)

dt
=

n+1∑
j=0

∂fi

∂xj

δxj, i = 0, 1, . . . , (n+ 1). (9.39)

Počátečńı podmı́nky soustavy (9.38) jsou určeny podle (9.37). Variace kritéria je podle
(9.36) rovna

δJ(u∗) = δx0(t1) ≥ 0 (9.40)

Variace je nezáporná, protože optimálńı ř́ızeńı u∗(t) zajǐst’uje minimálńı hodnotu kritéria.
Při neoptimálńım ř́ızeńı u(t) (s jehlovou variaćı) nemůže hodnota kritéria klesnout.

Nyńı uděláme jeden ze dvou umělých krok̊u v odvozeńı principu maxima. Výraz (9.40)
zaṕı̌seme ve tvaru

δJ(u∗) = δx0(t1) = −δxT (t1)p(t1) ≥ 0, (9.41)

kde zavedený (n+ 2)-rozměrný vektor p(t1) je roven

p(t1) = [−1, 0, . . . , 0]T . (9.42)
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Podmı́nka pro to, aby u∗(t) bylo optimálńı ř́ızeńı je dána vztahem (9.40) nebo (9.41), kde
variace δx je určena rovnićı (9.38) resp. (9.39) s počátečńı podmı́nkou (9.37). Abychom
vliv jehlové variace ř́ızeńı nemuseli vyšetřovat až v koncovém čase t1, je třeba udělat druhý
umělý krok.

Budeme hledat vektor p(t) takový, abychom variaci kritéria podle (9.41) nemuseli
zjǐst’ovat až v čase t1, ale v libovolném čase τ ≤ t ≤ t1. Chceme tedy, aby platilo

− δJ(u∗) = δxT (t1)p(t1) = δxT (t)p(t), τ ≤ t ≤ t1. (9.43)

Potom vliv jehlové změny ř́ızeńı u∗(t) na kritérium kvality ř́ızeńı zjist́ıme bezprostředně
v čase τ , kdy jehlová variace skončila.

Nyńı zbývá nalézt diferenciálńı rovnici pro vektor p(t). Ze vztahu (9.43) plyne
δxT (t)p(t) = konst. pro τ ≤ t ≤ t1. Odtud tedy

d

dt

(
δxT (t)p(t)

)
= 0, τ ≤ t ≤ t1

Provedeme derivaci skalárńıho součinu, pak(
d(δx(t))

dt

)T

p(t) + δxT (t)
dp(t)

dt
= 0, τ ≤ t ≤ t1.

Předchoźı rovnici vyjádř́ıme po složkách

n+1∑
i=0

d(δxi(t))

dt
pi(t) +

n+1∑
j=0

δxj(t)
dpj(t)

dt
= 0, τ ≤ t ≤ t1.

Do předchoźıho výrazu dosad́ıme z (9.39), pak

n+1∑
i=0

pi(t)
n+1∑
j=0

∂fi

∂xj

δxj(t) +
n+1∑
j=0

δxj(t)
dpj(t)

dt
= 0.

Vytkneme variaci δxj z obou člen̊u předchoźı rovnice a dostaneme

n+1∑
j=0

δxj(t)

[
dpj(t)

dt
+

n+1∑
i=0

∂fi

∂xj

pi(t)

]
= 0.

Protože variace δxj(t) je obecně nenulová, muśı být výraz v hranaté závorce roven nule.
Odtud plyne diferenciálńı rovnice pro konjugovaný vektor p(t)

dpj(t)

dt
= −

n+1∑
i=0

∂fi(x,u)

∂xj

pi(t), j = 0, 1, . . . , (n+ 1) (9.44)

Vztah (9.44) je diferenciálńı rovnice tzv. konjugovaného systému, která je shodná s
rovnićı (9.29) odvozenou v předchoźım odstavci.

Ze vztahu (9.43) plyne, že př́ır̊ustek kritéria δJ můžeme vyšetřovat okamžitě v čase τ .
Plat́ı tedy

− δJ = δxT (τ)p(τ) ≤ 0 (9.45)



KAPITOLA 9. PRINCIP MAXIMA 201

Podle (9.39) a (9.37) je variace δx(τ) úměrná rozd́ılu rychlost́ı a proto

[f (x(τ),u(τ))]T p(τ)− [f (x∗(τ),u∗(τ))]T p(τ) ≤ 0. (9.46)

Definujeme si Hamiltonovu funkci H (x,p,u)

H (x,p,u) = [f (x(τ),u(τ))]T p(τ), (9.47)

pak z (9.46) je zřejmé, že při optimálńım ř́ızeńı je na optimálńı trajektorii Hamiltonova
funkce maximálńı.

T́ımto postupem jsme odvodili princip maxima jako nutnou podmı́nku řešeńı problému
optimálńıho ř́ızeńı spojitého systému s omezeńım ř́ızeńı.

9.4 Řešeńı některých problémů optimálńıho

ř́ızeńı principem maxima

9.4.1 Obecný postup řešeńı

Podle principu maxima optimálńı ř́ızeńı optimalizuje Hamiltonián. Přitom je třeba řešit
diferenciálńı rovnici systému a tzv. konjugovaného systému. Počátečńı podmı́nky systému
obvykle známe, ale neznáme počátečńı podmı́nku konjugovaného systému. V úloze s
volným koncem trajektorie známe koncovou podmı́nku konjugovaného systému a v úloze
s pevným koncem trajektorie známe naopak koncovou podmı́nku systému. Ideové schéma
řešeńı problému optimálńıho ř́ızeńı s pevným koncem trajektorie je uvedeno na obr. 9.2.
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Obrázek 9.2: Schéma výpočtu optimálńıho ř́ızeńı a optimálńı trajektorie podle principu
maxima.

Na obr. 9.2 je S ř́ızený systém, KS konjugovaný systém, blok H vytvář́ı Hamiltonovu
funkci H. Optimizátor O1 určuje optimálńı ř́ıdićı veličinu tak, aby Hamiltonián byl v
každém časovém okamžiku maximálńı vzhledem k př́ıpustnému ř́ızeńı u(t) ∈ U. Opti-
mizátor O1 muśı být velmi rychlý. Rychlá smyčka s optimizátorem O1, slouž́ıćı k výpočtu
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optimálńıho ř́ızeńı, je na obr. 9.2 vyznačena silnou čarou. Často lze optimálńı ř́ızeńı z
tvaru Hamiltoniánu a omezeńı u(t) ∈ U analyticky vypoč́ıtat.

Optimizátor O2 určuje počátečńı podmı́nku konjugovaného systému. V koncovém
čase t1 skutečnou hodnotu stavu x(t1) systému S porovnáme s požadovaným koncovým
stavem x1. Neńı-li skutečný koncový stav x(t1) totožný s požadovaným koncovým stavem
x1, změńıme optimizátorem O2 počátečńı podmı́nku p(t0) konjugovaného systému a v
následuj́ıćı iteraci poč́ıtáme znovu optimálńı ř́ızeńı a optimálńı trajektorii maximalizaćı
Hamiltonovy funkce. Optimálńı postup hledáńı počátečńı podmı́nky p(t0) konjugovaného
systému optimizátorem O2 neńı obecně známý.

Přitom je optimálńı trajektorie velmi citlivá na volbu počátečńı podmı́nky p(t0) kon-
jugovaného systému. Konvergence iteračńıho postupu hledáńı p(t0) je zaručena pouze
pro některé speciálńı tř́ıdy problémů optimalizace - např́ıklad pro časově optimálńı ř́ızeńı
lineárńıho systému, nebo kvadraticky optimálńı ř́ızeńı lineárńıho systému.

Jiný zp̊usob iteračńıho výpočtu optimálńıho ř́ızeńı podle principu maxima je
následuj́ıćı:

Mějme problém optimálńıho ř́ızeńı s volným koncem trajektorie a pevným koncovým
časem. Označ́ıme u(i)(t) i-tou iteraci výpočtu optimálńıho ř́ızeńı.

Zvoĺıme prvńı odhad optimálńıho ř́ızeńı u(1)(t) a vypočteme trajektorii systému vychá-
zej́ıćı z dané počátečńı podmı́nky x(t0). Pro zvolené ř́ızeńı u(1)(t) a odpov́ıdaj́ıćı řešeńı
x(t) vypočteme řešeńı diferenciálńı rovnice konjugovaného systému v obráceném čase
vycházej́ıćı z koncové podmı́nky p(t1) = 0 (volný konec trajektorie).

Z výrazu pro Hamiltonovu funkci H =
∑n

i=1 pifi(x,u)− g(x,u) (viz. (9.34)), můžeme

vypoč́ıst derivaci Hamiltonovy funkce graduH =
(

∂H
∂u

)T
.

Uvnitř dovolené oblasti ř́ızeńı je gradient kritéria vzhledem k ř́ızeńı úměrný záporně
vzatému gradientu Hamiltoniánu v̊uči ř́ızeńı. Toto tvrzeńı snadno prokážeme, nebot’ podle
(9.43) plat́ı δuJ = −δxT (t)p(t) a proto

δuJ =
∂J

∂u
δu = −δxT (t)p(t) = − (x− x∗)T p

= −ε (f(x,u)− f(x∗,u∗))T p = −ε [H(x,u,p)−H(x,u∗,p)]

= −∂H
∂u

δu ε

Proto plat́ı
graduJ = −graduH. (9.48)

Nový odhad optimálńıho ř́ızeńı u(i+1)(t) dostaneme podle iteračńıho předpisu

u(i+1)(t) =

{
u(i)(t) + α graduH pro u(i)(t) + α graduH ∈ U
u(i)(t) pro u(i)(t) + α graduH 6∈ U

(9.49)

kde α je vhodně volený koeficient. Jeho volba je vlastně algoritmus jednorozměrového
hledáńı. Můžeme použ́ıt libovolný algoritmus, př́ıpadně použ́ıt i jinou metodu - např́ıklad
metodu konjugovaných gradient̊u. Optimálńı ř́ızeńı je určeno limitou

u∗(t) = lim
i→∞

u(i)(t). (9.50)
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Výhodou této př́ımé metody výpočtu optimálńıho ř́ızeńı je, že v každé iteraci máme
př́ıpustné řešeńı. Iteračńı výpočet ukonč́ıme, je-li gradient Hamiltoniánu malý, př́ıpadně
se ř́ızeńı dle (9.49) již neměńı.

V reálných problémech optimalizace existuj́ı i omezeńı na stavy systému x(t) ∈ X ⊂
Rn. Tyto problémy se principem maxima řeš́ı obt́ıžně, lze je iteračně řešit pomoćı poku-
tových či barierových funkćı zahrnutých v kritériu optimality.

Obĺıbená a velmi efektivńı metoda, která umožňuje respektovat omezeńı na stavy
systému, je tzv. metoda ”několikanásobného nástřelu” - multiple shooting method. V
této metodě se interval ř́ızeńı rozděĺı na několik subinterval̊u a řeš́ı se problém optimálńıho
ř́ızeńı na každém intervalu zvlášt’.

Při tom se ř́ıdićı veličina na každém intervalu vhodně aproximuje, např́ıklad po částech
konstantńı funkćı, nebo po částech lineárńı funkćı a pod.. T́ım převedeme problém op-
timálńıho ř́ızeńı na problém matematického programováńı - hledáńı koeficient̊u aprox-
imačńı funkce ř́ızeńı.

Nyńı muśıme respektovat hlavńı myšlenku metody. Koncový stav na každém inter-
valu muśı být př́ıpustný a nav́ıc muśı být shodný s počátečńım stavem na následuj́ıćım
intervalu. Tyto omezuj́ıćı podmı́nky tvoř́ı omezeńı problému nelineárńıho programováńı.
Na jeho řešeńı můžeme použ́ıt libovolnou numerickou metodu nelineárńıho programováńı
s omezeńım, na př́ıklad metodu SQP (sekvenčńıho kvadratického programováńı) nebo
metodu IPM (metodu vnitřńıho bodu).

Omezeńı na stavy respektujeme pouze v krajńıch bodech interval̊u, na které jsme
rozdělili celou dobu ř́ızeńı. Proto můžeme sledovat a vhodně omezovat i derivace stav̊u v
krajńıch bodech interval̊u, abychom uvnitř zvolených interval̊u nepřekročili omezeńı.

Při řešeńı optimalizačńıho problému principem maxima může nastat př́ıpad, že Hamil-
tonián neńı závislý na ř́ızeńı a tud́ıž určeńı optimálńıho ř́ızeńı maximalizaćı Hamiltoniánu
nelze provést. Nastává tzv. singulárńı př́ıpad, při kterém nutné podmı́nky prvńıho řádu
nedaj́ı řešeńı. Proto je nutno vyšetřovat podmı́nky druhého řádu (druhé a vyšš́ı variace).
Zde se singulárńımi řešeńımi nebudeme zabývat.

9.4.2 Časově optimálńı ř́ızeńı

Pro lineárńı stacionárńı systém popsaný stavovou rovnićı ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) hledáme
takové ř́ızeńı u(t) ∈ U, aby doba přechodu z daného počátečńıho stavu x(t0) = x0 do
daného koncového stavu x(t1) = x1 byla minimálńı. Kritériem je tedy doba přechodu

J(u(t)) =
∫ t1

t0
1(t) dt = t1 − t0 (9.51)

Ř́ızeńı u(t) je omezeno v každé složce a plat́ı (Ui)min ≤ ui(t) ≤ (Ui)max. Podle (9.34) si
zavedeme Hamiltonovu funkci

H (x,p,u) = (Ax + Bu)T p− 1 (9.52)

Konstanta (−1) je v Hamiltoniánu proto, že podle tvaru kritéria (9.51) je g = 1 a
p0(t) = −1. Na výpočet optimálńıho ř́ızeńı nemá konstanta (−1) vliv. Hamiltonián je
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lineárńı vzhledem k ř́ızeńı u(t) a proto optimálńı ř́ızeńı lež́ı na hranici oblasti. Maximum
Hamiltoniánu podle (9.52) nastane, bude-li maximálńı výraz

(Bu)T p = uTBTp = pTBu =
(
BTp

)T
u

Odtud zřejmě plyne optimálńı ř́ızeńı

u∗i (t) =

{
(Ui)max pro

∑n
j=1 bjipj(t) > 0

(Ui)min pro
∑n

j=1 bjipj(t) < 0
(9.53)

kde bji jsou prvky matice B. Pokud
∑n

j=1 bjipj(t) = 0, neńı optimálńı ř́ızeńı definováno.
Pokud je systém řiditelný každou složkou ř́ıdićı veličiny, pak to nastává v izolovaných
časových okamžićıch, ve kterých je přepnut́ı ř́ıdićı veličiny z jedné krajńı polohy na druhou.

Rovnice konjugovaného systému odvod́ıme z
dp

dt
= −

(
∂H

∂x

)T

, kde H je dle (9.52).

Odtud
dp

dt
= −ATp (9.54)

Matice−AT konjugovaného systému má vlastńı č́ısla−λA, kde λA jsou vlastńı č́ısla matice
systému A. Proto, bude-li p̊uvodńı systém stabilńı, bude konjugovaný systém nestabilńı.

Ve stavovém prostoru nalezneme množinu C(τ) bod̊u, ze kterých se lze dostat za čas
τ = t1 − t0 do koncového stavu x(t1) = x1 př́ıpustným ř́ızeńım u(t) ∈ U. Lze ukázat, že
při optimálńım ř́ızeńı je počátečńı stav x(t0) na hranici množiny C(τ) a počátečńı vektor
konjugovaného systému p(t0) je vnitřńı normálový vektor množiny C(τ) - viz obr. 9.3.
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Obrázek 9.3: Množina C(τ), τ = t1 − t0 a množiny C(ν), ν = t1 − t, ze kterých se lze za
čas τ resp. ν dostat do koncového stavu př́ıpustným ř́ızeńım.

Nyńı uvolńıme počátečńı čas - mı́sto t0 budeme počátečńı čas značit t. Potom množina
C(ν) je množina bod̊u, ze kterých se lze za čas ν = t1− t dostat do ćıle x(t1). Vektor p(t)
na optimálńı trajektorii je pro všechna t vnitřńı normálový vektor hranice množiny C(ν)
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- viz obr. 9.3. Je to zřejmé z toho, že p(t) = −grad V (x, t) a hranice množiny C(ν) je
určena stavy x, pro které plat́ı V (x, t) = V (x) = ν, kde V (x, t) je Bellmanova optimálńı
funkce.

Nav́ıc je při optimálńım ř́ızeńı skalárńı součin vektoru stavové rychlosti a vektoru
konjugovaného systému po celou dobu ř́ızeńı konstantńı a roven 1 - viz vztah (9.52), kde
maxuH = 0.

Z řešeńı stavové rovnice konjugovaného systému (9.54)

p(t) = eA
T

(t−t0)p(t0)

a vztahu (9.53) pro optimálńı ř́ızeńı okamžitě plyne věta o konečném počtu přepnut́ı,
která tvrd́ı, že optimálńı ř́ızeńı u∗(t) je po částech konstantńı s konečným počtem nespo-
jitost́ı prvńıho druhu nastávaj́ıćıch v okamžićıch přepnut́ı.

Nav́ıc, má-li matice systému A pouze reálná vlastńı č́ısla, je počet přepnut́ı nejvýše
roven (n − 1), kde n je řád ř́ızeného systému. Plat́ı tedy věta o n intervalech, která
tvrd́ı, že každá složka optimálńı ř́ıdićı veličiny u∗i (t) má nejvýše n interval̊u, na kterých
má konstantńı hodnotu (počet přepnut́ı je tedy nejvýše (n− 1)).

9.5 Diskrétńı princip maxima

Také pro problém optimálńıho ř́ızeńı diskrétńıch dynamických systémů plat́ı nutné podmı́n-
ky principu maxima. Pro diskrétńı systémy plat́ı princip maxima obecně ve ”slabš́ı” formě
a podmı́nky principu maxima maj́ı obecně pouze lokálńı charakter.

9.5.1 Podmı́nky optimálnosti

V tomto odstavci se budeme ještě trochu podrobněji zabývat úlohami statické optimalizace
- problémy nelineárńıho programováńı. Odvod́ıme pro ně nutné podmı́nky, které jsou
jakousi obdobou nutných podmı́nek principu maxima. Mějme tedy problém

min {f(x) : gj(x) ≤ 0} (9.55)

Omezeńı gj(x) ≤ 0 určuj́ı množinu X př́ıpustných bod̊u, mezi nimiž hledáme minimum
funkce f(x). Vybereme bod x0 ∈ X a urč́ıme množinu J (x0) aktivńıch omezeńı

J (x0) = {j : gj(x0) = 0}

Je-li x0 hraničńı bod množiny X, je množina J (x0) neprázdná. V bodě x0 vypočteme
gradienty aktivńıch omezeńı

∂gj(x0)

∂x
=

[
∂gj(x0)

∂x1

, . . . ,
∂gj(x0)

∂xn

]
j ∈ J (9.56)

Budeme hledat podmı́nky, které muśı platit, aby jiný bod x, pro který plat́ı x = x0 +εδx,
ε > 0, byl př́ıpustný. Variace δx je př́ıpustná, sv́ırá-li tupý úhel s gradienty (9.56), tedy

∂gj(x0)

∂x
δx ≤ 0, j ∈ J (x0) (9.57)
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Předchoźı nerovnost okamžitě plyne z toho, že gj(x0) ≤ 0 a také gj(x0 + εδx) ≤ 0. Z
rozvoje gj(x0 + εδx) v bodě x0 plyne (9.57).

Množina všech př́ıpustných variaćı δx, splňuj́ıćıch podmı́nku (9.57), tvoř́ı kužel př́ı-
pustných variaćı K(x0)

K(x0) =

{
δx :

∂gj(x0)

∂x
δx ≤ 0, j ∈ J (x0)

}
(9.58)

Tento kužel je tvořen pr̊unikem poloprostor̊u tvořených nadrovinami ∂gj(x0)

∂x δx = 0, j ∈
J (x0) a jeho vrchol lež́ı v bodě x0. Podmı́nky regularity vyžaduj́ı, aby kužel K(x0) měl
vnitřńı bod a postačuj́ıćı podmı́nka pro to je lineárńı nezávislost gradient̊u (9.56).

Bod x∗ ∈ X je řešeńım problému (9.55), jestliže pro libovolnou variaci δx ∈ K(x∗) v
tomto bodě plat́ı

f(x∗ + εδx) ≥ f(x∗), ε > 0, δx ∈ K(x∗) (9.59)

Potom vskutku v bodě x∗ je lokálńı minimum funkce f(x) na množině X. Je-li funkce
f(x) v bodě x∗ diferencovatelná, pak plat́ı

f(x∗ + εδx) = f(x∗) + ε
∂f(x∗)

∂x
δx +O(ε) (9.60)

kdeO(ε) je nekonečně malá veličina druhého řádu. Dosad́ıme-li (9.60) do (9.59), dostaneme
d̊uležité tvrzeńı, které specifikuje optimálńı bod x∗:

Je-li x∗ řešeńım problému (9.55), pak plat́ı

∂f(x∗)

∂x
δx ≥ 0 (9.61)

pro libovolnou variaci δx splňuj́ıćı podle (9.57) nerovnost

∂gj(x
∗)

∂x
δx ≤ 0, j ∈ J (x∗) (9.62)

2

Podmı́nky (9.61) a (9.62) jsou nutné podmı́nky. Plat́ı-li v nějakém bodě nerovnosti
(9.61) a (9.62), pak tento bod nemuśı být řešeńım problému (9.55), ale naopak v každém
bodě x řeš́ıćım (9.55) plat́ı (9.61) a (9.62).

Nerovnost (9.62) je možno zapsat i v jiném tvaru. Z (9.61) plyne

max
δx∈K(x∗)

(p∗)T δx = 0 (9.63)

kde vektor p∗ je roven

p∗ = −
(
∂f(x∗)

∂x

)T

(9.64)

Nadrovina (p∗)T δx = 0 je opěrná ke kuželi př́ıpustných variaćı K(x∗) v jeho vrcholu - viz
obr. 9.4. Aby platilo (9.63), je třeba poněkud rozš́ı̌rit kužel př́ıpustných variaćı.

Poznámka: Nadrovina
{
x : (p∗)Tx = (p∗)Tx∗ = konst.

}
je opěrná k množině X

v bodě x∗, lež́ı-li X v jednom z poloprostor̊u určených př́ıslušnou nadrovinou a má s
množinou X alespoň jeden společný bod.
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Obrázek 9.4: Kužel př́ıpustných variaćı K(x∗) a opěrná nadrovina v bodě x∗.

2

Protože δx = x− x∗, pak z (p∗)T δx = 0 plyne

(p∗)Tx = (p∗)Tx∗ = konst. (9.65)

Množina všech bod̊u x splňuj́ıćıch (9.65) je nadrovina procházej́ıćı bodem x∗, která je
kolmá k vektoru p∗ - viz obr. 9.4.

Z toho, že nadrovina (9.65) je opěrná ke kuželi př́ıpustných variaćı v bodě x∗ ∈ X
bohužel neplyne, že je také opěrná k celé množině X - viz obr. 9.4. Aby to platilo, je třeba
požaovat, aby množina X byla konvexńı. Plat́ı tedy následuj́ıćı tvrzeńı:

Je-li x∗ ∈ X řešeńım problému (9.55) a množina X je konvexńı množina, pak v x∗ je
maximum lineárńı funkce (p∗)Tx, to je

max
x∈X

(p∗)Tx = (p∗)Tx∗ (9.66)

kde vektor p∗ je určen podle (9.64). 2

Je-li množina X určena nerovnicemi gj(x) ≤ 0, pak, jsou-li funkce gj(x) konvexńı, je
množina X konvexńı množina. Je-li ještě nav́ıc funkce f(x) také konvexńı, pak nadrovina
(9.65) je opěrná i k množině

Q = { x : f(x) ≤ f(x∗)} (9.67)

Na body x množiny Q se nekladou žádná omezeńı. Množina Q má s množinou X
alespoň jeden společný bod x∗. Množina Q je vyznačena na obr. 9.4, kde však nadrovina
(p∗)T δx = 0 k ńı neńı opěrná. Je-li funkce f(x) konvexńı funkce a množina X je konvexńı,
pak nerovnosti (9.61) a (9.62) resp. (9.63) a (9.64) jsou postačuj́ıćı pro to, aby bod x∗ byl
řešeńım problému (9.55).

Z podmı́nek, které jsme zde odvodili, plyne obecný postup určeńı optimálńıho řešeńı
problému (9.55). Vybereme libovolný bod x0 ∈ X a najdeme jiný bĺızký bod x1 ∈ X
takový, aby platilo f(x1) < f(x0). To opakujeme tak dlouho, až v určitém bodě nelze
nalézt př́ıpustnou variaci, která zlepš́ı (zmenš́ı) kritérium. T́ımto postupem nalezneme
lokálńı minimum. Tento obecný postup určuje tzv. př́ımé metody. Př́ımé metody se
také často nazývaj́ı gradientńı nebo také metody př́ıpustných směr̊u. Takovými metodami
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dostaneme monotónně klesaj́ıćı posloupnost př́ıpustných řešeńı, až konečně nalezneme
lokálńı minimum.

Existuje i jiný postup řešeńı. Předpokládejme, že množina X je konvexńı a ohraničená,
také optimalizovaná funkce f(x) je konvexńı funkce a řešeńı problému (9.55) lež́ı na hranici
množiny X. Potom vybereme nějaký vektor p 6= 0 a řeš́ıme úlohu

max
x∈X

(
pTx

)
= pTx(p) (9.68)

Předpokládejme, že řešeńı x(p) předchoźı úlohy je jediné pro každé p 6= 0, pak x(p) je
hraničńı bod množiny X a nadrovina pTx = pTx(p) je opěrná k množině X. Původńı
problém (9.55) můžeme nahradit problémem nalezeńı takového vektoru p, pro který
funkce ψ(p) = f(x(p)) je minimálńı, kde x(p) je řešeńım (9.68), pak

min
x∈X

f(x) = min
p

ψ(p) (9.69)

kde vektor p neńı omezen. Metody tohoto typu jsou tzv. nepř́ımé metody. Jejich použit́ı
je možné pouze v př́ıpadě jediného extrému a regulárnosti problému.

9.5.2 Diskrétńı princip maxima

V tomto odstavci odvod́ıme nutné podmı́nky diskrétńıho principu maxima. Z odvozeńı
bude zřejmé, že bez omezuj́ıćıch předpoklad̊u má pouze lokálńı charakter. Optimálńı
ř́ızeńı u∗(t) zaruč́ı stacionárńı hodnotu Hamiltonovy funkce. To znamená, že libovolný
stacionárńı bod Hamiltonovy funkce (lokálńı minimum či maximum nebo dokonce pouze
stacionárńı bod) je ”podezřelý” v tom smyslu, že jeden z nich může určovat optimálńı
ř́ızeńı. Pouze ve zvláštńıch př́ıpadech plat́ı obecná formulace diskrétńıho principu maxima.

Mějme tedy problém optimálńıho ř́ızeńı diskrétńıho systému popsaného stavovou rovnićı

x(k + 1) = f (x(k),u(k)) , x(k0) = x0 (9.70)

Hledáme takovou posloupnost ř́ızeńı u∗(k) ∈ Uk, aby bylo minimálńı kritérium kvality
ř́ızeńı

J (u(k)) = h(x(k1)) +
k1−1∑
k=k0

g (x(k),u(k)) (9.71)

V daľśım budeme předpokládat, že funkce f(.) v (9.70) a funkce g(.) i h(.) v (9.71) jsou
spojité a maj́ı spojité prvńı parciálńı derivace podle svých proměnných a množina Uk je
ohraničená a uzavřená.

Kritérium (9.71) uprav́ıme do jiného tvaru rozš́ı̌reńım stavového prostoru o souřadnici
x0(k), pro kterou plat́ı

x0(k + 1) = x0(k) + g (x(k),u(k)) = f0(x,u), x0(k0) = 0 (9.72)

Potom kritérium (9.71) je rovno

J (u(k)) = h(x(k1)) + x0(k1). (9.73)
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Rovnici (9.72) připoj́ıme ke stavové rovnici systému (9.70) a optimalizačńı problém budeme
řešit v (n + 1)-rozměrném prostoru stav̊u x(k) = [x0(k), x1(k), . . . , xn(k)]T . Rozš́ı̌reńım
stavového prostoru jsme problém minimalizace kritéria (9.71) převedli na problém mini-
malizace koncového stavu (což je Mayerova úloha).

Problém optimálńıho diskrétńıho ř́ızeńı je nyńı vlastně problém statické optimalizace
s omezeńım (9.70) a (9.72). Je to tedy úloha na vázaný extrém, kterou budeme řešit
Lagrangeovou metodou. Zavedeme si Lagrangeovu funkci

L(x,u,p) = J(u) +
n∑

i=0

pi(k + 1) [xi(k + 1)− fi(x,u)] (9.74)

kde p0(k) až pn(k) jsou Lagrangeovy koeficienty, závislé na diskrétńım čase k. Hledáme
extrém Lagrangeovy funkce. Z podmı́nky gradxL = 0 plynou následuj́ıćı vztahy

∂L

∂x0(k1)
= 1 + p0(k1) = 0 (9.75)

∂L

∂xi(k1)
=

∂h(x(k1))

∂xi(k1)
+ pi(k1) = 0, i = 1, . . . , n

∂L

∂xi(k)
= pi(k)−

n∑
j=0

∂fj(x,u)

∂xi(k)
pj(k + 1) = 0,

i = 1, . . . , n;
k = k0, . . . , (k1 − 1)

Z (9.75a) a (9.75b) plynou okrajové podmı́nky

p0(k1) = −1 (9.76)

pi(k1) = − ∂h

∂xi

, i = 1, . . . , n

Z (9.75c) dostaneme diferenčńı rovnici, jej́ıž vektorový zápis je

p(k) =

(
∂f(x,u)

∂x

)T

p(k + 1) (9.77)

Diferenčńı rovnice (9.77) je rovnice konjugovaného systému, kterou řeš́ıme v obráceném
čase vycházej́ıce z koncové podmı́nky (9.76). Koncové podmı́nky (9.76) konjugovaného
systému (9.77) můžeme zapsat ve tvaru

pi(k1) = − ∂J

∂xi

, i = 0, 1, . . . , n. (9.78)

Definujme si nyńı Hamiltonovu funkci

H (p(k + 1),x(k),u(k)) = pT (k + 1) f (x(k),u(k)) , k = k0, . . . , (k1 − 1) (9.79)

Pomoćı Hamiltonovy funkce H podle (9.79) můžeme stavové rovnice systému (9.70) spolu
s (9.72) a konjugovaného systému (9.77) zapsat ve tvaru

x(k + 1) =

(
∂H

∂p(k + 1)

)T

, k = k0, . . . , (k1 − 1) (9.80)

p(k) =

(
∂H

∂x(k)

)T

, k = k0, . . . , (k1 − 1)
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Známe počátečńı podmı́nky x(t0) systému (9.80a) a koncové podmı́nky (9.76) konjugo-
vaného systému (9.80b). Při pevném p(k) a x(k) je Hamiltonián H funkćı ř́ızeńı u(k).
Pro každé u ∈ U sestroj́ıme kužel př́ıpustných variaćı K(u)

K(u) = {δu : u + εδu ∈ U, 0 ≤ ε < ε1} (9.81)

Předpokládáme splněńı podmı́nek regularity - to znamená, že kužel K(u) je konvexńı a
má vnitřńı bod. Výrazem K(u) budeme dále označovat kužel K(u), ke kterému připoj́ıme
jeho hranici; pak K(u) je uzavřená množina (uzavřený kužel). Abychom odvodili nutné
podmı́nky optimality, budeme předpokládat, že známe optimálńı ř́ızeńı u∗(t) a optimálńı
trajektorii x∗(t) i p∗(t).

Ze stavových rovnic systému plyne vztah pro variace δx a δu na optimálńı trajektorii
x∗ a u∗

δx∗(k + 1) =
∂f

∂x
δx∗(k) +

∂f

∂u
δu∗(k) (9.82)

kde δu∗(k) ∈ K(u). Vytvoř́ıme skalárńı součin vektoru p∗(k + 1) a vektoru δx∗(k + 1)

(p∗(k + 1))T δx∗(k + 1) = (p∗(k + 1))T

(
∂f

∂x
δx∗(k) +

∂f

∂u
δu∗(k)

)
(9.83)

Podle (9.77) uprav́ıme předchoźı vztah

(p∗(k + 1))T δx∗(k + 1) = (p∗(k))T δx∗(k) + (p∗(k + 1))T ∂f

∂u
δu∗(k) (9.84)

Provedeme-li součet předchoźıho výrazu pro k = k0, . . . (k1 − 1), dostaneme

(p∗(k1))
T δx∗(k1)− (p∗(k0))

T δx∗(k0) =
k1−1∑
k=k0

(p∗(k + 1))T ∂f

∂u
δu∗(k) (9.85)

Protože počátečńı podmı́nky jsou dané, je variace δx(k0) = 0. Dosazeńım za p(k1) z (9.78)
uprav́ıme levou stranu předchoźı rovnice do tvaru

−
(
∂J

∂x

)T

δx∗(k1) = −δJ(u∗) (9.86)

kde δJ je variace kritéria kvality ř́ızeńı. Označme δuH př́ıpustný diferenciál Hamiltonovy
funkce

δuH(x,u,p) =
∂H

∂u
δu = pT (k + 1)

∂f

∂u
δu (9.87)

kde δu ∈ K̄(u∗). Potom vztah (9.85) můžeme upravit do tvaru

− δJ(u∗) =
k1−1∑
k=k0

δuH (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1)) (9.88)

Protože J(u∗) je minimálńı hodnota kritéria, plat́ı δJ(u∗) ≥ 0 pro libovolnou variaci
δu ∈ K(u∗). Zvoĺıme-li variaci δu(i) nenulovou pouze v čase k = i, zbude ze sumy na
pravé straně předchoźı rovnice pouze jediný nenulový člen. Proto na optimálńı trajektorii
plat́ı

δuH (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1)) ≤ 0, δu ∈ K̄(u∗) (9.89)
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neboli
∂H (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1))

∂u
δu ≤ 0, δu ∈ K(u∗) (9.90)

Vztah (9.89) resp. (9.90) je obecně platný závěr o vlastnostech Hamiltonovy funkce na
optimálńı trajektorii při diskrétńım ř́ızeńı.

Je-li u∗ vnitřńı bod množiny př́ıpustných ř́ızeńı U, pak variace δu je libovolná a z
(9.90) plyne

∂H (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1))

∂u
= 0. (9.91)

V tomto př́ıpadě je Hamiltonián na optimálńı trajektorii stacionárńı.

Pro δuH (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1)) < 0, lež́ı ř́ızeńı u∗ ∈ U na hranici oblasti. Hamiltonova
funkce dosahuje v tomto př́ıpadě na optimálńı trajektorii lokálńı maximum. O globálńım
chováńı Hamiltonovy funkce nemůžeme bez dodatečných předpoklad̊u nic tvrdit.

Je-li omezeńı ř́ızeńı určeno nerovnostmi gi(u(k)) ≤ 0, pak podle (9.58) je kužel
př́ıpustných variaćı δu∗ určen vztahy

∂gi (u
∗(k))

∂u
δu ≤ 0, i ∈ J (u∗). (9.92)

Nyńı si zavedeme množiny dosažitelnosti Rk(x0). Jsou to množiny stav̊u x, které jsme
schopni dosáhnout z počátečńıho stavu x(k0) = x0 v čase k ≥ k0 př́ıpustným ř́ızeńım.

Je zřejmé, že zavedeńım množin dosažitelnosti jsme problém dynamické optimalizace
převedli na úlohu statické optimalizace kritéria (9.71) na množině Rk1(x0).

V daľśım budeme potřebovat, aby množina dosažitelnosti Rk1(x0) byla konvexńı.
Zavedeme si množiny R(x), kde

R(x) = {y : y = f(x,u], u ∈ U} (9.93)

což jsou množiny stav̊u dosažitelných z počátečńıho stavu x za jeden krok př́ıpustným
ř́ızeńım. Je zřejmé, že množina Rk1(x0) je konvexńı, je-li konvexńı množina R(x) pro
všechny x ∈ X.

Je-li množinaR(x) konvexńı, pak postupem provedeným v předchoźım odstavci můžeme
ukázat, že na optimálńı trajektorii plat́ı princip maxima, to znamená, že na optimálńı tra-
jektorii je Hamiltonián maximálńı.

Uvědomme si, že pro problém optimálńıho ř́ızeńı spojitých systémů jsme neměli žádný
požadavek na konvexnost množin dosažitelnosti. Množiny dosažitelnosti za malý časový
interval ∆t jsou vždy konvexńı - odtud plyne tzv. konvexifikuj́ıćı účinek spojitého času.

Na závěr tohoto odstavce uvedeme formulaci diskrétńıho principu maxima:

Věta: Diskrétńı princip maxima
Mějme diskrétńı systém popsaný stavovou rovnićı (9.70) a hledejme optimálńı ř́ızeńı u∗(k) ∈
U, které minimalizuje kritérium kvality ř́ızeńı (9.71). Podle (9.72) uprav́ıme kritérium do
tvaru (9.73) a problém řeš́ıme v (n+ 1)-rozměrném prostoru stav̊u.

Je-li u∗(k) př́ıpustné optimálńı ř́ızeńı a x∗(k) optimálńı trajektorie a množina dosaži-
telnosti R(x) stav̊u za jeden krok je konvexńı, pak existuje nenulový (n+1)-rozměrný vektor
p(k), popsaný diferenčńı rovnićı (9.80b) s koncovou podmı́nkou (9.76), kde Hamiltonova
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funkce H podle (9.79) je pro všechny k, k0 ≤ k < k1 maximálńı vzhledem k ř́ızeńı u(k),
neboli

H (x∗(k),u∗(k),p∗(k + 1)) ≥ H (x∗(k),u(k),p∗(k + 1)) , u(k) ∈ U (9.94)

Poznámka: Je-li systém lineárńı v̊uči ř́ızeńı a množina př́ıpustných ř́ızeńı je konvexńı
množina a funkce g v kritériu (9.71) je také konvexńı funkce, pak je i Hamiltonián konvexńı
a plat́ı diskrétńı princip maxima.

Poznámka: Obráceńım znaménka koncové podmı́nky (9.76) konjugovaného systému
se maximum Hamiltoniánu změńı na jeho minimum - dostaneme potom často použ́ıvaný
diskrétńı princip minima.

9.6 Př́ıklady

1. Mějme jednoduchý systém druhého řádu popsaný stavovou rovnićı

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1

Nalezněte časově optimálńı ř́ızeńı, které v minimálńım čase převede libovolný počáteč-
ńı stav x do stavu x(T ) = [x1(T ), 0]T . Uvědomme si, že plat́ı věta o n intervalech.
Jaké budou přeṕınaćı křivky ve stavové rovině?

Přeṕınaćı křivky lze źıskat řešeńım stavové rovnice v obráceném čase z koncové
podmı́nky x(T ) = [x1(T ), 0]T a volbou ř́ızeńı u∗(t) = +1 nebo u∗(t) = −1.

2. Uvažujte kmitavý systém druhého řádu popsaný stavovou rovnićı

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = −x1(t) + u(t), |u(t)| ≤ 1

Nalezněte časově optimálńı ř́ızeńı, které v minimálńım čase převede libovolný počáteč-
ńı stav x do stavu x(T ) = [0 , 0]T .

Uvědomme si, že zde sice neplat́ı věta o n intervalech, ale plat́ı věta o konečném
počtu přepnut́ı. Jaké budou přeṕınaćı křivky ve stavové rovině? Konjugovaný systém
bude také kmitavý se stejnou periodou kmit̊u, proto přeṕınáńı ř́ızeńı z jedné krajńı
hodnoty na druhou nastává pravidelně po p̊ul periodě kmit̊u konjugovaného systému.
Trajektorie systému při konstantńım ř́ızeńı jsou kružnice se středy určenými velikost́ı
ř́ızeńı. Zobecněte toto řešeńı na kmitavý systém druhého řádu s tlumeńım.

3. Určete energeticky optimálńı ř́ızeńı systému

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t), |u(t)| ≤ 1,

které daný počátečńı stav x(0) převede do koncového stavu x(T ) za pevnou dobu
ř́ızeńı T . Optimálńı ř́ızeńı minimalizuje spotřebu ř́ıdićı energie, která je úměrná
kritériu

J(u(t)) =
∫ T

0
|u(t)| dt

Proved’te nejprve fyzikálńı rozbor problému. Rozhodněte, zda existuj́ı omezeńı na
dobu ř́ızeńı a ukažte, že optimálńı ř́ızeńı nabývá pouze hodnoty (+1,−1, 0). Určete
přeṕınaćı křivky.
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4. Energeticky optimálńı ř́ızeńı vlaku:
Stavové rovnice popisuj́ıćı dynamické vlastnosti vlaku jsou

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = u(t)− q(x2, x1)

kde x1 a x2 je poloha a rychlost vlaku, u(t) je tažná śıla elektrické pohonné jednotky,
která je omezena ub ≤ u(t) ≤ ut, kde ub je maximálńı brzdná śıla a ut je maximálńı
tažná śıla, q(x2, x1) jsou brzdné odpory závislé na rychlosti a poloze vlaku. Plat́ı
q(x2, x1) = a+ bx2 + c(x2)

2 + s(x1), kde s(x1) je śıla vyvolaná sklonem trati.

Naš́ım úkolem je přemı́stit vlak z jedné stanice do druhé za předepsaný čas tak, aby
energetické kritérium ve tvaru

J =
∫ T

0

1

2
(u(t) + |u(t)|)x2(t) dt

bylo minimálńı. Počátečńı a koncové body jsou pevné x0 = [0 , 0]T , x1 = [d , 0]T ,
kde d je vzdálenost mezi stanicemi.

Uvažujte nejprve a = b = c = s = 0. Určete minimálńı dobu j́ızdy T . Ukažte,
že v této úloze mohou existovat singulárńı řešeńı. Ověřte, že optimálńı trajektorie
se skládá z rozjezdu maximálńı tažnou silou, j́ızdou konstantńı rychlost́ı, dojezdu
(tažná śıla je nulová) a brzděńı maximálńı silou. Ostatně takové j́ızdńı režimy by-
chom pravděpodobně volili i bez použit́ı teorie.

5. Optimálńı ř́ızeńı meteorologické rakety:
Meteorologická raketa se pohybuje kolmo k povrchu zemskému. Raketa má omezené
množstv́ı paliva a chceme ř́ıdit tah motor̊u rakety tak, aby raketa vyletěla do
maximálńı výšky.

Necht’ h je vertikálńı poloha rakety a v je jej́ı rychlost. Počátečńı podmı́nky jsou
h(0) = v(0) = 0 a koncový bod je h(T ) = hmax, v(T ) = 0, kde T je pevná doba
pohybu rakety vzh̊uru. Hmotnost rakety m(t) se v čase měńı podle toho, jak ubývá
paliva. Plat́ı tedy

m(t) = Mr +Mp −
∫ t

0
µ(τ) dτ

kde Mr je hmotnost rakety bez paliva, Mp je hmotnost paliva při startu a µ(t) je
spotřeba paliva za [s] v čase t.

Tah Fr motoru rakety se v čase měńı a je roven Fr = f(µ(t))
.
= Cµ(t). Uvažujme

přibližně lineárńı závislost mezi tahem rakety a spotřebou paliva. Diferenciálńı
rovnice pohybu rakety je rovna

d(m(t)v(t)) =
∑

F (t) dt = (Fr − Fp(v, h)−mg(h)) dt

kde g(h) je gravitačńı zrychleńı závislé na výšce rakety a Fp je śıla odporu prostřed́ı
přibližně úměrná rychlosti Fp

.
= Bv. Z předchoźıho plyne diferenciálńı rovnice

dm(t)

dt
= −µ(t), m(0) = Mr +Mp, m(T ) = Mr

Pro dané konstanty Mr, Mp, C a B určete optimálńı spotřebu paliva µ(t) tak, aby
výška h(T ) byla maximálńı.
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6. Modifikujte předchoźı úlohu tak, že je dána souřadnice h(T ) a hledejte optimálńı
pr̊uběh µ(t) tak, aby celková spotřeba paliva byla minimálńı.

7. Časově optimálńı ř́ızeńı lineárńıho systému.
Naš́ım úkolem je přemı́stit počátečńı stav x(0) lineárńıho systému
ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) do počátku x(T ) = 0 v minimálńım čase T omezeným ř́ızeńım
Umin ≤ u(t) ≤ Umax.

Sestavte program pro výpočet počátečńı podmı́nky p(0) konjugovaného systému
řeš́ıćı náš problém podle principu maxima.

Rovnice konjugovaného systému je ṗ(t) = −ATp(t). Iteračńı algoritmus podle
Neustadta je následuj́ıćı:

• Algoritmus startujeme volbou počátečńı podmı́nky p0(0) konjugovaného systé-
mu tak, aby pT

0 (0)x(0) < 0, na př́ıklad

p0(0) = − x(0)

‖x(0)‖
.

• V i-té iteraci pro pi(0) řeš́ıme stavovou rovnici systému i konjugovaného systé-
mu z daných počátečńıch podmı́nek a optimálńım ř́ızeńım podle (9.53). To
řeš́ıme až do času t = ti, kdy (pi(ti))

T x(ti) = 0

• Nyńı řeš́ıme diferenciálńı rovnici v̇(t) = −Av(t) s počátečńı podmı́nkou v(0) =

x(ti) a źıskáme řešeńı v(ti) = e−Atix(ti) = γi.

• Novou iteraci počátečńı podmı́nky konjugovaného systému źıskáme podle vzta-
hu

pi+1(0) = pi(0)−∆iγi

Krok ∆i voĺıme takový, aby v daľśı iteraci čas ti+1 byl větš́ı než čas ti v
předchoźı iteraci. Pokud čas roste, pak zvětš́ıme krok ∆i := 2∆i, pokud čas
neroste, krok zmenš́ıme ∆i := 0.5∆i.

• Algoritmus konč́ı, pokud je γi malé, nebo x(ti) je se zvolenou přesnost́ı bĺızko
počátku (koncovému stavu).

Zd̊uvodněńı algoritmu je jednoduché.
Urč́ıme funkci f(t,pi(0)) = pT

i (0) (x(0)− z(t,pi(0))), kde z(t,pi(0)) je počátečńı
stav systému, který optimálńım ř́ızeńım (s počátečńı podmı́nkou pi(0) konjugo-
vaného systému) převedeme do počátku za čas t.

Z řešeńı stavových rovnic lineárńıho systému plyne, že z(t,pi(0)) =

−
∫ t
0 e

AτBu∗(t) dτ . Po dosazeńı je funkce

f(t,pi(0)) = pT
i (0) (x(0)− z(t,pi(0))) = pT

i (0)e−Atx(t)

=
(
e−A

T
tpi(0)

)T

x(t) = pT (t)x(t)

Vektor (x(0)− z(ti,pi(0))) = γi je pro čas ti tečný vektor k množině stav̊u Si(ti),
ze kterých se za čas t ≤ ti dostanu do ćıle (počátku souřadnic) př́ıpustným ř́ızeńım.
Vektor pi(0) je normálový vektor k této množině. Aby množina Si+1(ti+1) v daľśı
iteraci vzrostla (Si(ti) ⊂ Si+1(ti+1)), je třeba opravit počátečńı podmı́nku konjugo-

vaného systému o vektor γi = e−Atix(ti).
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8. Mějme diskrétńı systém popsaný stavovými rovnicemi

x1(k + 1) = x1(k) + 2u(k) x2(k + 1) = −x2
1(k) + x2(k) + u2(k)

Určete optimálńı ř́ızeńı minimalizuj́ıćı kritérium J(u) = −x2(2). Počátečńı podmı́nka
je x(0) = [3 , 0]T a ř́ızeńı je omezeno |u(k)| ≤ 5.

Ukažte, že množiny dosažitelnosti nejsou konvexńı. Optimálńı ř́ızeńı můžeme vypoč́ı-
tat dosazeńım stavových rovnic do kritéria a dostaneme u∗(0) = −2, u∗(1) = ±5 -
ověřte. Hamiltonián je pro u∗(0) minimálńı a pro u∗(1) je naopak maximálńı.



Kapitola 10

Stochasticky optimálńı ř́ızeńı

Tato kapitola je věnována př́ıpadové studii použit́ı dynamického programováńı na syntézu
optimálńıho ř́ızeńı stochastických systémů. Tento př́ıstup se také označuje jako stocha-
stické dynamické programováńı. V této kapitole odvod́ıme algoritmus optimálńıho
ř́ızeńı stochastických lineárńıch diskrétńıch systémů. Kritérium optimality bude kvadrat-
ické ve stavech a ř́ızeńı. Odvod́ıme tzv. d̊uvěřivé i opatrné strategie pro dva stochastické
modely - model ARMAX (AutoRegresive Moving Average with eXternal input - autore-
gresńı model s pohyblivým pr̊uměrem a vněǰśım vstupem) a ARX (AutoRegresive with
eXternal input).

10.1 Stochasticky optimálńı ř́ızeńı ARMAX modelu

V literatuře je popsáno současné odhadováńı stav̊u a parametr̊u ARMAX modelu. Využi-
jeme tyto výsledky a v této kapitole odvod́ıme kvadraticky optimálńı ř́ızeńı lineárńıho AR-
MAX modelu a to tzv. d̊uvěřivé i opatrné strategie LQG ř́ızeńı (Linear system, Quadratic
criterion, Gausian noise - ř́ızeńı lineárńıho systému a kvadratickým kritériem a gausovským
šumem). Nejprve uvedeme stavové rovnice ARMAX modelu v pozorovatelném kanon-
ickém tvaru, který je vhodný pro syntézu ř́ızeńı. Provedeme úpravu tohoto modelu do
tvaru, který umožňuje provést současné odhadováńı stav̊u a parametr̊u.

10.1.1 ARMAX model a jeho pozorovatelný kanonický tvar

Necht’ dynamické vlastnosti procesu jsou popsány časově proměnným ARMAX modelem
n-tého řádu se známými parametry šumu ci a známým rozptylem šumu σ2

e

y(t) +
n∑

i=1

ai(t−i)y(t−i) =
n∑

i=0

bi(t−i)u(t−i) +
n∑

i=1

ci(t−i)e(t−i) + e(t) (10.1)

kde y(t) je výstup modelu, u(t) je ř́ızeńı, e(t) ∼ N (0, σ2
e) je Gauss̊uv b́ılý šum, nezávislý

na hodnotách výstup̊u y(t−i), i ≥ 1, a vstup̊u u(t−i), i ≥ 0, a

θ(t) = [b0(t), . . . , bn(t), a1(t), . . . , an(t)]T (10.2)

216
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je vektor neznámých parametr̊u. Dále budeme použ́ıvat vektor neznámých parametr̊u
ai(t), vektor neznámých parametr̊u bi(t) a vektor známých parametr̊u šumu ci(t)

a(t) =


a1(t)

...
an(t)

 , b(t) =


b1(t)

...
bn(t)

 , c(t) =


c1(t)

...
cn(t)

 .
Pozorovatelný kanonický tvar časově proměnného ARMAX modelu je popsaný stavovou
rovnićı

x(t+ 1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)e(t) (10.3)

y(t) = hxx(t) + d(t)u(t) + e(t)

kde

A(t) =



−a1(t) 1 0 0
−a2(t) 0 1 0

...
. . .

−an−1(t) 0 0 1
−an(t) 0 0 0



B(t) = b(t)− b0(t)a(t) =


b1(t)− b0a1

...
bn(t)− b0an

 , C(t) = c(t)− a(t)

hx =
[

1 0 . . . 0
]
, d = b0

Tento tvar stavových rovnic ARMAX modelu budeme použ́ıvat v daľśım odstavci při
odvozeńı stochasticky optimálńıho ř́ızeńı. Model v tomto tvaru neńı ale vhodný pro
současné odhadováńı stav̊u a parametr̊u, protože se v něm vyskytuj́ı součiny těchto
proměnných. Proto stavový model uprav́ıme do tvaru - viz blokové schéma na obr. 10.1.

x(t+1) = Fx(t)− a(t)y(t) + b(t)u(t) + c(t)e(t)

y(t) = x1(t) + b0(t)u(t) + e(t) (10.4)

kde

F =



0 1 0 0
0 0 1 0

...
. . .

0 0 0 1
0 0 0 0


Ve stavové rovnici (10.4) je také výstupńı proměnná y(t), proto v matici systému F nejsou
neznámé parametry. Šum e(t) se vyskytuje ve stavové rovnici i v rovnici výstupńı. Můžeme
proto šum e(t) vyjádřit z výstupńı rovnice a výsledek dosadit do rovnice stavové. Stavový
model se touto úpravou transformuje do tvaru

x(t+1) =
[
F− c(t)hx

]
x(t) + [b(t)− b0(t)c(t)]u(t)− [a(t)− c(t)] y(t)

y(t) = hxx(t) + hθθ(t)u(t) + e(t) (10.5)
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Obrázek 10.1: Pozorovatelný kanonický tvar realizace ARMAX modelu

kde hx je řádkový vektor rozměru n, hx = [ 1, 0, . . . , 0 ] a hθ je řádkový vektor
rozměru (2n+ 1), hθ = [ 1, 0, . . . , 0 ] . T́ım jsme vlastně provedli dekorelaci šumu stavu
a šumu výstupu. Stavová rovnice po této úpravě neńı v̊ubec zat́ıžena šumem.

Pro účely odhadu parametr̊u je třeba mı́t model vývoje parametr̊u. Pokud nemáme
žádnou apriorńı informaci o vývoji parametr̊u, modelujeme jejich vývoj ve tvaru náhodné
procházky

θ(t+1) = θ(t) + ν(t) (10.6)

kde ν(t) ∼ N (0, σ2
eV(t)) je Gauss̊uv b́ılý šum s nulovou středńı hodnotou a známou

normalizovanou kovariančńı matićı V(t). Kovariančńı matici V(t) uvažujeme obvykle pou-
ze s nenulovými diagonálńımi prvky. Jejich velikost je dána naš́ı apriorńı představou o
rychlosti změny parametr̊u.

Pro současné odhadováńı stav̊u a parametr̊u systému zavedeme rozš́ı̌rený stavový vek-
tor složený z vektoru parametr̊u a stav̊u

z(t) =
[

θT (t) xT (t)
]T
.

Potom stavové rovnice rozš́ı̌reného systému vzniknou složeńım stavových rovnic ARMAX
modelu a stavových rovnic vývoje parametr̊u

z(t+1) = F(t)z(t) + G(t)y(t) + ν(t) (10.7)

y(t) = h(t)z(t) + e(t),

kde

F(t) =

[
I2n+1 0
H(t) J(t)

]
, G(t) =

[
0

c(t)

]
, ν(t) =

[
ν(t)
0

]
(10.8)

a kde matice H a J ve stavové matici F a výstupńı řádkový vektor h jsou rovny

H(t) = [−u(t)c(t), u(t)In, −y(t)In]



KAPITOLA 10. STOCHASTICKY OPTIMÁLNÍ ŘÍZENÍ 219

J(t) = F− c(t)hx

h(t) =
[

hθu(t) hx

]
.

Rozš́ı̌rený stavový model v tomto tvaru je vhodný pro současné odhadováńı stav̊u a
parametr̊u systému, nebot’ stavová matice F neobsahuje neznámé parametry. Zvláštnost́ı
rozš́ı̌reného modelu v tomto tvaru je to, že ve stavové rovnici je výstupńı vektor y(t), což
nevad́ı při odhadováńı rozš́ı̌reného stavu (parametr̊u a stavu p̊uvodńıho systému). Matice
systému F(t) záviśı na datech (viz submatice H(t)) a také výstupńı vektor h(t) je závislý
na datech. Systém (10.7) s rozš́ı̌reným stavem je tedy lineárńım nestacionárńım systémem.

10.1.2 Současné odhadováńı stav̊u a parametr̊u
ARMAX modelu

V tomto odstavci odvod́ıme potřebné vztahy pro odhadováńı stav̊u i parametr̊u ARMAX
modelu. Protože je systém ve stavech i parametrech lineárńı, výsledkem je Kalman̊uv filtr
bez aproximaćı.

Předpokládejme, že pozorujeme vstup u(τ) a výstup y(τ) pro τ = 1, . . . , t−1 a naše
znalost parametr̊u a stavu systému založená na množině dat

Dt−1 = {u(1), y(1), . . . , u(t−1), y(t−1)}

je popsána podmı́něnou hustotou

p
(
z(t)|Dt−1

)
= p

([
θ(t)
x(t)

]∣∣∣∣∣ Dt−1

)
(10.9)

Naš́ım problémem je aktualizace znalosti popsané podmı́něnou hustotou pravděpodob-
nosti p (θ(t),x(t)| Dt−1) na podmı́něnou hustotu p (θ(t+1),x(t+1)| Dt) poté, co źıskáme
nová data o vstupu a výstupu {u(t), y(t)}. Výstupńı rovnice (10.7b) definuje podmı́něnou
hustotu

p (y(t)| z(t), u(t)) = p (y(t)|θ(t),x(t), u(t)) . (10.10)

Stavová rovnice (10.7a) rozš́ı̌reného systému definuje podmı́něnou hustotu

p (z(t+1)| z(t), u(t), y(t),V(t)) = p

([
θ(t+1)
x(t+1)

]∣∣∣∣∣ θ(t),x(t), u(t), y(t),V(t)

)
. (10.11)

Řešeńı našeho problému źıskáme následuj́ıćım postupem:

1. Je dána podmı́něná hustota p (z(t)|Dt−1) = p

([
θ(t)
x(t)

]∣∣∣∣∣ Dt−1

)
.

2. Použit́ım výstupńıho modelu ve tvaru podmı́něné hustoty
p (y(t)| z(t), u(t)) urč́ıme vzájemnou podmı́něnou hustotu

p
(
y(t), z(t)| Dt−1, u(t)

)
= p (y(t)| z(t), u(t)) p

(
z(t)| Dt−1, u(t)

)
(10.12)

Přitom využijeme tzv. přirozené podmı́nky ř́ızeńı

p
(
z(t)| Dt−1, u(t)

)
= p

(
z(t)| Dt−1

)
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3. Pomoćı hodnoty výstupu y(t), urč́ıme podmı́něnou hustotu

p
(
z(t)| Dt

)
=
p (y(t), z(t)| Dt−1, u(t))

p (y(t)| Dt−1, u(t))
(10.13)

kde
p
(
y(t)| Dt−1, u(t)

)
=
∫
p
(
y(t), z(t)| Dt−1, u(t)

)
dz(t). (10.14)

T́ım ukonč́ıme datový krok koncepčńıho řešeńı.

4. Použit́ım rozš́ı̌reného stavového modelu vývoje stav̊u a parametr̊u (10.7)

p
(
z(t+1)| z(t),Dt

)
= p (z(t+1)| z(t), u(t), y(t),V(t)) (10.15)

urč́ıme prediktivńı podmı́něnou hustotu

p
(
z(t+1)| Dt

)
=
∫
p
(
z(t+1)| z(t),Dt

)
p
(
z(t)| Dt

)
dz(t) (10.16)

č́ımž ukonč́ıme časový krok koncepčńıho řešeńı.

T́ım jsme provedli koncepčńı řešeńı pr̊uběžného odhadu stav̊u a parametr̊u ARMAX
modelu ve specielńım kanonickém tvaru. Podmı́něnou hustotu stav̊u a parametr̊u (10.9)
jsme źıskali pro inkrementálńı časový index (t+1).

Pokud je podmı́něná hustota pravděpodobnosti (10.9) normálńı, potom všechny před-
choźı podmı́něné hustoty jsou také normálńı. Normalita je zachována (normálńı rozděleńı
se reprodukuje) a proto můžeme použ́ıvat pouze prvńı dva momenty normálńıho rozděleńı,
to znamená, že stač́ı v jednotlivých kroćıch aktualizovat pouze středńı hodnotu a kovar-
iančńı matici.

Uvažujme tedy podmı́něnou hustotu pravděpodobnosti rozš́ı̌reného stavu (parametr̊u
a stavu p̊uvodńıho modelu) ve tvaru

p(z(t)| Dt−1) = p

([
θ(t)
x(t)

]∣∣∣∣∣ Dt−1

)
= N

([
θ̂(t| t−1)
x̂(t| t−1)

]
;σ2

eP(t| t−1)

)
(10.17)

Potom použit́ım výstupńı rovnice (10.7b) źıskáme sdruženou podmı́něnou hustotu

p

([
y(t)
z(t)

]∣∣∣∣∣ Dt−1

)
= p


y(t)θ(t)
x(t)


∣∣∣∣∣∣∣ Dt−1

 = N


ŷ(t| t−1)

θ̂(t| t−1)
x̂(t| t−1)

 ;σ2
ePy

 (10.18)

kde

ŷ(t| t−1) = h(t)ẑ(t| t−1) = [hθu(t), hx]

[
θ̂(t| t−1)
x̂(t| t−1)

]
a

Py =

[
1 + h(t)P(t| t−1)hT (t) h(t)P(t| t−1)

P(t| t−1)hT (t) P(t| t−1)

]
.

Za předpokladu normality podmı́něných hustot spolu s využit́ım vztah̊u pro podmı́něné
hustoty provedeme datový krok Bayesovské rekurze. Podmı́něná normálńı hustota je rovna

p(z(t)|Dt) = p

([
θ(t)
x(t)

]∣∣∣∣∣ Dt

)
= N

([
θ̂(t| t)
x̂(t| t)

]
;σ2

eP(t| t)
)

(10.19)
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kde

θ̂(t| t) = θ̂(t| t−1) + kθε(t| t−1)

x̂(t| t) = x̂(t| t−1) + kxε(t| t−1) (10.20)

ε(t| t−1) = y(t)− ŷ(t| t−1)

a

P(t| t) = P(t| t−1)− P(t| t−1)hT (t)h(t)P(t| t−1)

1 + h(t)P(t| t−1)hT (t)
(10.21)

Kalman̊uv zisk datového kroku kθ(t) a kx(t) je roven

k(t) =

[
kθ(t)
kx(t)

]
=

P(t| t−1)hT (t)

1 + h(t)P(t| t−1)hT (t)

T́ım je proveden datový krok algoritmu. Časový krok provedeme podle stavové rovnice
vývoje složeného stavu (10.7). Prediktivńı podmı́něná hustota je potom rovna

p
(
z(t+1)| Dt

)
= p

([
θ(t+1)
x(t+1)

]∣∣∣∣∣ Dt

)
= N

([
θ̂(t+1| t)
x̂(t+1| t)

]
; σ2

eP(t+1| t)
)

(10.22)

kde

ẑ(t+1| t) =

[
θ̂(t+1| t)
x̂(t+1| t)

]
= F(t)

[
θ̂(t| t)
x̂(t| t)

]
+ G(t)y(t) (10.23)

a

P(t+1| t) = F(t)P(t| t)FT (t) +

[
V(t) 0

0 0

]
(10.24)

Popsaný datový a časový krok uzav́ıraj́ı algoritmus současného odhadováńı stav̊u a parametr̊u
ARMAX modelu v pozorovatelném kanonickém tvaru, přičemž za předpokladu normality
stač́ı aktualizovat pouze středńı hodnoty a kovariančńı matici.

10.1.3 Stochasticky optimálńı ř́ızeńı

V tomto odstavci odvod́ıme stochasticky optimálńı ř́ızeńı pozorovatelné realizace ARMAX
modelu. Vyjdeme z výsledk̊u předchoźıho odstavce a budeme předpokládat, že stav i
parametry modelu jsou náhodné proměnné, při čemž známe jejich podmı́něné středńı
hodnoty a podmı́něné kovariančńı matice.

Pozorovatelný kanonický tvar ARMAX modelu je popsán stavovou rovnićı (10.3)

x(t+ 1) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)e(t)

y(t) = hxx(t) + d(t)u(t) + e(t)

Počátečńı podmı́nky tohoto stavového modelu nemuśı být známy přesně, předpokládáme,
že počátečńı podmı́nka je také náhodná proměnná a známe pouze jej́ı středńı hodnotu a
kovariančńı matici p(x(0)) ∼ N (x̂(0), Px(0)). Naš́ım úkolem bude určit optimálńı ř́ızeńı
u∗(t), které minimalizuje kritérium kvality ř́ızeńı

J = E
{
xT (N)Sx(N) +

N−1∑
t=0

xT (t)Qx(t) + ru2(t)|D
}

(10.25)
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Pozitivně semidefinitńı matice S, Q a nezápornou váhu r použ́ıváme jako ladićı parametry
pro źıskáńı celkově vyhovuj́ıćıch odezev optimálńıho systému. Kritérium kvality ř́ızeńı je
rovno podmı́něné středńı hodnotě, kde v podmı́nce jsou změřená vstupńı a výstupńı data
u(t) a y(t), což je v předchoźım vztahu schematicky naznačeno v podmı́nce jako data D.

Protože data źıskáváme postupně v diskrétńıch časových okamžićıch t, je třeba jed-
notlivé členy v kritériu podmiňovat jinou množinou dat. Proto správný tvar kritéria kvality
ř́ızeńı stochastického systému je roven

J = E
{
xT (N)Sx(N)|DN−1

}
+

N−1∑
t=0

E
{
xT (t)Qx(t) + ru2(t)|u(t),Dt−1

}
(10.26)

Pokud v kritériu středńı hodnotu podmiňujeme jinou množinou dat, dostaneme bud’ nere-
alizovatelný zákon ř́ızeńı nebo nevyuž́ıváme všechna dostupná data a proto ř́ıd́ıme pouze
suboptimálně. Je zřejmé, že kritérium kvality ř́ızeńı je funkćı počátečńıho stavu x(0), který
je náhodnou proměnnou (p(x(0)) ∼ N (x̂(0), Px(0))), počtu krok̊u ř́ızeńı N a posloupnosti
ř́ızeńı u(0) až u(N), proto J = J(x̂(0), Px(0), N, u(0), u(1), . . . , u(N)). Hodnota kritéria
vedle toho záviśı také na vlastnostech šumu procesu (jeho rozptylu) a také na jednotlivých
realizaćıch výstupu y(t), které ovlivňuj́ı pr̊uběžné odhady stav̊u a parametr̊u systému.

Optimálńı hodnota kritéria je tedy rovna

J∗ = min
u(0),...,u(N−1)

[
E
{
xT (N)Sx(N)|u(N),DN−1

}
+ (10.27)

N−1∑
t=0

E
{
xT (t)Qx(t) + ru2(t)|u(t),Dt−1

}]

V [Aström 70] bylo ukázáno, že komutuj́ı operace minimalizace vzhledem k ř́ızeńı a operace
podmı́něné středńı hodnoty. Proto optimálńı kritérium můžeme psát ve tvaru

J∗ = min
u(0)

[
E
{
xT (0)Qx(0) + ru2(0)+ (10.28)

min
u(1)

[
E
{
xT (1)Qx(1) + ru2(1) + . . .

min
u(N−1)

[
E
{
xT (N − 1)Qx(N − 1) + ru2(N − 1)+

E
{
xT (N)Sx(N)|u(N),DN−1

}
|u(N − 1),DN−2

}]
. . . |u(1),D0

}]
|u(0)

}]
Abychom mohli využ́ıt pr̊uběžné odhady stav̊u a parametr̊u, je třeba kritérium poč́ıtat
rekurzivně. Pro źıskáńı rekurzivńıho tvaru kritéria si zavedeme optimálńı funkci VN(x(t), t)

VN(x(t), t) = min
u(t),...,u(N−1)

[
xT (N)Sx(N) +

N−1∑
τ=t

(
xT (τ)Qx(τ) + ru2(τ)

)]

a jej́ı podmı́něnou středńı hodnotu

VN(t) = E
{
VN(x(t), t)|Dt−1

}
=

min
u(t),...,u(N−1)

[
E
{
xT (N)Sx(N)|DN−1

}
+

N−1∑
τ=t

E
{
xT (τ)Qx(τ) + ru2(τ)|u(τ),Dτ−1

}]
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Optimálńı funkce VN(x(t), t) je rovna hodnotě kritéria při počátečńım čase τ = t, proto je
funkćı stavu v čase t, který je ale náhodnou proměnnou. My známe podmı́něnou středńı
hodnotu a podmı́něnou kovariančńı matici této náhodné proměnné, kde v podmı́nce jsou
dostupná data (to je stará data a současný vstup) p(x(t)|u(t),Dt−1) ∼ N (x̂(t|t−1), P(t|t−
1)). Při tom jsme užili obvyklého značeńı x̂(t|τ) pro odhad stavu v čase t podmı́něném
znalost́ı dat až do času τ . Proto VN(.), což je podmı́něná středńı hodnota optimálńı funkce
VN(.), je pro pevný koncový čas N závislá na podmı́něné středńı hodnotě a kovariančńı
matici stavu

V (t) = V (x̂(t|t−1), P(t|t−1), t).

V čase t = 0 je VN(0) rovno optimálńı hodnotě zvoleného kritéria kvality ř́ızeńı (10.27).
Optimálńı funkci VN(t) můžeme poč́ıtat rekurzivně

VN(t) = min
u(t)

E
{
xT (t)Qx(t) + ru2(t) + VN(x(t+ 1), t+ 1)|u(t),Dt−1

}
(10.29)

s počátečńı (resp. koncovou) podmı́nkou

VN(N) = E
{
xT (N)Sx(N)|u(N),DN−1

}
=

x̂T (N |N − 1) S x̂(N |N − 1) + tr [SP(N |N−1)] .

Připomeňme, že tr(A) je stopa matice rovná součtu diagonálńıch prvk̊u. Zde využijeme
toho, že stopa součinu matic je komutativńı. Abychom podmı́něnou středńı hodnotu v
(10.29) vypočetli, muśıme v VN(x(t+1), t+1) dosadit za stav x(t+1) ze stavové rovnice
systému x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ce(t).

Protože kritérium je kvadratické a systém je lineárńı, má středńı hodnota optimálńı
funkce kvadratický tvar

VN(t) = x̂T (t|t− 1)G(t)x̂(t|t− 1) + γT (t)x̂(t|t− 1) + g(t) (10.30)

kde G(t) je zat́ım neznámá maticová posloupnost, γ(t) je neznámá vektorová posloupnost
a g(t) je také zat́ım neznámá posloupnost. Ze vztahu pro koncovou podmı́nku optimálńı
funkce okamžitě plynou koncové podmı́nky

G(N) = S, γ(N) = 0, g(N) = tr [SP(N |N−1)] .

Pro výpočet optimálńıho ř́ızeńı u∗(t) provedeme minimalizaci v (10.29). Plat́ı následuj́ıćı
jednoduché úpravy

VN(t) = min
u(t)

E
{
xT (t)Qx(t) + ru2(t) + VN(x(t+ 1), t+ 1)| u(t),Dt−1

}
= min

u(t)
E
{
xT (t)Qx(t) + ru2(t)+

(A(t)x(t)+B(t)u(t)+C(t)e(t))T G(t+1) (A(t)x(t)+B(t)u(t)+C(t)e(t))

+γT (t+ 1) (A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)e(t)) + g(t+ 1)| u(t),Dt−1
}

= min
u(t)

E
{
u(t)

[
r + BT (t)G(t+ 1)B(t)

]
u(t)+

u(t)
[
BT (t)G(t+ 1) (A(t)x(t) + C(t)e(t)) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

]
+
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[
1

2
BT (t)γ(t+ 1) +

(
xT (t)AT (t) + e(t)CT (t)

)
G(t+ 1)B(t)

]
u(t) +

xT (t)
[
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

]
x(t) +

xT (t)AT (t)G(t+ 1)C(t)e(t) + e(t)CT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t) + γT (t+ 1) [A(t)x(t) + C(t)e(t)] +

g(t+ 1) |u(t),Dt−1
}

Nyńı naznač́ıme výpočet podmı́něné středńı hodnoty jednotlivých člen̊u v předchoźım
výrazu

VN(t) = min
u(t)

[
E
{
xT (t)

(
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

)
x(t)

}
+ (10.31)

u(t)
(
r + E

{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

})
u(t) +

E
{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)B(t) +

1

2
γT (t+ 1)B(t)

}
u(t) +

u(t)E
{
BT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

}
+

γT (t+ 1) E {A(t)x(t)}+

E
{
e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t) + γT (t+ 1)C(t)e(t)

}
+ g(t+ 1)

]
kde všechny podmı́něné středńı hodnoty jsou podmı́něny daty (u(t),Dt−1). Tuto podmı́ně-
nost budeme v daľśıch výrazech předpokládat a nebudeme ji pro jednoduchost vždy
uvádět. Zat́ım nebudeme provádět výpočet podmı́něné středńı hodnoty předchoźıch výra-
z̊u, poznamenejme zde pouze, že v předchoźıch výrazech se vyskytuj́ı součiny tř́ı a čtyř
náhodných proměnných a proto při výpočtu jejich středńı hodnoty budeme potřebovat
třet́ı a čtvrté momenty jejich rozděleńı. To v př́ıpadě normálńıho rozděleńı nebude nepřeko-
natelný problém.

Minimalizaci předchoźıho výrazu provedeme doplněńım na úplný čtverec. Plat́ı

VN(t) = min
u(t)

[
(u(t)− u∗(t))T

(
r + E

{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

})
(u(t)− u∗(t))

+E
{
xT (t)

(
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

)
x(t)

}
+

E
{
e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t) + γT (t+ 1)Ce(t)

}
+ g(t+ 1) +

γT (t+ 1) E {A(t)x(t)} − u∗(t)
(
r + E

{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

})
u∗(t)

]
Porovnáńım lineárńıch člen̊u dostaneme

−uT (t)
[
r + E

{
BTG(t+ 1)B

}]
u∗(t) =

uT (t)
[
E
{
BT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

}]
Odtud plyne optimálńı ř́ızeńı

u∗(t) = −
[
r + E

{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

}]−1
× (10.32)

× E
{
BT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

}
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kde opět naznačené středńı hodnoty jsou podmı́něny daty (u(t),Dt−1). Optimálńı ř́ızeńı
podle předchoźıho vztahu dosad́ıme do optimálńı funkce a dostaneme vztahy pro výpočet
maticové posloupnosti G(t), vektorové posloupnosti γ(t) a posloupnosti g(t).

VN(t) = x̂T (t|t− 1)G(t)x̂(t|t− 1) + γT (t)x̂T (t|t− 1) + g(t) = (10.33)

E
{
e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t) + γT (t+ 1)C(t)e(t)

}
+ g(t+ 1) +

E
{
xT (t)

(
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

)
x(t)

}
−

E
{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)B(t) +

1

2
γT (t+ 1)B(t)

}(
r + E

{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

})−1
×

E
{
BT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

}
+ γT (t+ 1) E {A(t)x(t)}

Z předchoźıho vztahu dostaneme rekurentńı vztahy pro výpočet maticové posloupnosti
G(t), vektorové posloupnosti γ(t) a posloupnosti g(t) až po výpočtu podmı́něných střed-
ńıch hodnot v předchoźıch výrazech. Těmto výpočt̊um věnujeme celý následuj́ıćı odstavec.

10.1.4 Středńı hodnoty součinu závislých náhodných veličin

Momenty centrovaných náhodných veličin můžeme vypoč́ıst pomoćı charakteristické funk-
ce náhodné veličiny. Charakteristická funkce ϕ(t) náhodné veličiny x s hustotou pravdě-
podobnosti p(x) je definována vztahem

ϕ(t) =
∫ ∞

−∞
ejtxp(x)dx (10.34)

Existuje-li k-tý moment, potom jej můžeme poč́ıtat podle vztahu

E
{
xk
}

=
1

jk
ϕ(k)(0) (10.35)

kde ϕ(k)(0) je k-tá derivace charakteristické funkce podle proměnné t poč́ıtaná v bodě
t = 0.

V př́ıpadě náhodného vektoru x s normálńım rozděleńım se středńı hodnotou x̂ = ν a
kovarianćı P je charakteristická funkce ϕ(t) rovna

ϕ(t) = e(jt
Tν− 1

2
tTPt). (10.36)

Vyšš́ı momenty můžeme pak poč́ıtat podle vztahu

j(r1+r2+...+rn)E {xr1
1 , . . . , x

rn
n } =

∂

∂tr1
1 . . . ∂trn

n

ϕ(t)

∣∣∣∣∣
t=0

. (10.37)

Použit́ım symbolických výpočt̊u vypočteme podle předchoźıho vztahu středńı hodnotu
součinu čtyř centrovaných náhodných veličin x1 až x4. Plat́ı

E {x1 x2 x3 x4} = P12 P34 + P13 P24 + P14 P23
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a podobně

E
{
x2

1 x
2
2

}
= P11 P22 + 2 P 2

12

E
{
x2

1 x2 x3

}
= P12 P23 + 2 P12 P13

Uvažujme nyńı závislé náhodné veličiny x, y, z, w, které maj́ı normálńı rozděleńı, pak

p



x
y
z
w


 = N



x̂
ŷ
ẑ
ŵ

 ;


Pxx Pxy Pxz Pxw

Pyx Pyy Pyz Pyw

Pzx Pzy Pzz Pzw

Pwx Pwy Pwz Pww


 (10.38)

Potom plat́ı pro necentrované středńı hodnoty součinu proměnných následuj́ıćı vztahy

E {x y} = x̂ ŷ + Pxy (10.39)

E {x y z} = x̂ ŷ ẑ + x̂ Pyz + ŷ Pxz + ẑ Pxy

E {x y z w} = x̂ ŷ ẑ ŵ + x̂ ŷ Pzw + x̂ ẑ Pyw + x̂ ŵ Pyz + ŷ ẑ Pxw +

ŷ ŵ Pxz + ẑ ŵ Pxy + Pxy Pzw + Pxz Pyw + Pxw Pyz

Podobně plat́ı

E
{
x2 y2

}
= x̂2 ŷ2 + x̂2 Pyy + ŷ2 Pxx (10.40)

+4 x̂ ŷ Pxy + 2 P 2
xy + Pxx Pyy

E
{
x2 y z

}
= x̂2 ŷẑ + 2 x̂ ŷ Pzx + 2 x̂ ẑ Pyx + x̂2 Pyz + ŷ ẑ Pxx

+Pxx Pyz + 2 Pxy Pxz

Předchoźı vztahy snadno dokážeme, naṕı̌seme-li každou náhodnou proměnnou ve tvaru
x = x̂+ x̃, kde x̂ je středńı hodnota náhodné proměnné x a x̃ je jej́ı odchylka od středńı
hodnoty (která má samozřejmě nulovou středńı hodnotu). Pak plat́ı

E {x y} = E {(x̂+ x̃) (ŷ + ỹ)} = x̂ ŷ + E {x̃ ỹ} = x̂ ŷ + Pxy

Podobně

E {x y z} = E {(x̂+ x̃) (ŷ + ỹ) (ẑ + z̃)}
= x̂ ŷ ẑ + x̂ E {ỹ z̃}+ ŷ E {x̃z̃}+ ẑ E {x̃ỹ}+ Pxyz

= x̂ ŷ ẑ + x̂ Pyz + ŷ Pxz + ẑ Pxy

protože třet́ı moment Pxyz nazývaný šikmost rozděleńı je u normálně rozdělených veličin
nulový. Podobně poč́ıtáme středńı hodnotu součinu čtyř normálně rozdělených veličin.
Plat́ı

E {x y z w} = E {(x̂+ x̃) (ŷ + ỹ) (ẑ + z̃) (ŵ + w̃)}
= x̂ ŷ ẑ ŵ + x̂ ŷ E {z̃w̃}+ x̂ ẑ E {ỹw̃}+ x̂ ŵ E {ỹz̃}+

ŷ ẑ E {x̃w̃}+ ŷ ŵ E {x̃z̃}+ ẑ ŵ E {x̃ỹ}+ E {x̃ỹz̃w̃}
= x̂ ŷ ẑ ŵ + x̂ ŷ Pzw + x̂ ẑ Pyw + x̂ ŵ Pyz + ŷ ẑ Pxw +

+Pxy Pzw + Pxz Pyw + Pxw Pyz
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kde jsme opět využili toho, že prvńı i třet́ı moment centrovaných normálńıch veličin je
nulový.

Obdobně vypočteme středńı hodnotu matice

E
{
xyaaT

}
= x̂ŷââT + x̂âPya + x̂Payâ

T + ŷâPxa + ŷPaxâ
T +

ââTPxy + x̂ŷPaa + PaaPxy + PayPxa + PaxPya

kde x, y jsou skalárńı náhodné veličiny, a je náhodný vektor. Všechny veličiny jsou
vzájemně závislé a jejich závislost je vyjádřena vzájemnými kovariancemi.

Tyto vztahy využijeme při výpočtu optimálńıho ř́ızeńı a tomuto problému věnujeme
následuj́ıćı odstavec.

10.1.5 Výpočet optimálńıho ř́ızeńı

Ve vztahu (10.32) pro optimálńı ř́ızeńı při respektováńı neurčitosti ve stavech i parame-
trech a ve vztahu pro optimálńı funkci (10.33) se vyskytuj́ı středńı hodnoty následuj́ıćıch
výraz̊u

E
{
e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t)

}
;

E
{
γT (t+ 1)A(t)x(t) + γT (t+ 1)C(t)e(t)

}
;

E
{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

}
;

E
{
xT (t)

(
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

)
x(t)

}
;

E
{
BT (t)G(t+ 1)A(t)x(t) +

1

2
BT (t)γ(t+ 1)

}
;

E
{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)B(t) +

1

2
γT (t+ 1)B(t)

}
.

Je zřejmé, že posledńı dva výrazy jsou pouze transpozićı jeden druhého. S použit́ım vz-
tah̊u odvozených v předchoźım odstavci budeme poč́ıtat uvedené středńı hodnoty součinu
náhodných vektor̊u a matic. Při tom parametry θ(t) ARMAX modelu jsou složeny z ko-
eficient̊u bi(t) a ai(t). Dále pro jednoduchost budeme vynechávat argument času t. Plat́ı

θT =
[
b0 b1 . . . bn a1 . . . an

]
=
[
b0 bT aT

]
(10.41)

Složený vektor parametr̊u a stav̊u z =
[

θT , xT
]T

má normálńı rozděleńı

p

([
θ
x

])
= p



b0
b
a
x


 = N



b̂0
b̂
â
x̂

 ;


Pb0b0 Pb0b Pb0a Pb0x

Pbb0 Pbb Pba Pbx

Pab0 Pab Paa Pax

Pxb0 Pxb Pxa Pxx


 . (10.42)

Připomeňme, že vektor B = (b− b0 a), vektor C = (c− a) a součin matice systému A s
vektorem stavu x můžeme vyjádřit ve tvaru

Ax = w − ax1 (10.43)
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kde vektor w je roven

w =
[
x2 . . . xn 0

]T
Zřejmě plat́ı

x1 = hxx = xThT
x , w = Fx (10.44)

kde

hT
x =



1
0
...
0
0

 ; F =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

...
. . .

0 0 0 1
0 0 0 . . . 0


Nyńı budeme poč́ıtat středńı hodnoty jednotlivých výraz̊u. Plat́ı

E
{
e(t)CT (t)G(t+ 1)C(t)e(t)

}
= tr

[
G(t+ 1)E

{
C(t)e2(t)CT (t)

}]
= tr

[
G(t+ 1)E

{
(c− a) e2(t) (c− a)T

}]
= tr

[
G(t+ 1)

(
σ2

eĈĈ
T

+ σ2
ePaa

)]
= σ2

eĈ
T
G(t+ 1)Ĉ + σ2

e tr [G(t+ 1)Paa] (10.45)

kde všechny podmı́něné středńı hodnoty a podmı́něné kovariance maj́ı argument (t|t−1),
jsou to tedy odhady v čase t, podmı́něné daty až do času t− 1. Tyto argumenty budeme
dále pro jednoduchost vynechávat. Zde jsme použili následuj́ıćı úpravy

E
{
(c− a) eeT (c− a)T

}
=

E
{
ceeTcT − aeeTcT − ceeTaT + aeeTaT

}
=

cPec
T − âPec

T − cPeâ
T + âPeâ

T + PePaa

Předchoźı výpočet byl jednoduchý, protože šum e(t) je skalárńı veličina s rozptylem σ2
e =

Pe a šum e(t) nav́ıc neńı korelovaný s parametry i stavy v čase t. Výraz (σ2
e tr [G(t+ 1)Paa])

představuje zvýšeńı kritéria vlivem nejistoty v parametrech. Pro středńı hodnotu daľśıho
výrazu plat́ı

E
{
γT (t+ 1) (A(t)x(t) + C(t)e(t))

}
= γT (t+ 1)

(
Âx̂−Pax1

)
(10.46)

Podobně budeme poč́ıtat středńı hodnotu daľśıho výrazu. Plat́ı

E
{
xT (t)

(
Q + AT (t)G(t+ 1)A(t)

)
x(t)

}
=

E
{
xT (t)Qx(t)

}
+ E

{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)A(t)x(t)

}
Prvńı člen na pravé straně spočteme snadno

E
{
xTQx

}
= E

{
tr
[
QxxT

]}
= x̂TQx̂ + tr [QPxx]

kde druhý člen na pravé straně opět zvyšuje pouze hodnotu kritéria vlivem nejistoty ve
znalosti stavu a nemá vliv na ř́ızeńı. Podobně

E
{
xT (t)ATG(t+ 1)Ax(t)

}
= tr

(
G E

{
AxxTAT

})
= tr

[
G E

{
(w − ax1) (w − ax1)

T
}]
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Středńı hodnotu v předchoźım výrazu spočteme podle následuj́ıćıch vztah̊u

E
{
AxxTAT

}
=

E
{
x2

1aa
T −waTx1 − awTx1 + wwT

}
Zřejmě plat́ı

E
{
wwT

}
= ŵŵT + Pww

E
{
waTx1

}
= ŵâT x̂1 + x̂1Pwa + ŵPx1a + Pwx1 â

T

E
{
awTx1

}
= âŵT x̂1 + x̂1Paw + âPx1w + Pax1ŵ

T

E
{
x2

1aa
T
}

= x̂2
1ââ

T + x̂2
1Paa + 2x̂1âPx1a + 2x̂1Pax1 â

T +

ââTPx1x1 + Px1x1Paa + 2 Pax1Px1a

Potom je hledaná středńı hodnota

E
{
xT (t)ATG(t+ 1)Ax(t)

}
= x̂T Â

T
GÂx̂ +

tr
[
G
(
4 x̂1âPx1a + x̂2

1Paa + ââTPx1x1 + Px1x1Paa + 2 Pax1Px1a

−âPx1w −Pwx1 â
T −Pax1ŵ

T − ŵPx1a − x̂1(Paw + Pwa) + Pww

)]
Po úpravě dostaneme

E
{
xT (t)ATG(t+ 1)Ax(t)

}
= x̂T Â

T
GÂx̂ +

x̂2
1 tr [GPaa] + x̂1 (4 Px1aGâ− tr [G (Pwa + Paw)])− 2 Px1aGŵ +

−2 Px1wGâ + Px1x1

(
âTGâ + tr [GPaa]

)
+ 2 Px1aGPax1 + tr [GPww]

Všechny členy kromě prvńıho pouze zvyšuj́ı kritérium vlivem nejistoty a nemaj́ı vliv na
optimálńı ř́ızeńı. Pomoćı vektoru hx a matice A vyjádř́ıme předchoźı výraz jako součet
kvadratické a lineárńı formy v x̂ a absolutńıho členu

E
{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)A(t)x(t)

}
= x̂T

(
Â

T
GÂ + hx tr [GPaa]h

T
x

)
x̂ +(

2 Px1aG
(
âhT

x −A
)
− tr [G (Pwa + Paw)]hT

x

)
x̂ + ω1(t+ 1)

= x̂TΩ1(t+ 1)x̂ + ΩT
2 (t+ 1)x̂ + ω1(t+ 1)

kde pomocná posloupnost ω1(t+ 1) je rovna

ω1(t+ 1) = −2 Px1wGâ + Px1x1

(
âTGâ + tr [GPaa]

)
+

2 Px1aGPax1 + tr [GPww] .

a význam matice Ω1(t+ 1) a vektoru Ω2(t+ 1) je patrný z předchoźıho vztahu. Podobně
uprav́ıme daľśı člen, který již ale ovlivňuje optimálńı ř́ızeńı. Plat́ı

E
{
BT (t)G(t+ 1)B(t)

}
= tr

[
G(t+ 1) E

{
BBT

}]
(10.47)
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Při tom
BBT = (b− b0a) (b− b0a)T = bbT − b0ab

T − b0baT + b20aa
T

a proto

E
{
BBT

}
= B̂B̂

T
+ Pbb − âPb0b −Pbb0 â

T −Pab0b̂
T − b̂Pb0a −

b̂0 (Pab + Pba) + 2 b̂0âPb0a + 2 b̂0Pab0 â
T + b̂20Paa +

ââTPb0b0 + Pb0b0Paa + 2 Pab0Pb0a

Hledaná středńı hodnota je tedy

E
{
BTG(t+ 1)B

}
= B̂

T
G(t+ 1)B̂ +

tr
[
G
(
Pbb − âPb0b −Pbb0 â

T −Pab0b̂
T − b̂Pb0a − b̂0 (Pab + Pba) +

2 b̂0âPb0a + 2 b̂0Pab0 â
T + b̂20Paa + ââTPb0b0 + Pb0b0Paa + 2 Pab0Pb0a

)]
Po úpravě

E
{
BTG(t+ 1)B

}
= B̂

T
G(t+ 1)B̂ +

Pb0b0

(
âTGâ + tr [GPaa]

)
+ 4 b̂0Pb0aGâ + 2 Pb0aGPab0 + tr [GPbb] +

−2 Pb0bGâ− 2Pb0aGb̂− b̂0 tr [G (Pab + Pba)]

= B̂
T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

kde pomocná posloupnost ω2(t+ 1) je zřejmá z předchoźıho vztahu. Podobně vypočteme
posledńı výraz

E
{
xT (t)AT (t)G(t+ 1)B(t)

}
= tr

[
G(t+ 1) E

{
B(t)xT (t)AT (t)

}]
E
{

1

2
γT (t+ 1)B(t)

}
=

1

2
γT (t+ 1)

(
B̂−Pab0

)
(10.48)

Opět upravujeme (s vynecháńım všech argument̊u)

E
{
BxTAT

}
= E

{
(b− b0a)

(
wT − x1a

T
)}

=

= E
{
−x1baT + bwT − b0aw

T + b0x1aa
T
}

=

= −
(
x̂1b̂âT + x̂1Pba + b̂Px1a + Pbx1 â

T
)

+
(
b̂ŵT + Pbw

)
+

−
(
b̂0âŵ

T + b̂0Paw + âPb0w + Pab0ŵ
T
)

+(
b̂0x̂1ââ

T + b̂0âPx1a + b̂0Pax1 â
T + x̂1âPb0a + x̂1Pab0 â

T +

ââTPb0x1 + x̂1b̂0Paa + PaaPb0x1 + Pax1Pb0a + Pab0Px1a

)
kde středńı hodnoty jednotlivých výraz̊u jsou pro snadněǰśı orientaci v závorkách. Po
dosazeńı a úpravě dostaneme

E
{
xTATG(t+ 1)B

}
= x̂T Â

T
GB̂ +

−x̂1 tr [GPba]−Px1aGb̂− âTGPbx1 + tr [GPbw]− b̂0 tr [GPaw]−
Pb0wGâ− ŵTGPab0 + 2 b̂0Px1aGâ + 2 x̂1Pb0aGâ +

Pb0x1 â
TGâ + tr [GPaa]

(
x̂1b̂0 + Pb0x1

)
+ 2 Pb0aGPax1
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Předchoźı středńı hodnotu vyjádř́ıme ve tvaru lineárńı formy v x̂. Po úpravě dostaneme

E
{
xTATG(t+ 1)B +

1

2
γTB

}
= x̂T Ω3(t+ 1) + ω3(t+ 1) (10.49)

kde

Ω3(t+ 1) = Â
T
G
(
B̂−Pab0

)
+hx

(
−tr [GPba] + Pb0aGâ + b̂0tr [GPaa]

)
ω3(t+ 1) = −Px1aGb̂− âTGPbx1 + tr [GPbw]− b̂0 tr [GPaw]

−Pb0wGâ + 2 b̂0Px1aGâ + Pb0x1 â
TGâ +

tr [GPaa]Pb0x1 + 2 Pb0aGPax1 +
1

2
γT (t+ 1)

(
B̂−Pab0

)
Po dosazeńı do (10.32) dostaneme výsledný vztah pro optimálńı ř́ızeńı

u∗(t) = −
[
r + B̂

T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

]−1

×

×
(
ΩT

3 (t+ 1) x̂(t|t− 1) + ω3(t+ 1)
)

Po dosazeńı do (10.33) dostaneme

VN(t) = x̂T (t|t− 1)G(t)x̂(t|t− 1) + γT (t)x̂(t|t− 1) + g(t)

σ2
e

[
ĈG(t+ 1)Ĉ + tr (G(t+ 1)Paa)

]
+ γT (t+ 1)

(
Âx̂−Pax1

)
+

g(t+ 1) + x̂TQx + x̂TΩ1(t+ 1)x̂ + ΩT
2 (t+ 1)x̂ + ω1(t+ 1)−(

x̂T Ω3(t+ 1) + ω3(t+ 1)
) [
r + B̂

T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

]−1

(
ΩT

3 (t+ 1) x̂ + ω3(t+ 1)
)

Odtud

G(t) = Q + Â
T
G(t+ 1)Â + tr(G(t+ 1)Paa)hhT −

Ω3(t+ 1)
[
r + B̂

T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

]−1

ΩT
3 (t+ 1)

γ(t) =
(
hâT − Â

T
)

G(t+ 1)Pax1 − tr [G(t+ 1) (Pwa + Paw)]h +

Â
T
γ(t+ 1) + 2 Ω3(t+ 1)

[
r + B̂

T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

]−1

ω3(t+ 1)

g(t) = g(t+ 1)− 2Px1wG(t+ 1)â +

Px1x1

(
âTG(t+ 1)â + tr (G(t+ 1)Paa)

)
+

2Px1aG(t+ 1)Pax1 + tr (G(t+ 1)Pww) + tr (QPxx) +

σ2
e

[
ĈG(t+ 1)Ĉ + tr (G(t+ 1)Paa)

]
− γT (t+ 1)Pax1 +

ω3(t+ 1)
[
r + B̂

T
G(t+ 1)B̂ + ω2(t+ 1)

]−1

ω3(t+ 1)

kde okrajové podmı́nky jsou

G(N) = S, γ(N) = 0, g(N) = tr [SP(N |N−1)] .
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V předchoźıch výrazech jsme odvodili opatrné strategie stochasticky optimálńıho
ř́ızeńı ARMAX modelu, které operuj́ı pouze na měřitelných vstupńıch a výstupńıch
datech. Tyto strategie využ́ıvaj́ı všechny neurčitosti odhad̊u. Jsou použitelné pouze pro
konečnou dobu ř́ızeńı, protože vlivem neurčitost́ı hodnota kritéria roste nade všechny meze
s rostoućı dobou ř́ızeńı.

Pokud v předchoźıch výrazech pro optimálńı ř́ızeńı ignorujeme neurčitosti odhadu
stav̊u a parametr̊u (zanedbáme všechny kovariančńı matice stav̊u a parametr̊u), dostaneme
d̊uvěřivé strategie stochasticky optimálńıho ř́ızeńı - strategie optimálńı podle tzv.
určitostńıho principu. Ani tyto strategie nelze použ́ıt bez úpravy pro nekonečnou dobu
ř́ızeńı.

10.2 Stochasticky optimálńı ř́ızeńı ARX modelu

Na rozd́ıl od obecněǰśıho ARMAX modelu má model ARX jednodušš́ı vliv šumu na
vývoj výstupu. Zvoĺıme neminimálńı realizaci ARX modelu, v ńıž je stav systému roven
měřitelným posunutým hodnotám vstupu a výstupu. Proto v tomto modelu je třeba
odhadovat pouze jeho parametry. T́ım se lǐśı následuj́ıćı odvozeńı od předchoźıho př́ıpadu.

10.2.1 ARX model

Vztahy mezi vstupem a výstupem jednorozměrového ARX modelu (autoregresńıho mod-
elu s exterńım vstupem) jsou popsány diferenčńı rovnićı

y(t) =
n∑

i=1

ai(t)y(t− i) +
n∑

j=0

bj(t)u(t− j) + e(t) (10.50)

kde y(t) je výstup systému, u(t) je jeho vstup, ai, bj jsou parametry systému a e(t) =
N (0, σ2

e) je šum měřeńı výstupu. Zavedeme si vektor parametr̊u θ(t) a vektor posunutých
vstup̊u a výstup̊u systému z(t) podle následuj́ıćıho předpisu

θ(t) =
[
b0(t) a1(t) b1(t) a2(t) b2(t) . . . an(t) bn(t)

]T
z(t) =

[
u(t) y(t− 1) u(t− 1) . . . y(t− n) u(t− n)

]T
Pomoćı takto zavedených vektor̊u můžeme psát diferenčńı rovnici systému v následuj́ıćım
jednoduchém tvaru

y(t) = zT (t)θ(t) + e(t) (10.51)

10.2.2 Odhadováńı parametr̊u ARX modelu

Rovnice (10.51) je výstupńı rovnićı, ve které vektor neznámých parametr̊u θ(t) můžeme
formálně považovat za stavový vektor systému a známý vektor dat zT (t) můžeme považovat
za výstupńı matici systému.

Protože neznáme parametry systému (nyńı vlastně jeho stavy), můžeme jejich vývoj
modelovat formálńı stavovou rovnićı

θ(t+ 1) = θ(t) (10.52)
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Předpokládáme tedy sice neznámé, ale konstantńı parametry systému a ještě nav́ıc před-
pokládáme, že známe rozptyl σ2

e šumu e(t).

Stavy (vlastně parametry) takového systému můžeme odhadovat Kalmanovým fil-
trem. Zavedeme obvyklé značeńı odhadu parametr̊u θ̂(t, τ), což je odhad (středńı hodnota
odhadu) parametr̊u v čase t podmı́něný daty až do času τ . Stejným zp̊usobem označ́ıme
i kovariančńı matici odhadu jako Pθ(t, τ).

Kalman̊uv filtr se skládá z predikčńıho a filtračńıho kroku. Protože model vývoje stavu
(parametr̊u) je zde tak jednoduchý, je predikčńı krok pouze formálńı θ̂(t+ 1, t) = θ̂(t, t)
a podobně pro kovarianci, neńı třeba v tomto př́ıpadě u odhad̊u psát dva indexy. Plat́ı
tedy, že θ̂(t) je odhad parametru (v čase t nebo t+ 1) podmı́něný daty až do času t.

Pro odhad parametr̊u ARX modelu plat́ı tedy jednoduché vztahy pro podmiňováńı

θ̂(t) = θ̂(t− 1) + Pθy(t− 1)P−1
y (t− 1) [y(t)− ŷ]

ŷ(t) = zT (t)θ̂(t− 1) (10.53)

Pθ(t) = Pθ(t− 1)−Pθy(t− 1)P−1
y (t− 1)Pyθ(t− 1)

Vzájemná kovariance mezi stavy a výstupem je Pθy(t − 1) = Pθ(t − 1)z(t) a rozptyl
výstupu źıskáme ze stavové rovnice, pak Py(t− 1) = zT (t)Pθ(t− 1)z(t) + σ2

e .

Zavedeme si ještě normalizované kovariance Rθ(t) =
Pθ(t)

σ2
e

. Potom po úpravě dostaneme

výsledné vztahy pro středńı hodnoty a normalizované kovariance odhadu parametr̊u ARX
modelu

θ̂(t) = θ̂(t− 1) +
Rθ(t− 1)z(t)

1 + zT (t)Rθ(t− 1)z(t)

[
y(t)− zT (t)θ̂(t− 1)

]
Rθ(t) = Rθ(t− 1)− Rθ(t− 1)z(t)zT (t)Rθ(t− 1)

1 + zT (t)Rθ(t− 1)z(t)
(10.54)

Odhad parametr̊u provád́ıme tedy sekvenčně na základě změřených dat (vstup̊u a výstup̊u
systému). Výpočet startujeme z apriorńıch odhad̊u θ̂(0) = θ̂0 a Rθ(0), které vyjadřuj́ı naše
počátečńı nebo apriorńı znalosti (znalosti, které nejsou založeny na datech).

10.2.3 Stavové rovnice ARX modelu

Pro účely ř́ızeńı ARX modelu zavedeme stavové rovnice ARX modelu v poněkud jiném
tvaru než byly stavové rovnice ARX modelu pro účely odhadováńı parametr̊u.

Výstupńı rovnici (10.51) budeme psát ve tvaru

y(t) = C(t)x(t) + d(t)u(t) + e(t) (10.55)

kde vektor stav̊u je roven starým hodnotám vstupu a výstupu ARX modelu

x(t) =
[
y(t− 1) u(t− 1) y(t− 2) u(t− 2) . . . y(t− n) u(t− n)

]T
Pro takto zavedený vektor stav̊u jsou výstupńı matice C a d rovny

C =
[
a1(t) b1(t) a2(t) b2(t) . . . an(t) bn(t)

]
d = b0
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Výstupńı matice C a skalár d souvisej́ı s dř́ıve zavedeným vektorem parametr̊u ARX

modelu θ =
[
d C

]T
. Protože stavy jsou posunuté vstupy a výstupy systému, můžeme

jejich vývoj vyjádřit stavovou rovnićı

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ey(t) (10.56)

kde matice A, B a E jsou rovny

A =



0 0 . . . 0 0 0
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
. . . . . .
0 0 . . . 1 0 0


, B =



0
1
0
0
. . .
0


, E =



1
0
0
0
. . .
0


Protože stavová rovnice (10.56) obsahuje výstupńı proměnnou y(t), dosad́ıme (10.55) do
stavové rovnice (10.56) a dostaneme stavovou rovnici v obvyklém tvaru

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ee(t) (10.57)

kde matice A a B jsou rovny

A = A + EC =



a1 b1 . . . bn−1 an bn
0 0 . . . 0 0 0
1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
. . . . . .
0 0 . . . 1 0 0


, B = B + Ed =



b0
1
0
0
. . .
0


Do prvńıch řádk̊u matic A a B se okoṕırovaly parametry systému. Parametry systému
jsou tedy pouze v prvńıch řádćıch matic A a B a parametry systému tvoř́ı také výstupńı
vektor C a skalár d.

10.2.4 Opatrné strategie ARX modelu

Nejprve uvedeme bez podrobněǰśıho odvozeńı výsledky optimálńıho ř́ızeńı stochastického
systému za předpokladu, že neurčitost je pouze v parametrech systému. Stochastický
systém budeme uvažovat ve tvaru

x(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ee(t) (10.58)

y(t) = Cx(t) + du(t) + e(t)

Předpokládáme, že šum e(t) je stacionárńı b́ılá posloupnost s normálńım rozděleńım s
nulovou středńı hodnotou a rozptylem σ2

e , čili e(t) ∼ N (0, σ2
e). Můžeme předpokládat, že

počátečńı podmı́nka x(0) je také náhodná proměnná, nezávislá na šumu e(t), se středńı
hodnotou µx0 a kovarianćı Px0, pak tedy x(0) ∼ N (µx0,Px0). Předpokládáme úplnou
znalost stavu systému.
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Budeme opět hledat optimálńı ř́ızeńı, které minimalizuje kvadratické kritérium kvality
ř́ızeńı ve tvaru

J = E
{
y(N)syy(N) +

N−1∑
t=0

y(t)qyy(t) + ruu
2(t)

}
(10.59)

V kritériu kvality ř́ızeńı nyńı váž́ıme výstup systému (a ne jeho stav).

Poznámka: V kritériu kvality ř́ızeńı se obvykle v koncovém čase t = N váž́ı stav a
ne pouze výstup systému. T́ım se pro N → ∞ zaruč́ı stabilita celého zpětnovazebńıho
obvodu. Protože stavy neminimálńı realizace ARX modelu jsou pouze posunuté vstupy a
výstupy, tak vážeńım koncového stavu v kritériu bychom v tomto př́ıpadě nic neźıskali.

2

Pro řešeńı této úlohy dynamickým programováńım si zavedeme optimálńı funkci
V (x(t), t), která je opět rovna optimálńı hodnotě kritéria kvality ř́ızeńı při obecném
počátečńım stavu x(t) a počátečńım čase t. Předpokládáme že má tvar

V (x(t), t) = xT (t)G(t)x(t) + g(t) (10.60)

Po dosazeńı do Bellmanovy rovnice a minimalizaci dostaneme následuj́ıćı výsledky:

• Nejprve zavedeme nové váhové matice, které vzniknou při dosazeńı do kritéria za
výstup y(k) ze stavové rovnice.

S = CT syC, Q = CT qyC,

su = syd
2, Qu = CT qyd,

r = ru + qyd
2

• Optimálńı ř́ızeńı v čase t = N je rovno

u∗(N) = −E {su}−1 E {dsyC}x(N) (10.61)

Optimálńı funkce v čase t = N je rovna

V (x(N), N) = syσ
2
e

• Optimálńı ř́ızeńı v čase t ∈ [0, N − 1] je rovno

u∗(t) = −
[
E {r}+ E

{
BTG(t+ 1)B

}]−1
×

×
[
E
{
QT

u

}
+ E

{
BTG(t+ 1)A

}]
x(t) (10.62)

Dosazeńım optimálńıho ř́ızeńı do optimálńı funkce dostaneme

V (x(t), t) = xT (t)G(t)x(t) + g(t) = qyσ
2
e + E

{
ETG(t+ 1)E

}
σ2

e +

g(t+ 1) + xT (t)
[
E {Q}+ E

{
ATG(t+ 1)A

}]
x(t)−

xT (t)
[
E {Qu}+ E

{
ATG(t+1)B

}] [
E {r}+ E

{
BTG(t+1)B

}]−1
×

×
[
E
{
QT

u

}
+ E

{
BTG(t+ 1)A

}]
x(t)
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Porovnáńım dostaneme rekurentńı vztahy pro výpočet maticové posloupnosti G(t)
a posloupnosti g(t)

G(t) = E {Q}+ E
{
ATG(t+ 1)A

}
−[

E {Qu}+ E
{
ATG(t+ 1)B

}] [
E {r}+ E

{
BTG(t+ 1)B

}]−1
×

×
[
E
{
QT

u

}
+ E

{
BTG(t+ 1)A

}]
g(t) = qyσ

2
e + E

{
ETG(t+ 1)E

}
σ2

e + g(t+ 1) (10.63)

Koncové podmı́nky rekurze jsou

G(N) = 0, g(N) = syσ
2
e (10.64)

Poznámka: Pokud váž́ıme v kritériu (10.59) v koncovém čase t = N mı́sto výstupu
koncový stav, pak kritérium (10.59) na ř́ızeńı u(N) v̊ubec nezáviśı. Vztahy (10.63)
pro matici G(t) a posloupnost g(t) z̊ustávaj́ı v platnosti, pouze koncové podmı́nky
jsou v tomto př́ıpadě G(N) = S a g(N) = 0.

Odvodili jsme rekurzivńı vztahy pro výpočet optimálńıho ř́ızeńı při respektováńı neur-
čitosti v parametrech systému. Tyto neurčitosti se projev́ı při výpočtu středńıch hodnot
v předchoźıch výrazech.

Stav x(t) ve stavových rovnićıch ARX modelu je roven zpožděným hodnotám vstupu a
výstupu modelu a proto je stav měřitelný a neńı třeba jej odhadovat. To je ale možné pouze
u neminimálńı realizace ARX modelu popsané v předchoźım odstavci. Vektor parametr̊u
θ(t) je podle námi zavedených matic roven

θ(t) =

[
d

CT

]
=

[
b0
CT

]
Pokud parametry systému neznáme, můžeme je odhadovat podle předchoźıho postupu a
potom známe pouze jejich středńı hodnotu a kovariančńı matici. Odhad vektoru parametr̊u
je náhodná proměnná s normálńım rozděleńım (pokud šum e(t) je normálńı), čili

θ̂(t) =

 b̂0(t)

Ĉ
T
(t)

 , Pθ =

[
σ2

b0
PCb0

Pb0C PC

]
(10.65)

Abychom mohli použ́ıt odvozené výsledky pro opatrné strategie, je třeba vypoč́ıtat středńı
hodnoty výraz̊u, které se vyskytuj́ı ve vztaźıch pro opatrné strategie optimálńıho ř́ızeńı.
Podle předchoźıho rozděleńı náhodného vektoru θ(t) dostaneme

Q = CT qyC a proto E {Q} = qyE
{
CTC

}
= qy

(
Ĉ

T
Ĉ + PC

)
Qu = CT qyd a proto E {Qu} = qyE

{
CTd

}
= qy

(
Ĉ

T
b̂0 + Pb0C

)
r = ru + qyd

2 a proto E {r} = ru + qy

(
b̂0

2
+ σ2

b0

)
S = CT syC a proto E {S} = syE

{
CTC

}
= sy

(
Ĉ

T
Ĉ + PC

)
su = syd

2 a proto E {su} = syE
{
d2
}

= sy

(
b̂0

2
+ σ2

b0

)
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Nyńı vypočteme středńı hodnoty součin̊u matic ATG(t+1)A, ATG(t+1)B, BTG(t+1)B
a BTG(t+ 1)A. Uvědomme si, že neznámé parametry jsou pouze v prvńım řádku matice
A, (kde je vlastně řádkový vektor C) a v prvńım prvku vektoru ř́ızeńı B, (kde je prvek
b0). Proto plat́ı

E
{
BTG(t+ 1)B

}
= E {(b0G11 +G21) b0 + b0G12 +G22}

= E
{
BT

}
G(t+ 1)E {B}+G11σ

2
b0

= G11

(
b̂20 + σ2

b0

)
+ 2b̂0G12 +G22 (10.66)

kde G11, G12 a G22 jsou odpov́ıdaj́ıćı prvky matice G(t+ 1). Podobně

E
{
ATG(t+ 1)B

}
= E

{
AT

}
G(t+ 1)E {B}+G11Pb0C (10.67)

Matice E
{
BTG(t+ 1)A

}
je pouze transpozice předchoźıho výrazu. S ohledem na to, že

neurčitosti jsou pouze v prvńım řádku matice A, snadno spočteme i E
{
ATG(t+ 1)A

}
.

Po jednoduchých úpravách dostaneme

E
{
ATG(t+ 1)A

}
= E

{
AT

}
G(t+ 1)E {A}+G11PC (10.68)

Na závěr shrneme výsledky kvadraticky optimálńıho ř́ızeńı ARX modelu při
opatrných i d̊uvěřivých strategíıch.

• Optimálńı ř́ızeńı je podle (10.61) a (10.62) rovno

u∗(N) = −E {su}−1 E {dsyC}x(N) = − 1

b̂20 + σ2
b0

(
Ĉb̂0 + PCb0

)
x(N)

u∗(t) = −
[
E {r}+ E

{
BTG(t+ 1)B

}]−1
×

×
[
E
{
QT

u

}
+ E

{
BTG(t+ 1)A

}]
x(t) =

= −
qy
(
Ĉb̂0 + PCb0

)
+ E

{
BT

}
G(t+ 1)E {A}+ PCb0G11(t+ 1)

ru + qy

(
b̂0

2
+ σ2

b0

)
+G11

(
b̂20 + σ2

b0

)
+ 2b̂0G12 +G22

x(t)

kde t = 0, 1, . . . , N − 1.

• Matice G(t) je určena rekurentńım předpisem (10.63a). Po dosazeńı středńıch hod-
not dostaneme

G(t) = qy

(
Ĉ

T
Ĉ + PC

)
+ E

{
AT

}
G(t+ 1)E {A}+G11PC +

+

[
qy

(
Ĉ

T
b̂0 + Pb0C

)
+ E

{
AT

}
G(t+ 1)E {B}+ Pb0CG11(t+ 1)

]
ru + qy

(
b̂0

2
+ σ2

b0

)
+G11

(
b̂20 + σ2

b0

)
+ 2b̂0G12 +G22

×

×
[
Qy

(
Ĉ

T
b̂0 + Pb0C

)
+ E

{
AT

}
G(t+ 1)E {B}+ Pb0CG11(t+ 1)

]T
Koncová podmı́nka je rovna G(N) = 0.
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• Posloupnost g(t) je určena rekurentńım předpisem (10.63b), který po dosazeńı je
tvaru

g(t) = g(t+ 1) + σ2
e (1 +G11(t+ 1)) (10.69)

s koncovou podmı́nkou g(N) = syσ
2
e .

• Optimálńı hodnota kritéria kvality ř́ızeńı je

J∗ = J∗N(x(0), 0) = xT (0)G(0)x(0) + g(0) (10.70)

• Důvěřivé strategie dostaneme při nulových rozptylech i kovariančńıch matićıch parametr̊u.

10.3 Př́ıklad

V jazyce MATLAB byl sestaven program pro výpočet optimálńıho ř́ızeńı stochastického
systému pro opatrné i d̊uvěřivé strategie.

Zde uvedeme řešeńı jednoho jednoduchého problému, ze kterého je zřejmé, jak nejistota
ve stavech a parametrech ovlivňuje optimálńı strategii ř́ızeńı.

ARMAX model uvažujeme ve tvaru (10.1) a kvadratické kritérium ve tvaru (10.26).
ARMAX model źıskáme tak, že nejprve uvažujeme spojitý nestabilńı systém s přenosem

S(s) =
1

(10s− 1)(10s+ 1)2
,

který diskretizujeme s periodou vzorkováńı Ts = 5. Diskrétńı model má potom přenos

S(d) =
b(d)

a(d)
=

−0.0187d− 0.0672d2 − 0.0146d3

1− 2.8618d+ 2.3679d2 − 0.6065d3

Parametry diskretizovaného modelu byly považovány za středńı hodnoty parametr̊u
θ̂, které byly určeny identifikaćı ze změřených dat. Neurčitost parametr̊u a stav̊u systému
je reprezentována jejich kovariančńı matićı P - viz (10.42), která byla pro jednoduchost
zvolena jako diagonálńı matice s prvky σ2

b , σ
2
a a σ2

x, což jsou po řadě rozptyly všech
parametr̊u bi a ai v čitateli a jmenovateli přenosu a rozptyly stav̊u xi(t).

Počet krok̊u ř́ızeńı je N = 20, počátečńı stav byl zvolen xT
0 = [10, 10, 10]. Stavový

model diskrétńıho systému je ve tvaru (10.3). Váhové matice v kritériu (10.26) byly zv-
oleny Q = In (váha ve stavech), S = 1000 In (váha koncového stavu) a r = 1 (váha
ř́ızeńı).

Z mnoha simulačńıch běh̊u ukážeme zde pouze vliv neurčitosti v parametrech systému
na optimálńı ř́ızeńı a optimálńı přechodový jev. V obr. 10.2 je pro r̊uzné hodnoty rozptylu
parametr̊u σa = σb = σ zaznamenán pr̊uběh optimálńı ř́ıdićı veličiny u(t) a pr̊uběh
výstupu systému y(t). Z obr. 10.2 je zřejmé, že s rostoućı nejistotou v parametrech je
ř́ızeńı opatrněǰśı (akčńı zásahy jsou menš́ı) a přechodový jev je proto pomaleǰśı. Při tomto
experimentu byl šum e(t) ARMAX modelu modelován jako b́ılý normálně rozdělený šum
s nulovou středńı hodnotou a směrodatnou odchylkou σe = 0.01.

Optimálńı trajektorie výstupu závisej́ı na realizaci šumu e(t). Proto v obr. 10.2 jsou
pouze realizace ř́ızeńı a výstupu systému. V obr. 10.3 je zaznamenán pr̊uběh jednoho
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Obrázek 10.2: Pr̊uběh optimálńıho ř́ızeńı u(t) a optimálńıho výstupu y(t) při r̊uzných
nejistotách v parametrech systému (v obr. sig = σ)
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Obrázek 10.3: 100 realizaćı optimálńıho ř́ızeńı a optimálńıho výstupu ř́ızeného systému

sta simulaćı optimálńıho ř́ızeńı a optimálńıho výstupu při r̊uzných realizaćıch šumu e(t),
t = 1, 2, . . . , 20. Při tom počátečńı stav byla také náhodná veličina x(0) ∼ N (x̂(0), σx0).
Při tom nejistota v parametrech byla σa = σb = 0.1, nejistota ve stavech σx = 0.1. Šum
modelu byl σe = 0.1 a směrodatná odchylka počátečńıho stavu byla σx0 = 0.5. Váhové
matice v kritériu byly stejné jako v předchoźı simulaci.

V obr. 10.4 je ukázán vliv váhových matic v kritériu na optimálńı ř́ızeńı a optimálńı
výstup systému při r̊uzných nejistotách v parametrech systému.

Výsledky simulaćı názorně ukazuj́ı ten zřejmý fakt, že pokud se rozhodujeme v podmı́n-
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Obrázek 10.4: Optimálńı ř́ızeńı a optimálńı výstup systému v závislosti na váhových
matićıch v kritériu při r̊uzných nejistotách v parametrech systému

kách nejistoty, pak naše rozhodováńı je opatrněǰśı, muśıme se prostě zajistit proti ne-
jhorš́ımu možnému př́ıpadu. To odpov́ıdá reálnému chováńı lid́ı. Výsledky takového chováńı
nemusej́ı být vždy nejlepš́ı. Často jsou úspěšněǰśı ti, kteř́ı v́ıce riskuj́ı. Nejistota nemuśı
vždy vést k opatrnosti. Dokonce výsledky simulaćı v některých př́ıpadech tento neobvyklý
jev potvrzuj́ı.
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1964)

[30] Propoj A. I. : Elementy teorii optimalnych diskretnych processov. Nauk, Moskva,
1973.

[31] Rockafellar R. T. : Convex Analysis. Princeton Univ. Press, Prinseton, N. Y., 1970.

[32] Vidyasagar M. : A Theory of Learning and Generalization: With Applications to
Neural Networks and Control Systems. Springer-Verlag, London, 1997.


	Úvod
	Optimalizacní problémy

	Nelineární   programování
	Klasifikace úloh matematického  programování
	Prípustné smery - volný extrém
	Podmínky prvního rádu
	Podmínky druhého radu

	Vázané extrémy
	Omezení typu rovnosti
	Citlivostní veta - stínové ceny
	Omezení s nerovnostmi

	Sedlový bod a dualita
	Sedlové vlastnosti Lagrangeovy funkce
	Dualita úloh nelineárního programování

	Vícekriteriální optimalizace
	Príklady

	Minimalizace kvadratických forem
	Minimalizace - analytické vztahy
	Zobecnená Choleskyho faktorizace
	LDU faktorizace
	Aktualizace Choleskyho faktoru
	Aktualizace LDU faktoru

	Lineární programování
	Typické problémy vedoucí na LP
	Ekvivalentní formy lineárních úloh
	Grafické rešení optimalizace lineárních modelu
	Predbezná analýza problému
	Simplexová metoda
	Vlastnosti mnoziny prípustných a  optimálních rešení
	Maticový zápis simplexové metody
	Speciální prípady
	 Alternativní optimální rešení
	Neomezená rešení
	Jiná omezení a jejich prevod na kanonický tvar

	Príklady

	Úvod do teorie her
	Antagonistický konflikt
	Hry s konstantním souctem
	Maticové hry
	Smíšené rozšírení maticové hry

	Rozhodování pri riziku a neurcitosti
	Rozhodování pri riziku
	Rozhodování pri neurcitosti

	Neantagonistický konflikt dvou hrácu
	Nekooperativní teorie 
	Kooperativní teorie - prenosná výhra
	Kooperativní teorie - neprenosná výhra

	Príklady

	Numerické metody 
	Algoritmy a jejich konvergence
	Jednorozmerová optimalizace
	Fibonacciova metoda
	Newtonova metoda
	Metoda kvadratické interpolace
	Nepresné algoritmy jednorozmerové optimalizace

	Numerické metody bez omezení
	Komparativní metody
	Gradientní metody
	Newtonova metoda a její modifikace
	Gaussova-Newtonova metoda
	Metody konjugovaných smeru
	Metoda konjugovaných gradientu
	Kvazi-newtonovské metody

	Numerické metody s omezením
	Metody prípustných smeru
	Metody aktivních mnozin
	Metoda projekce gradientu
	Metoda redukovaného gradientu
	Metody pokutových funkcí
	Metody bariérových funkcí
	Metody vnitrního bodu
	Sekvencní kvadratické programování


	Variacní metody
	Problém optimálního rízení dynamických  systému
	Variacní metody
	Základní variacní úloha
	Volné koncové body
	Další nutné a postacující podmínky

	Rozšírení základní úlohy
	Extrémy funkcionálu v n-rozmerném prostoru
	Variacní problémy s omezením
	Lagrangeova, Mayerova a Bolzova úloha

	Rešení problému optimálního rízení dynamických systému
	Optimální rízení bez omezení
	Rešení optimalizacního problému s omezením

	Kanonický tvar Eulerovy - Lagrangeovy rovnice
	Príklady

	Dynamické programování
	Princip metody dynamického programování
	Princip optimality a princip invariantního vnorení
	Rešení jednoduché úlohy metodou DP

	Optimální rízení diskrétních systému
	Diskrétní úloha optimalizace
	Prevod spojitého optimalizacního problému na  diskrétní
	Prevod diskrétního optimalizacního problému  na úlohu matematického programování
	Rešení problému diskrétního optimálního rízení  pomocí DP
	Rešení nekterých speciálních úloh dynamickým  programováním
	Rešení spojité úlohy optimálního rízení  dynamickým programováním
	Príklady


	Princip maxima
	Souvislost dynamického programování a  variacních metod
	Dynamické programování a princip maxima
	Nutná podmínka optimality - princip maxima
	Rešení nekterých problému optimálního  rízení principem maxima
	Obecný postup rešení
	Casove optimální rízení

	Diskrétní princip maxima
	Podmínky optimálnosti
	Diskrétní princip maxima

	Príklady

	Stochasticky optimální rízení
	Stochasticky optimální rízení ARMAX modelu
	ARMAX model a jeho pozorovatelný kanonický tvar
	Soucasné odhadování stavu a parametru  ARMAX modelu
	Stochasticky optimální rízení
	Strední hodnoty soucinu závislých náhodných velicin
	Výpocet optimálního rízení

	Stochasticky optimální rízení ARX modelu
	ARX model
	Odhadování parametru ARX modelu
	Stavové rovnice ARX modelu
	Opatrné strategie ARX modelu

	Príklad

	Literatura

