2. ZAakladni pojmy a definice

K popisu ndhodnych dé&jt (random events) nelze pouzit bézné matematické prostredky
(common mathematical means). Ptesto vSak 1ze ndhodu kvantifikovat. Souvisejicimi otazkami
se zabyvaji dvé matematické discipliny (disciplines): teorie pravdépodobnosti (probability
theory) a matematicka statistika (mathematical statistics).

Teorie pravdépodobnosti fesi problém, kdy uréity jev mize mit fadu nasledkd (conse-
quences). Nahoda (accident) ur€uje, ktery z téchto nasledkli nastane. Matematicka statistika
fesi problém opacny (opposite), kdy se k danému jevu urcuji mozné piiciny (causes) a hleda
se ta nejvérohodné&jsi (the most likely) z nich. Obé& tyto discipliny jsou zaloZeny na dobie pro-
pracovanych matematickych teoriich (analyza, linearni algebra (linear algebra), teorie mno-
Zin, teorie miry (measure theory) atd.). Pfestoze tyto teorie nepiinaseji v tomto piipadé (aZ na

Néplni tohoto kurzu je aplikace teorie pravdépodobnosti v urcité oblasti projektové Cin-
nosti (design activity), kde je nutno respektovat vlivy riznych nejistot. Nejistota se vyskytuje
(occurs) ve ttech zékladnich podobach (in three basic ways). Nastava jednak tehdy, métime-li
néjakou veli¢inu, nebo predpovidame-li dalsi zévislosti z méfenych dat (measured data).
Chyby (errors) méfeni (nejistoty) se ovSem cCasto neberou v Gvahu. Dalsi nejistota spociva v
tom, ze jistad udalost miize ¢i nemusi nastat, nebo nevime, kdy nastane. Jako ptiklad 1ze uvést
dobu, za niz dojde k vypadku transformatoru (outage of a transformer) v rozvodné. Konecné
tieti nejistota je spojena s nedokonalosti Casto zna¢né zjednoduSenych modeli, které uzivame
k feSeni vétSiny slozitych technickych problémil.

A nyni jiz ptikro¢me ke klasické definici (classical definition) pravdépodobnosti (po-
chézi od Laplacea (by Laplace)).

Def. 02.01: Muze-li vykazat urcity jev N (N konecné) riiznych, vzajemné se vylucujicich
(mutually exclusive) vysledkui, které jsou stejné mozné (at uz na zdkladé symetrie, homogenity
apod.), a ma-li M téchto vysledkii nevyhnutelné (inevitably) za ndsledek realizaci jevu A, pri-
cemz zbylych N - M vysledkii tuto realizaci vylucuje, pak pravdépodobnost P, Ze nastane jev
A, je dana vztahem (given by relation)

P(A):M. (02.01)
N

Tuto definici 1ze ovSem vyuzit jen v omezeném mnoZstvi (limited amount) ptipadi.
Nelze ji napiiklad vyuzit tehdy, jestlize:

- vSech moZnosti je nekone¢né¢ mnoho (N — ),

- vysledky nejsou "stejné¢" mozné (pak je nutno definovat, co znamend, Ze nejsou

"stejné" mozné, a s definici se dostavame do uzavien¢ho kruhu).

Z téchto divodi nelze klasickou definici pravdépodobnosti pokladat za definici mate-
matickou. Lze ji vSak v mnoha pfipadech pouzit jakoZto algoritmus vypoctu. V takovém pfti-
padé se hodnoty N a M cCasto urcuji na zékladé¢ zndmych kombinatorickych vzorct (combina-
torial formulas), jez néasleduji.

Usporadany vybér (ordered selection) (variace) bez opakovani (repetition): je dana
skupina n prvkl {ai,...,a,}. Ze skupiny se vybira k-krat po sobé po jednom prvku, a vybrany
prvek se uz nevraci. Pocet vSech rtiznych k-tic, které Ize takto utvotit je n*(n - 1)-...-(n - k+ 1).
Je-li k= n, jedna se o permutaci (permutation): pocet vsech takovych n-tic je n!

Usporadany vybér (variace) s opakovanim: je dana skupina n prvka {a,...,an}. Ze
skupiny se vybira k-krat po sob¢ po jednom prvku, a vybrany prvek se vzdy pied novym vy-
bérem vrati. Podet viech riznych k-tic, které Ize takto utvofit je n*.



Neusporadany vybér bez opakovani (kombinace (combination)): je dana skupina n
prvkl {aj,...,a,}. Pocet riznych podskupin po k prvcich, které lze z této skupiny vybrat, je

roven .
k

Neusporadany vybér s opakovanim: je dana skupina n prvkl {ay,...,a,}. Ze skupiny
se postupné vybere k-krat po jednom prvku, ktery se poté vrati. Pocet riznych podskupin po &

+k-1
prvcich, které Ize takto ze skupiny vybrat, je roven[n i j .

Pokusme se nyni vybudovat matematicky model pravdépodobnosti. M&jme N vzajemné
se vylu€ujicich vysledkl (N konecné ¢i nekonecné). Oznacme (2 mnoZinu vsech téchto vy-
sledkti. Kazdy prvek této mnoziny (ozname jej w;, i = 1,...,N) nyni pfedstavuje jakysi nej-
jednodussi jev (nazyvame jej elementarnim jevem). Tyto elementarni jevy nemusi byt stejné
mozné (snadno pochopime, ptfedstavime-li si nesymetrickou kostku (unsymmetrical cube) na
hazeni o rizné velikosti stén).

Taham kartu z maridSové hry (marriage card deck). Jev, ze vytdhnu Zaludské eso (club
ace), je elementarni. Jev, ze vytahnu jakékoli eso, jiz elementarni neni (mohu vytdhnout za-
ludské, zelené (spade), kulové (diamond) ¢i Cervené (heart) eso) a sestava ze Ctyt elementar-
nich jeva.

MnoZina 2 miiZze mit diskrétni nebo spojity (continuous) charakter. V diskrétni mnoziné
je kazdy jev diskrétni entitou (discrete entity), pricemz pocet vzorkll (number of samples)
muze byt konecny ¢i nekonecny (finite or infinite). Ptikladem kone¢né diskrétni mnoziny je
mnozina vysledkl ziskanych pti hodu kostkou (dice rolling), ptikladem nekone¢né diskrétni
mnoziny muze byt mnozina ptirozenych cisel (set of the natural numbers). Ve spojité mnozi-
n¢ je vzdy nekonecny pocet jevl (napi. smér vétru (wind direction), jenz se méni spojit¢).

Kazdy jev A4 (at uz elementérni, ¢i nikoli), jehoz pravdépodobnost chceme stanovit, 1ze
pak vyjadfit jakoZto podmnozinu mnoziny 2. Ozna¢me 9 systém vSech podmnozin mnoZziny
0. Pravdépodobnost P bude pro nas nyni funkce, ktera jeviim 4 € J ptifazuje realna Cisla P(A)
tak, Ze

P(A4)e(0,1), P(0Q)=1, P[OA[J:iP(A,.), (02.02)

pficemz posledni rovnost nastavéa tehdy, jsou-li {Ai}f:l

(disjunct elements) z 6. Nyni jiz tedy mizeme axiomaticky definovat pravdépodobnostni mo-
del.

rizné, navzajem disjunktni prvky

Def. 02.02: Pravdepodobnostnim modelem nazyvame trojici (€2, 6, P), kde
- Qje mnozina vsech riiznych, vzajemné se vylucujicich vysledkii (elementdrnich jevii

W, = 1,---,]\]),
- Jje takovy systéem podmnozin (subsets) mnoziny (2 (jevii), pro néjz plati
k
Ned, Ae5=>0-4€65, A,.,4, e5=]4 €5, (02.03)

i=1
- funkce P z 6 > <0,1> , kterou nazyvame pravdépodobnostni mirou, ¢i kratce prav-

depodobnosti, ma vlastnosti (properties)
— k k
P(Q2)=1, P(2-4)=P(4)=1-P(4), P(UAJ =>'P(4),  (02.04)
i=l1 i=1
pricemz posledni rovnost nastava tehdy, jsou-li {Ai}f:1 rizné, navzajem disjunktni

prvky z O. A je doplnkovy jev (complementary event) k A vzhledem k .
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K ptedchozi definici jest¢ dveé poznadmky (remarks). Kazdy systém o, ktery spliuje
podminky (02.03), nazyvame o-algebrou (systém o pfitom viibec nemusi obsahovat vSechny
podmnoZiny mnoziny (2, ale jen nékteré). Rovnice (02.04) mize spliiovat celd fada funkci,
avsak jen jedna z nich odpovida dané realit¢ (corresponds to the given reality).

Z ptedchozi definice okamzité plynou tyto disledky:
plati-li pro dva jevy 4, B € 6 relace A B, pak P(A) < P(B),

plati-li pro dva jevy A4, B € 6 relace A — B,pak P(B —A)= P(B)— P(A), (02.05)
pro libovolné dva jevy 4, B € 6 plati P(AUB) = P(A)+P(B)—P(AmB).
Dale 1ze vyuzit obecnéjsi de Morganovy formule ve tvaru
(404, UUA)=4 AN wnd, (4NANwnd)=4UA4 0.4, (02.06)
a vztah

P(U A,.] = Zn:P(Al.)—ZP(A,. A4+t (-1)" P(40n ). (02.07)

Abychom mohli pocitat pravdépodobnosti vyskytu riznych jevii, musime jesté¢ umet ur-
covat pravdépodobnost elementarnich jevl. Tuto pravdépodobnost Ize urcovat bud’ subjektiv-
n¢ (subjectively) (intuice (intuition), predchozi zkuSenosti), nebo provadénim experimenti (by
performing experiments). Nejintuitivnéj$i zplisob piifazovani pravdépodobnosti urcitym je-
vim je prostfednictvim relativni Cetnosti (relative frequency). Ptedstavme si, Ze testujeme N
vzorkl, z nichz M vyhovuje nasim pozadavkim (jev 4). Pak pomér M/N urcuje relativni Cet-
nost jevu 4. Pro N rostouci do nekonecna pak lze tuto relativni ¢etnost nazvat pravdépodob-
nosti P(A4). Tedy

P(A) = lim % (02.08)

Now N

Tento zpusob urcovani pravdépodobnosti se jevi jako pfijatelny (zejména pokud se nejednd o
destruktivni zkousky (destructive tests)) a tzce souvisi s jeji klasickou definici. Problémem
byva skutecnost, ze nekteré jevy se vyskytuji extrémné ziidka (extremely rarely). Zde se vel-
mi obtizné hovofi o relativni Cetnosti (nelze o nich dost dobfe ani uvazovat). Presto vSak se
souvisejicimi nejistotami musime pocitat. Uvazujme napiiklad problém, ktery musi fesit pro-
jektant ochran (protection device designer), ktery potiebuje odhadnout pravdépodobnost, ze
vypina¢ nesepne, kdyz ma. Ackoli se jedna o velmi fidky jev, obcas se ptihodi. Pak lze vzit v
uvahu subjektivni pravdépodobnost, kterou je jeho vira (belief), ze k jevu mize dojit.

Dalsi alternativou, jak definovat pravdépodobnost, je nezdpornd mira (non-negative
measure) spojena s libovolnym jevem, ktera ma urcité vlastnosti a spliluje urcitd pravidla
(certain rules). To vSak jiz patii do sofistikovanéjsi (more sophisticated) matematické teorie.

Priklad 2.1

Cast bezpecnostniho systému (safety system) jaderné elektrarny sestava ze Ctyt dieselag-
regatil (diesel generator) pro dodavku energie pro dvé vodni Cerpadla (water pumps) v ptipa-
d¢ nouze (emergency). Ve skuteCnosti vSak pracuji vzdy jen dva dieselagregaty. Necht’ i
oznacuje pocet poskozenych (damaged) agregatii a j pocet poskozenych cerpadel. Mnozina

Q={4;:i=0,1,2,3,4; j=0,1,2}
pak obsahuje i:j elementarnich jevii, kde 4; oznacuje jev soucasné poruchy i agregatli a j Cer-
padel. Nyni lze specifikovat dil¢i jevy:
- nejvyse jeden agregat je v provozu: {4y, Ay, Asyy Aygs Ayys Ay | 5

- pravé jedno Cerpadlo je v provozu: { Ay, 4y, Ayys Ay Ay}



- pocet porouchanych ¢asti je mensi nez 3: { Ay, Ay » Aygs Ay Aygs Ay | -

Piiklad 2.2

Pfi planovani pfenosovych tras se vyuziva zdznamii o pocasi (weather records), které
obsahuji rychlost vétru a jeho smér v oblasti, kde bude trasa vybudovana. Trasa bude zbudo-
vana ze severozapadu (north-west) na jihovychod (south-east). Vitr muze vat (blow) z vycho-
du az ze severu (0 - 90°) a jeho rychlost se méni od 0 - 90 km/hod. Navrhat potiebuje znat
nasledujici pravdépodobnosti:

- ze rychlost vétru bude vyssi nez 70 km/hod,

- ze smér vétru (wind direction) se bude pohybovat v intervalu -5° az 5° od kolmice

(perpendicular line) k vedeni.

V tomto ptipad¢ se jedna o dva jevy a prislusny prostor (sample space) bude sestavat ze vSech
moznych dvojic (pairs) sméra vétru a jeho rychlosti. Nas vSak zajimaji tyto jevy jednotlive.
Pokud je pravdépodobnost vSech smérti a vSech rychlosti stejna, je pravdépodobnost, ze
rychlost vétru bude vyssi nez 70 km/hod (90-70)/90 = 2/9 a pravdépodobnost, ze vitr bude
foukat z daného sméru 10/90 = 1/9 (uvazujeme desetistupiiovou oblast, piic¢emz celkovy roz-
sah (total range) je 90°, viz obr. 2.1).

N

km/hod

0 70 90
RYCHLOST VETRU

Obr. 2.1: K prikladu 2.2

Piiklad 2.3
Stovka dievénych stozarti (wood poles) byla podrobena destruktivnim testim, aby se
zjistil jejich modul v lomu (modulus of rupture). Vysledky jsou v tabulce:

jev modul v lomu pocet pozorovani cetnost
A 20-2.9 7 0.07
A 3.0-39 35 0.35
As 4.0-4.9 43 0.43
Ay 50-59 15 0.15

Pokud by bylo k dispozici vice vzorkli, mohlo by byt jevil vice (i s modulem niz§im nez 2.0 ¢i
vy$§im nez 6). Nyni vSak mizeme usoudit, ze jejich pocet by ziejmé nebyl piilis velky. Prav-
dépodobnost, Ze modul nebude mensi nez 4 nyni odhadneme na (43 + 15)/100 = 0.58 (ve
skute€nosti (in fact) se jedna o Cetnost pro ptipad 100 vzorka).

Priklad 2.4
Uvazujme elektrarnu sestavajici ze Ctyf parnich jednotek (steam units). Mnozina (2 se-
stava z poctu porouchanych (damaged) jednotek. Tedy
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2 ={0,1,2,3,4}.
Jestlize A4, je jev, kdy alespon jedna jednotka pracuje (elementarni jevy {0,1,2,3}), a 4; je jev,
kdy alespoii 3 jednotky pracuji (jevy {0,1}), je 4, U 4, ={0,1,2,3}, 4 N 4,={0,1}.

Priklad 2.5

Testy napétové odolnosti (voltage endurance) izolatora (10 kust v krabici) byly prova-
dény timto zplsobem, Ze z kazdé krabice byly vyzkouSeny dva ndhodné vybrané izolatory
(randomly taken insulators). Pokud byly oba dobré, krabice byla ptijata (accepted). Je tieba
nalézt pravdépodobnost, Ze krabice bude pfijata, obsahuje-li k (k = 0,...,8) vadnych (substan-
dard) izolatora.

Mnozina (2 obsahuje vSechny dvojice izolatort v krabici. Téchto dvojic (neuspotadany

vybér bez opakovani - kombinace) je { 5 J =45. V krabici po uspé$né kontrole mize ovsem

zUstat k Spatnych izolatora (failed insulators). Pocet dobrych izolatort v krabici je pak 10 - £,
a pocet dobrych dvojic je (10 - k)-(9 - k)/2. Ostatni jsou nepiiznivé (unfavourable). V dalSim
je uvedena pfislusna tabulka (table).

k= 0 1 2 3 4 5 6 7 8

pocet dobrych dvojic 45 36 28 21 15 10 6 3 1

pocet Spatnych dvojic 0 9 17 24 30 35 39 42 44

pravdépodobnost 1 0.8 0.622 0.467 0.333 0.222 0.133 0.066 0.022

Tak naptiklad u krabice, v niZ jsou 2 Spatné izolatory, je pravdépodobnost jejiho pfijeti 0.622
(je prilis§ vysoka, a proto tuto metodu nelze pokladat za piijatelnou).

Piiklad 2.6
Predpokladejme, ze generator mize selhat bud’ v disledku poruchy na svorkach (fault
at the terminals), nebo v disledku poruchy v obvodu buzeni (excitation circuit). Necht' 4 a B
oznacuji tyto poruchové jevy. Pfedpokladejme, ze P(4) = p, P(B) = g a pravdépodobnost, Ze
oba jevy nastanou soucasné P(ANB) = r. Je tieba urcit:
- jev, ze generator selze vyluéné (exclusively) v dusledku poruchy na svorkéach je
E=A4NB,odkud P(AnB)=P(4)-P(4nB)=p-r,
- jev, ze generator vubec neselze (will not fail) v dasledku Zadné poruchy, je
F=Zm§=(AuB), a protoze

P(AUB)=1—P(AuB):1—P(A)—P(B)+P(AmB):l—p—q+r,

- jev, ze generator selze v disledku pravé jedné poruchy (exactly one faulf):
G:(AmB)u(AuB) a
P(G):P(Zm3)+P(AmE)—P(ZmBmAmE):q—r+p—r=p+q—2r.

Podminéna pravdépodobnost (conditional probability) a nezavislost jevi

Casto nas zajima odhad pravdépodobnosti jevu soucasné se znalosti, zda mohl nastat
(occur) jesté 1 jiny jev (nebo nemohl nastat). Chceme napiiklad odhadnout pravdépodobnost,
ze systém zustane stabilni (stable) za ptedpokladu, Ze na konkrétnim vedeni vznikne trojfazo-
vy zkrat (three-phase fault). Tato pravdépodobnost bude jisté jina, pokud by tento zkrat byl
jednofazovy (one-phase fault).



Def. 02.03: Necht A, a A, jsou dva jevy z mnoziny €2 a necht' P(A;) > 0. Podminénou
pravdépodobnost, ze nastane A, (nastal-li jiZ jev A,), oznacujeme P(A,|43) a tato pravdépo-
dobnost znamenda, ze se realizuje jev A, ktery patri do A>. To znamend, Ze pravdepodobnost
jevu Ay vztahujeme na (relate to) pravdépodobnost A,. Je tedy

P(4, N4,
P(A1|A2):(P(—A2)),
takze
P(4,n4,)=P(4]|4,) P(4,). (02.09)

Nasledujici vlastnosti podminénych pravdépodobnosti 1ze snadno odvodit z definice
(may easily be derived from the definition).

P(A4|B)e(0,1), (02.10)
BCA:P(A|B):1. (02.11)
Def. 02.04: Uplnym souborem (complete set) jevii nazyvime konecnou mnoZinu
{B] ,...,Bn} € o takovou, Ze plati

B NB,=@proi#j, P(B)>0pro Vi, P(UB[j:ZP(BI.)zl. (02.12)
i=1 i=1
Nyni jiz 1ze vyslovit vétu:

Véta 02.01 (o uplné pravdépodobnosti): Necht {Bl,...,Bn} €0 je uplny soubor jevii.
Necht' A € 6 je libovolny jev. Pak

P(4)=Y.P(41B)-P(B,). (02.13)

Véta 02.02 (Bayesova): Necht {Bl,...,Bn} € 0 je uplny soubor jevii, A€ je libovolny
jev. Pak pro k = 1,...,n plati
P(4|B,)-P(B,)

P(B,|A4)= P(4)

, (02.14)

kde P(A) je dano vztahem (02.13).
Vskutku (indeed), P(B, | A)-P(A4)=P(A|B,)-P(B,)=P(ANB,).
Def. 02.05: O jevech A, a A, Fikame, Ze jsou nezavislé (independent), jestlize
P(4,n4,)=P(4)-P(4,). (02.15)
Jevy jsou nezavislé, jestlize vyskyt jednoho nema vliv na vyskyt (occurrence) druhého. Z
ptedchozich vztaht Ize odvodit, Ze
P(4 e 4,)=P(4)-P(4|4) P(4]4 N 4,)-...-P(4,
a pokud jsou jevy nezavislé, plati
P(4 A, )=P(A4) P(A4) -P(4y)- - P(4,). (02.17)
Pozor, jsou-li jevy 4 a B na sob¢ nezavisl¢, nemohou byt disjunktni a naopak.

A4, NnA4,,) (02.16)

Piiklad 2.7

Uvazujme 150 km dlouhé venkovni vedeni, které prochazi homogennim terénem (uni-
form terrain). Porucha mtze vzniknout v jeho libovolném bodé¢ (at any point). Porucha, ktera
cha ve stfedni oblasti (middle section). Definujme dva nasledujici jevy: A4 - porucha nastane
do 40 km od konce (nebezpecnd) a B - porucha nastane ve stfedni ¢asti o délce 90 km (mén¢
nebezpecnd (less dangerous), na kazdé strané nastava 10 km presah). Je zfejmé, ze P(4) =
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80/150, P(B) = 90/150. Piredpokladejme nyni, ze nastal jev B a ur¢eme pravdépodobnost, ze
nastal soucasn¢ v uvedeném 10 km presahu. Chceme tedy zjistit podminénou pravdépodob-
nost

P(4nB) 20/150 2
P(B)  90/150 9

P(4|B)=

Priklad 2.8
Predpokladejme, Ze pravdépodobnost poruchy pienosové trasy mezi dobami (times) ¢, a
t; je dana funkci

F(t,1,)= L 0.001-¢**"dr .

Je tfeba urcit
- pravdépodobnost, Ze k poruse nedojde prvnich tisic hodin: rovna se 1 - F(0,1000) = 1

- [—e‘O'OO“TOOOOZ l+el-1=1/e.

- pravdépodobnost, ze nedojde k poruse mezi 1000 a 3000 hodinou provozu (operati-
on), nenastala-1i porucha béhem prvnich 1000 hodin: jedna se o podminénou pravde-
podobnost, pfi¢emz oznacime A4 jev, kdy nedoslo k poruse béhem prvnich 1000 ho-
din a B jev, kdy nedojde k poruse ani v dalSich 2000 hodinach. Jev AnB pak ozna-
cuje, ze k poruse nedoslo béhem prvnich 3000 hodin. Pak

P(B(‘\A) 1+|:e—0.00]t:|3000 4
P(BlA): P(A) = 0001 T :%:e—z.
e

Priklad 2.9

U daného typu izolatoru se miZze objevit vyrobni vada (production fault) s pravdépo-
dobnosti p; = 0.01. Dostane-li se takovy izolator do provozu, je pravdépodobnost, Ze béhem
zaruéni doby (period of guarantee) dojde k jeho poruse g, = 0.08, zatimco u zdravych vyrob-
ka je tato pravdépodobnost g; = 0.005. Je tfeba urcit pravdépodobnost, ze izolator, jenZ se
béhem zarucni doby porouchd, mél uvedenou vyrobni vadu.

Ozna¢me B, izolatory bez vady a B, izolatory s vadou. Déle oznac¢ime A4 izolatory, které
se poSkodi béhem zaru¢ni doby. Podle Bayesovy véty plati:

P(leA)= P(AlBZ)P(BZ) — q, D —
P(AlBl)'P(Bl)+P(A|Bz)'P(Bz) %'(l_p])"'(b'pl
0.08x0.01 _0.0008 _0.1391.

T 0.005%0.99+0.08%0.01 _ 0.00575

Piiklad 2.10

Operator fizeni systému (system control operator) odhaduje, ze denn¢ v ném muze dojit
az k péti porucham, a to pii téchto pravdépodobnostech:

- zadna porucha - P =0.1489 (jev B)),

- jedna porucha - P=10.7 (jev B»),

- dvé poruchy - P=0.1 (jev B»),

- tii poruchy - P =0.05 (jev Ba),

- Ctyfi poruchy - P=0.001 (jev Bs),

- pétporuch - P=0.0001 (jev Bg).
Pfitom se odhaduje, ze s 50% pravdépodobnosti bude porucha trvat dlouho, tzn. Ze ptislusna
cast systému se bude muset opravit (repair). Je tfeba nalézt pravdépodobnost, ze béhem dne
nastanou nejvyse dveé poruchy trvalejSiho charakteru (of permanent character).
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Oznaéme B; az Bs ptislusné navzajem se vylucujici jevy mnozstvi poruch a 4 je jev,
kdy jsou nejvys (no more than) dvé poruchy trvalého charakteru. Podle véty o uplné pravde-
podobnosti 1ze psat

6
P(4)=3 P(41B)-P(3)

i=1
a nyni nezbyva nez urcit jednotlivé hodnoty P(A4|B;). Plati:
P(A|B;) =1 (nedojde-li k poruSe, nemize mit zddné z nich trvaly charakter),
P(A|B,) =1 (dojde-li jen k jedné poruse, nemohou mit vice nez dvé trvaly charakter),
P(A|B;3) = 1 (dojde-li ke dvéma poruchdm, rovnéz nemohou mit vice nez dv¢ trvaly charak-

ter),

3
P(A|By) jiz musime spocitat. Dochézi zde ke tfem porucham. Z toho (OJ poruch mohou byt
kratkodobé, v ptipadé | poruch mize byt 1 trvald, v ptipadé 5 poruch dvé

3
trvalé a v ptipadé (3] poruch tfi trvalé (zde uz jsme mimo hru). Odtud

(-G

7
P(A|B,)= =,
(418,) 3) (3) (3) (3) 8
+| |+ +
o) (1) (2) (3
4\ (4) (4
0 " 1 " 2 11
Podobng P(A|By)= =—
4\ (4) (4 4\ 16
+ +
o) (1) (2 4

S o Y
o PGP EH) ™

Po dosazeni do (after substituting into) vztahu pro P(4) vychazi: P(A) = 1-0.1489 + 1-0.7 +
1-0.1 +7/8-:0.05 + 11/16:0.001 + 1/2-0.0001 = 0.9934.

Priklad 2.11
Ma se rozhodnout, jaky typ spojeni (communication link) ma byt zfizen mezi rozvodnou
a fidicim stfediskem (control centre). Moznosti jsou nasledujici:
a) vyuziti stavajici telefonni linky (felephone line) pro ptenos fidicich signal (control
signals) (jev By),
b) vybudovani linky na bazi optokabelu (fibre optic link) (jev B,),
¢) vyuziti mikrovinného pfenosu (microwave transmission) (jev B3).
S ohledem na spolehlivost a cenu maji alternativy a), b) a ¢) Sance k pftijeti 1:2:3. Svou roli
ovSem hraje i ¢as. Rozhodneme-li se pro alternativu a) bude ptfipravena v¢as na 100%. Alter-
nativa b) pouze na 75% a c) na 80%. Nyni je tieba zodpoveédét tyto otazky:
- jakd je pravdépodobnost, Ze spojeni bude hotovo vcas?
- bude-li spojeni hotovo vcas, jaka je pravdépodobnost, Ze to bude telefonni linka?



- pokud nebude zvolena telefonni linka, jaka je pravdépodobnost, ze se zvoli mikrovinny
systém?

Je zfejmé, Ze s ohledem na spolehlivost a cenu je pravdépodobnost pofizeni alternativy
a) P(By) =1/6,b) P(B,) =2/6 =1/3 ac) P(B3) =3/6 = 1/2. Jev, Ze spojeni bude zajisténo vcas,
oznac¢me 4 a jeho pravdépodobnost miizeme urcit z véty o Uplné pravdépodobnosti
d 1 31 41
P(A)=) P(A|B/)-P(B)=1"—+=—+—-—=0.8167.
Pravdépodobnost, Ze se spojeni realizuje prostiednictvim telefonni linky, spocCteme z

Bayesovy véty (the Bayes Theorem)

1
1.—
P(BIA)=P(A|BI)'P(B‘)= 6 __0.2041
‘ P(A) 0.8167 '

Nebude-li zvolena telefonni linka a Sance na vybér mezi optickym kabelem a mikrovin-
nym zafizenim zustane 2:3, pak pravdépodobnost, ze bude vybrano mikrovinné zatizeni, je

i:0.6
2+3

(v tomto piipadé jsme ovsem nehled€li na asovy faktor (time factor)).

Piiklad 2.12

Byl objednan (ordered) soubor novych distan¢nich ochran (distance protections). Exis-
tuji tfi dodavatelé (suppliers) X, Y a Z. Testy téchto ochran, tykajici se jejich nastaveni (set-
ting), ukézaly, Ze: nastaveni ochran od dodavatell X a Y je s 5% pravdépodobnosti mimo
povolené rozmezi (allowable range), u relé od dodavatele Z s 10% pravdépodobnosti. Do-
davky o stejném mnozstvi ochran (n > 3) od dvou z téchto dodavatelt putovaly do oblasti, v
niz 4 z nich byly instalovany na trasu. Béhem jejich provozu se pfislo na to, Ze pravé jedna
ochrana byla $patné nastavena. Je tfeba urcit pravdépodobnost, Ze jednim z dodavateli je pra-
ve Z.

Ozna¢me jev B, ze dodavka (delivery, shipment) byla realizovana firmami X a'Y a B
ze byla realizovana (realised) firmami X a Z nebo Y a Z. Pak P(B;) = 1/3 a P(B,) = 2/3.
Oznac¢me jev, kdy prave jedno relé ze 4 je nastaveno Spatné, jako A.

Pravdépodobnost, ze pravé jedno Spatné rel¢ je od firem X a Y je (z binomického roz-
voje) 4:0.05-95° = 0.1715, je-li od firem X a Z nebo Y a Z, je stiedni pravdépodobnost, Ze relé
je $patné nastaveno, 7.5% a pravd&podobnost, Ze od t&chto firem pochazi je pak 4-0.075-925
=0.2374.

Podle véty o uplné pravdépodobnosti je

2
P(A)=ZP(A|B,.)-P(B,.)=0.1715%+0.2374-§:0.2154
i=1
a podle Bayesovy véty
2
_ 0.2374-=
P(B,|4)= P(A]5,)-P(B,) _ 3 -0.7347.
P(4) 0.2154

Piiklad 2.13

Z duvodu vysokych nakladt (high costs, large expenditures) se kontroluje napajeci ka-
bel (feeding cable) pro silnoproudy rozvod. Jeden z hlavnich parametri ovlivitujicich zatizi-
telnost kabelu (cable ampacity) je tepelna vodivost pudy (soil thermal resistivity). Z literatury

9.



se zjistilo, Ze material, jimz se kabel zasypava (backfill material), ma vyssi tepelnou vodivost,
nez se predpokladd v navrhu. Pokud je tomu tak, zatizitelnost kabelu mize vzrist a pokladku
siln¢jSiho (a také drazsiho) kabelu Ize odlozit (postpone), coz mize prinést vyrazné uspory
(significant savings). Pravdépodobnost, Ze material ma vyssi tepelnou vodivost, je 0.7 (a nizsi
0.3). OvSem naopak (on the contrary), je-li tato hodnota nizsi, nez se predpoklada, mél by se
kabel nahradit (the cable should be replaced).

Proto bylo rozhodnuto zajimat se o to, na ¢em zavisi tepelna vodivost pady. Ukazuje se,
ze hlavné na vlhkosti (moisture) a kompaktnosti (compactness). 1 kdyz méteni se planuji v
nejsusSim (the driest) mésici, lze usuzovat, ze parametry pidy budou ovlivnény vybérem
vzorkl, dopravou (transport) a métenim. Je-li skutecna tepelna vodivost pudy nizka, je z 80%
nizka i zméfena vodivost (a vysokd 20%). Na druh¢ stran¢, pokud je skute¢na vodivost vyso-
k4, potvrdi ji testy v 70% (a ve 30% nepotvrdi). Pfedpokladejme, Ze vysledky testli naznacily
nizkou tepelnou vodivost. Ma se nalézt pravdépodobnost toho, ze tato vodivost je skutecné
nizka.

Ozna¢me B, jev, kdy je skute€na tepelnd vodivost nizka a B; jev, kdy je vysokd. Necht’
A je jev, ze zmétena vodivost je nizka. Tedy P(A4|B;) = 0.8, P(4|B;) = 0.3, P(B;) = 0.3, P(By) =
0.7. Pak P(4) = 0.8-:0.3 + 0.3-0.7 = 0.45. Podle Bayesovy véty
P(A|B,)-P(B) 0.8-0.3

P(4) 0.45

Ponévadz projektant vidi, ze pravdépodobnost, Ze vodivost je nizsi, se zvysila (také
ziejmé diky atmosférickym podminkdm (atmospheric conditions) v dob¢ testu), provede dalsi
test, pfiCemz vysly stejné hodnoty P(A4|B;) = 0.8, P(A4|B,) = 0.3. Nyni vSak uz uvazuje P(B;) =
0.533, P(B,) = 0.467. Po opakovaném vypoctu zjisti, ze
P(4|B)-P(B)

P(4)

P(B|4)= =0.533.

P'(B | 4)= =0.7527.

Priklad 2.14

Planuje se vystavba (building) elektrarny se tfemi jednotkami. Casovy horizont (hori-
zon) je 10 let. Vzhledem k mnoha nejistotdm, jeZ se mohou objevovat béhem schvalovani
(approval process), dodavek materidlu (shipment of material) a zatizeni (equipment) mize
dojit k riznym posuviim doby zahdjeni provozu. Za 10 let tedy:

- kazdy generator bude definitivné v provozu (jev A),

- kazdy generator mize byt v provozu (in service) (jev B),

- kazdy z generatort bude jesté mimo provoz (not in service) (jev C).

Je tfeba popsat vSechny mozné situace jednotlivych generatori za 10 let a urcit pravdé-
podobnost, Ze alesponi dva generatory budou definitivné za 10 let v provozu za ptedpokladu,
ze vSechny stavy jsou priblizné stejn¢ pravdépodobné.

Ozna¢me A — generator po 10 letech v provozu, N — generator mimo provoz

W

Gen. 1 Gen. 2

aQ
1

Z2ZZZ> > > >
22> > 2> Z >
Z>Z> 227> > 2
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Pocet riznych kombinaci stavi n = 8. Pocet kombinaci m, kde se objevuji alespon 2
stavy typu A, je 4. Hledana pravdépodobnost je tedy

P=2_0s.
8

Priklad 2.15
Na venkovnim vedeni dojde k jedné poruse za rok s 30% pravdépodobnosti a ke dvéma
porucham s 10% pravdépodobnosti. Pravdépodobnost, Ze dojde k vice porucham, je zane-
dbatelna. Dojde-li k poruse, je pravdépodobnost 0.2, Ze bude trvalého (permanent) charakteru
(znovuzapnuti (re-switching on) tuto poruchu neodstrani (remove)). Vypadky jsou na sobé
nezavislé. Je tieba urcit
- jaké je pravdépodobnost, Ze béhem roku nenastane zZadna trvala porucha na vedeni,
- pokud je zatéz napajena dvéma takovymi vedenimi (pfi¢emz staci jedno), jaka je
pravdépodobnost, Ze dojde k trvalému pteruSeni dodavky? Pfedpokladejme, Ze na-
stane-li na jednom vedeni trvalej$i porucha, na druhém vznikne trvalejsi porucha s
pravdépodobnosti 0.5.

Jev B (0 poruch za rok) - P(B;) = 0.6, jev B; (1 porucha za rok) - P(B,) = 0.3, jev B3 (2 poru-
chy za rok) - P(B3) = 0.1, jev A - béhem roku na vedeni nenastane zadna trvalejsi porucha.

3
Podle véty o tplné pravdépodobnosti plati P(A) = z P(A | B, ) . P(Bl. ) , pficemz
i=1

P(A|B)) = 1 (nedojde-li viibec k poruse, nemtize byt Zadna trvala),

P(A4|B,) = 0.8 (dojde-li k 1 poruse, neni trvala s pravdépodobnosti 0.8),

P(A|B3) = 0.64 (dojde-li ke dvéma porucham, pravdépodobnost, Ze Zadna z nich neni trvala, je
0.8:0.8 = 0.64).

Pak P(4) =1:0.6 + 0.8-0.3 + 0.64:0.1 = 0.904.

Pravdépodobnost, ze béhem roku dojde alespon k jedné dlouhodobé poruse na jednom
vedeni, je naopak rovna 1 - P(4) =1 - 0.904 = 0.096. Pokud mame dv¢ takova vedeni, prav-
dépodobnost, ze dojde k dlouhodobé poruse na obou z nich je 0.096-0.096 = 0.009216. Prav-
dépodobnost, ze k nim dojde soucasné je 0.009216-0.5 = 0.004608.

Priklad 2.16

Zatéz, kterd je napajena ze dvou paralelné provozovanych transformatorti, mtize podlé-
hat (subject) vyraznym fluktuacim (fluctuations). Transformatory jsou navrzeny tak, aby kaz-
dy z nich byl schopen pokryt (cover) celou zatéz po 90% doby, kdy je druhy transformator
mimo provoz (out of operation). Pravdépodobnost poruchy kazdého z transformatorti je 0.05
a pravdépodobnost, Ze se porouchaji soucasné je 0.01. Je tieba stanovit celkovou spolehlivost
systému (pravdépodobnost dodavky).

Pravdépodobnost, ze oba transformatory pracuji bez poruchy je p; = 0.95-0.95 = 0.9025.
Pravdépodobnost, ze jeden z nich nebo oba jsou porouchané, je p» =1 — p; =1 - 0.9025 =
0.0975, z toho je pravdépodobnost p; = 0.01, Ze se porouchaji soucasné a ps= 0.0875 pravdé-
podobnost, Ze ne soucasné (ale zdravy vydrzi jen 90% doby vypadku porouchaného). Dodav-
ka se tedy udrzi s pravdépodobnosti p; + p4-0.9 = 0.98125.

Priklad 2.17

Analyza poruch na venkovnim vedeni ukazuje, Ze jednofazové¢ zkraty (one-phase faults)
J jsou ttikrat Castéjsi nez dvojfazové D a ty jsou Ctyfikrat Castéjs$i nez trojfazové T. Pomér
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cetnosti je tedy J:D:T = 12:4:1 a tedy P(J) = 12/17, P(D) = 4/17 a P(T) = 1/17. Jaka je prav-
dépodobnost, ze vyskytne-li se vicefdzovy zkrat, Ze se jedna o zkrat trojfazovy?

1
17 1
P= =—=0.2.
4 1 5 0.2
7+7
17 17

Priklad 2.18

Doba potiebné pro opravu poskozeného vedeni (restore of a damaged line) po kalamité
(calamity) je 2 az 3 dny, pti¢emz pravdépodobnost, Ze oprava potrva 2 dny je dvakrat vétsi,
nez 3 dny. Pocet poruch v systému po kalamité je také riizny a z pozorovani plyne, ze

pocet poskozenych vedeni pocet pozorovani relativni Cetnost
0 2 0.10
1 5 0.25
2 8 0.40
3 3 0.15
4 2 0.10
celkem 20

Predpokladejme, Ze je k dispozici jedind montazni Ceta (repair crew) a ze doba opravy vedeni
(repair time) nezéavisi na poctu poruch, které na ném nastaly. Je tfeba urcit:
- Jaka je pravdépodobnost, ze jesté pét dni po kalamité neékteré vedeni nebude fungo-
vat?
-V jednom dni vznikla dv€ tornada (tornadoes). Po rannim byla poskozena dvé vedeni
a zacCala se hned opravovat. Po vecernim tornaddu byla poskozena dalsi linka. Jaka je
pravdépodobnost, ze vSe bude opraveno do 7 dnii?

Ozna¢me B, jev, kdy neni poSkozeno zadné vedeni - P(B;) = 0.1, B; jev, kdy je posko-
zeno jedno vedeni - P(B,) = 0.25, Bs jev, kdy jsou poskozena dvé¢ vedeni - P(B3) = 0.4, B, jev,
kdy jsou poskozena tfi vedeni - P(B4) = 0.15 a Bs jev, kdy jsou poskozena Ctyii vedeni - P(Bs)
= (.1. Déle ozna¢me pismenem 4 jev, kdy za 5 dni po kalamité nebude nckteré¢ vedeni jesté
fungovat. Pak:

(nebylo poskozeno ani jedno vedeni),

(jedno vedeni se opravi nejvyse do tii dnti),
1 1
3 25 (dve vedeni se opravi za vice nez 5 dni s pravdépodobnosti 5),

tfi vedeni se opravi minimalné za 6 dni),

I
—_

Ctyii vedeni se opravi minimalné za 8 dni).

Odtud (viz véta o uplné pravdépodobnosti)
5
P(A):ZP(A|B,,)-P(Bi):0-0.1+0-0.25+é-0.4+1-0.15+1-0.1:0.2944.
i=1

Po prvnim tornddu byla poskozena 2 vedeni. Po druhém tornadu bylo poskozeno dalsi
vedeni, ale toto vedeni mohlo byt uz jednou poskozeno predchazejicim tornadem. Celkoveé
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tedy mohla byt poSkozena 2 vedeni (jev B;), nebo 3 vedeni (jev B;). Ozna¢me pismenem A4
jev, kdy vsechno bude opraveno do sedmi dntl.

Pravdépodobnost, ze byla poskozena 2 nebo 3 vedeni (tedy jeva B; a B;) je 0.5 (po prv-
nim tornddu jsou dvé vedeni poskozend a dvé zdrava, a pravdépodobnost, ze druhé tornaddo
zasadhne zdravou ¢i poskozenou linku, je proto stejna). Pak:

P(A | BI) =1 (dvé vedeni se opravi nejvyse za 6 dni),

3 2
P(A4|B,)= (%) +3- (%} (%)z 0.7407 (oprava viech tii vedeni zabere nejvys 7 dni).

Odtud (viz véta o uplné pravdépodobnosti)
2
=Y P(A4|B)-P(B)=1-0.5+0.7407-0.5 = 0.8704.

Piiklad 2.19
Dva systémy A a B jsou propojeny prenosovou trasou (transmission link) s ptenositel-
nym vykonem (capacity) 50 MW. Pravdépodobnost poruchy této trasy je 0.015. Systém A
sestava z péti 40 MW jednotek, z nichZz kazda se mize porouchat s pravdépodobnosti 0.01 a
jedné 60 MW jednotky (pravdépodobnost poruchy 0.05). Spickové zatizeni (peak load) sys-
tému je 180 MW. Systém B sestava ze tii 25 MW jednotek (pravdépodobnost poruchy 0.1) a
ma Spickové zatizeni 65 MW. Je tieba urcit:
- Pravdépodobnost, ze zatéz presahne (exceeds) vyrobeny vykon jak v systému A, tak
v B za predpokladu, Ze nejsou propojeny.
- Stanovte vyhodu propojeni (interconnection) v misté B za piredpokladu, Ze v ptipadé
nedostatku vykonu (lack of power) v systému B systém A vypomuze.

Samostatny systém A: vyroba dodad pozadovany vykon, jestlize

- pracuje viech 6 jednotek (p = 0.99°-0.95= 0.9034),

- pracuje 5 jednotek po 40 MW, jednotka 60 MW nepracuje (p = 0.99-0.05 =

0.0475),

- pracuji 4 jednotky po 40 MW i jednotka 60 MW (p = 5:0.99*0.01-0.95 = 0.0456),

- pracuji 3 jednotky po 40 MW i jednotka 60 MW (p = 10-0.99°-0.01%-0.95 = 0.0009).
Systém A nedoda pozadovany vykon s pravdépodobnosti 1 - 0.9034 - 0.0475 - 0.0456 -
0.0009 = 0.0026.

Samostatny systém B: zatéz presahne vyrobeny vykon, jestlize pracuji jen dvé jednotky,
jedna jednotka, nebo zadna jednotka.

- pravdépodobnost, Ze pracuji dvé jednotky: 3-0.9%-0.1 = 0.243,

- pravdépodobnost, Ze pracuje jedna jednotka: 3-0.9-0.1* = 0.027,

- pravd&podobnost, Ze nepracuje zadn4 jednotka: 0.1° = 0.001.

Pravdépodobnost, ze systém B nedoda pozadovany vykon, je 0.243 + 0.027 + 0.001 = 0.271.

Existuje-li propojeni, pak pozadovany vykon v misté B (65 MW) mtizeme dostat jako:
- vykon jednoho bloku 25 MW a vykon do 50 MW dodany vedenim (p
3:0.9:0.1%0.985 = 0.0266),
- vykon dvou blokit 25 MW a vykon do 50 MW dodany vedenim (p =
3:0.9%0.1-0.985 = 0.2394),
- vykon tfi blokii 25 MW bez vedeni (p = 0.9°-0.015 = 0.0109),
vykon tii blokti 25 MW s vedenim (p = 0.9>-0.985 = 0.7181).
Pravdepodobnost ze systém B nedodé pozadovany vykon, je 1 - 0.0266 - 0.2394 - 0.0109 -
0.7181 = 0.005. Je zfejmé, Ze spolehlivost systému se vyrazné zvysi.
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Pfi velmi presném vypoctu bychom jest¢ museli stanovit, s jakou pravdépodobnosti
systétm A opravdu dodd vykon 40 MW do vedeni. Tato pravdépodobnost se vSak jiZ velmi
bliZi (approaches) k 1 (pracuje alespoti jedna jednotka 40 MW, p = 1 - 0.01°-0.05 = 1), takZe
jineni tieba do vypoctu zahrnout.
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