4. Vicenasobné nahodné proménné (nahodné vektory)

Casto se stava, Ze rizné objekty charakterizujeme riznymi veli¢inami. Tak napiiklad u
deste 1ze sledovat jeho vydatnost, dobu, misto vyskytu atd. Dostadvame tak cely vektor nahod-
nych veli¢in (vector of random variables), kterému fikdme nahodny vektor.

Jednotlivé ndhodné veli¢iny v rdmci ndhodného vektoru jsou bud’ zcela zavislé, castec-
n¢ zavisle (partially dependent), nebo zcela nezéavislé. Tak naptiklad métime-li u rovnostran-
ného trojuhelnika stranu a obsah, jsou na sobé tyto veliiny zcela zavislé. Zjistujeme-li vyskyt
zajicu a liSek (hares and foxes) v urCité lokalité, existuje jisté jakasi zavislost mezi jejich
mnozstvim, nejsme vSak schopni urcit ze znalosti jedné ndhodné veli¢iny druhou. Konecné
zjistujeme-li rychlost vétru (wind speed) v dané oblasti a soucasné ro¢ni prirastek (annual
growth) obyvatel tamtéz, budou slozky ptislusného nahodného vektoru prakticky nezavislé.

Def. 04.01: Zobrazeni X : £2 — R" takoveé, ze

X7 (=90, X,y x (=0, X, ) X oeu X (=0, X)) € &
nazveme nahodnym vektorem nebo n-rozmérnou nahodnou velicinou. Obvykle se zapisuje
X =(X, X, X)), kde X,,i=1,...,njsou nahodné veliciny.
Def. 04.02: Funkci F definovanou pro kazdy bod z R" vztahem
F(x],xz,...,xn ) = P[X] <X X, SXypen X, < xn]
nazyvame sdruzenou distribucni funkci (joint distribution function) nahodného vektoru X.

Z ptedchozich definic 1ze vyvodit n¢kolik dalSich tvrzeni:
Véta. 04.01: Necht' F je sdruzena distribucni funkce nahodného vektoru X. Pak

- lim F(x,%,5ux, ) =0 pro Vi,

X; -0

- lim F(xl,xz,...,xn)=1,

X| >0 yeuey Xy —>0
- funkce F je v kazdé proménné neklesajici (nondecreasing),
- funkce F je v kazdé promeénné spojita zprava.
Dale je nutno definovat, co je diskrétni a co spojity nahodny vektor.
Def. 04.03: Rekneme, Ze nahodny vektor X = (X 1o X g ens X, n) Jje diskrétni, existuje-li ko-
necna ¢i spocetna mnozina n-tic
{(x“,x21,...,xn1 ),(xlz,xzz,...,xnz),(x13,x23,...,xn3 ),}
takovd, Ze P(xh.,le.,...,xm.) = P[X1 =X 0 X, =Xy 00 X, = xm.] >0 pro vSechna i a dale
ZP(xli,xzi,...,xni) =1.
Funkci P(xl,xz, ...,xn) nazveme pravdépodobnostni funkci nahodného vektoru X.
Def. 04.04: Nahodny vektor X = (X P, CY. ¢ n) ma spojité rozdéleni, jestlize existuje
nezaporna realnd funkce f (X,,X, .., X, ) takovd, Ze pro kazdy vektor (x,,%,,..,x, ) € R" plati
X1 X Xn
F(%15% 500X, ) = [ [ o[ £ (tistysemst, ) dtydty di,
Funkce f se nazyva hustota pravdeépodobnosti nahodného vektoru X, nebo sdruzena hodnota
pravdépodobnosti nahodnych velicin X, X,,..., X .

Nakonec budeme definovat marginalni ndhodny vektor a marginalni rozd¢leni.
Def. 04.05: Necht’ X = ( Xy Xypeens X n) je nahodny vektor. Nahodny vektor

Y = (Xil s Xy yeees X )kde k<n, i, €{l,2,u,n},i, #i, prou#vnazveme margindlni nahodny
vektor (marginal random vector). Specialné X; je pro kazdé i e <1,...,n> marginalni nahodna

velic¢ina. Rozdeéleni nahodného vektoru Y nazyvame marginalnim rozdelenim.



O distribu¢ni funkci marginalniho ndhodného vektoru lze mluvit jako o marginalni dis-
tribu¢ni funkci. Analogicky se hovoii o marginéalni hustoté pravdépodobnosti. Pro marginalni
distribu¢ni funkci plati

Fy (X5 %500 %, ) = P[ X, <5, X, <Xp500 X, <X, X, € Ry X, €R]=
lim F(xl,xz,...,xn).

Tuto limitu formaln¢ zapisujeme jako F (xl,xz,...,xk,oo, ...,oo). Pro marginalni hustotu spoji-

tého rozd¢leni tedy plati

0 0
Iy (x1 R A ) = J:w ...J:OO Ix (xl,xz,...,xn )dx,c+1 wedx
zatimco v ptipadé rozdéleni diskrétniho pro pravdépodobnostni funkci plati
P, (xl,xz,...,xk ) = Z P (xl,xz,...,xn) .
X+l 9009 X

Konecné je tfeba uvazit, ze ve vicerozmérném piipadé¢ miize byt néktera slozka ndhod-
ného vektoru diskrétni, zatimco jind spojitd; takovych ptipadi mize byt mnoho a nékteré z
nich jsou velmi slozité.

Priklad 4.1
Diskrétni nahodny vektor X =(X,,X,) je charakterizovan t&mito pravdépodobnostmi:
X 1 3 5
X2
2 0.15 0.30 0.35
4 0.05 0.12 0.03

Stanovte jeho distribu¢ni funkci F(x;,x;) a uréete rozdéleni marginalnich ndhodnych velicin.

Distribuéni funkci F(x;,x;) lze opét sestavit ve formé tabulky

—o<x, <]|1<x, <3|3<x <555, <o

—0 < X, <2 0 0 0 0
2<x,<4 0 0.15 0.45 0.80
4<x,<o0 0 0.20 0.62 1.00

Je zfejmé, Ze tato funkce je zprava spojita.
N4ahodna velié¢ina X; bude mit rozdéleni

X 1 3 5
P(X)) 0.2 0.42 0.38

a nahodna veli¢ina X,

X 2 4
P(X) 0.8 0.2

Vypocet marginalnich distribu¢nich funkci je jiz trividlni (trivial).



Priklad 4.2
Néhodny vektor X = (X X 2) se spojitym rozdélenim ma hustotu

f(xl,xz) =4.-xx, pro 0<x <1, O<x, <1,
f(xl,xz) =0 jinde.
Je tfeba urcit distribu¢ni funkci F(x;,x;) a dale pravdépodobnost P[X  <2X, ] .

Distribucni funkci ur¢ime nasledujicim zptisobem:
F(x,x,)=0 pro x, <0 nebo x,<0,

F(xl,x2 :J.XlJ-xz4z4vdudv:xlzxz2 pro 0<x,x, <],
F(xl,x2 I J- duvdudv=x7 pro 0<x <1, x,>1,
F(xl,x2 II duvdudv=x; pro x,>1, 0<x, <],

F(xl,xz) = IO IO 4uvdudv=1 pro x, 21, x, 21,
a pozadovanou pravdépodobnost obdrzime jako
3
P[X1 < 2X2] =rdu :4uvdv =I1 2u—2|du =Z.
0 5 0 2 8

Podminéna rozdéleni

Necht’ X a Y jsou ndhodné veliiny, pficemz P [X =t] >0 pro n¢jaké € R. Pak ma
smysl pravdépodobnost P[Y <ylX = t] , coZ je podminéna pravdépodobnost, ze dojde k jevu
[Y < y] za podminky, Ze nastane jev [X =¢]. Oznatme tuto pravd&podobnost F(y|z)a po-
kladejme ji za funkci proménné y. Pak mlzeme o funkci ( V| t) hovofit jako o podminéné
distribu¢ni funkci ndhodné veliciny Y za ptedpokladu, ze X = t.

Co kdyz ale P [X =t] =0, jak je tomu vzdy v pfipad€ spojitych rozdéleni? Oznacme
A4, jev, kdy ndhodna veli€ina X € (t—a,t+a). Zde ma zfejm¢ vyznam mluvit o pravdépo-
dobnosti
P[Y<y|A4 ]

P(4,)

Existuje-1i limita tohoto vyrazu pro a — 0, (jedna se o vyraz typu 0/0), budeme ji pokladat za

PlY<y|Xe(t-at+a)]=

P[Y <y|X =t|=F(y|t). Dilezité je zjistit, kdy tato limita existuje. Ukazuje se, Ze je tomu
tak vzdy, kdy f (t) >0 (tedy hustota pravdépodobnosti ndhodné proménné X je vétsi nez 0.

Vse lze shrnout do nésledujici definice:
Def. 04.06: Necht X, Y jsou nahodné veliciny a necht P[X = x] >0, resp. f(x) >0
Pak vyraz

F(y|x) P[Y<y|X x] resp. Fy| If

nazyvame podminénou (conditioned) distribucni funkci nahodné velzczny Y za podminky, zZe X
= x. Ve druhém pripade nazyvame funkci F ( V| x) podminénou hustotou.



S podminénym rozdélenim tzce souvisi useknuté rozdéleni.
Def. 04.07: Necht’<a,b> C Rje uzavreny interval. Podminéné rozdeleni nahodné velici-

ny X za podminky X € <a,b>, tedy
F,(x)=P[ X <x| X &(a,b) ]

nazveme useknuté rozdéleni (trimmed distribution) nahodné veliciny X.
Konecné do této problematiky patii i otdzky statistické zavislosti a nezavislosti. Za tim uce-
lem definujeme

Def. 04.08: Dvé nahodné veliciny X a Y se nazyvaji statisticky nezavislé (statistically
independent), jestlize pro jejich distribucni funkce plati

F(x,y) =F (x)~FY (y)
Véta 04.02: Dve diskrétni nahodne veliciny X a Y jsou nezavislé prave tehdy, jestlize
P[X=x a Y=y |=PX=x]-P[Y=y,]

Dveé spojité nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé prave tehdy, kdyz pro jejich hustoty plati

f(xay):fx(x)'fY (y)7
kde f (x) a fy ( y) jsou prislusné margindlni hustoty pravdepodobnosti.

Charakteristiky nahodnych vektoru
Def. 04.09: Necht X = (X D, CYR. & ) je nahodny vektor. Vektor

EX =(EX,,EX,,...EX,)

pak nazveme stredni hodnotou nahodného vektoru X.

Podobné¢ jako stfedni hodnotu l1ze zavést do vicerozmérného ptipadu i dalsi charakteris-
tiky, kterymi je popsan piipad jednorozmérny. Takové charakteristiky vSak cosi vypovidaji
jen o chovani dil¢ich slozek a nikoli o vztazich mezi nimi. To je postacujici tehdy, jsou-li na-
hodné veli¢iny nezavislé. Pokud jsou vSak zavislé, je vyhodné znat 1 jejich interakci. Z téchto
charakteristik je nejuzivanéjsi kovariance (covariance) ¢i korelace (correlation) (normovana
kovariance).

Def. 04.10: Necht' Y a Z jsou dvé niahodné veliciny. Cislo

cov(Y,Z)=E[(Y-EY)(Z-EZ)]

nazveme jejich kovarianci. Pokud je tato kovariance nulova, vikame, Ze Y a Z jsou nekorelo-
vané (uncorrelated).

Z této definice okamzité vyplyva tvrzeni (statement):

Véta 04.03: Necht' Y a Z jsou dvé ndhodné veliciny. Potom

cov(Y,Z)=cov(Z,Y),
cov(Y,Z)=E(YZ)-E(Y)-E(Z),
cov(Y,Y)=var(Y).

Pokud jsou nahodné veliciny Y a Z nezavisle, je COV(Y VA ) =0.

Def. 04.11: Necht X = (XI,XZ,...,Xn )je nahodny vektor. Oznacme COV(XI.,XJ‘) =0,.
Matici o nazveme kovariancni matici nahodného vektoru X.

Kovarian¢ni matice je ziejm¢ symetricka a hlavni diagonala obsahuje rozptyly jednotli-
vych slozek. Jsou-li slozky ndhodného vektoru nezavislé, jsou vSechny mimodiagonalni prvky
kovarian¢ni matice nulové.

Def. 04.12: Necht' Y a Z jsou dvé niahodné veliciny. Cislo



cov(7, Z)

\/mr Var O_Y "0y

Ovyy

nazveme koeficientem korelace (correlation coeﬁ“ czent) nahodnych velicin Y a Z.
Obecné lze ukazat, Ze —1< p,, <1, jsou-li ndhodné proménné Y a Z nezavislé, je koefi-

cient korelace nulovy a je-li roven 1 ¢i -1, jsou linearn€ zavislé s kladnym ¢i zépornym koefi-
cientem.

Priklad 4.3

Pomocné napajecky v jaderné elektrarné predstavuji dilezitou ¢ast nouzovych ochran-
nych systémil. Napajecky jsou obvykle v pohotovostnim stavu a aktivuji se pii poruchach
reaktoru. Musi se proto ¢asto kontrolovat, pficemz drobné opravy se provadi na misté. Uva-
zujme jednu napdjecku a zaved’'me ndhodnou veli¢inu X oznacujici pocet poruch béhem roku.
Déle zavedme nahodnou veli¢inu Y oznacujici pocet prohlidek za rok. Nésledujici tabulka
udéva piislusné pravdépodobnostni rozdéleni.

Pocet Pocet prohlidek ¥ Marginalni

poruch X 0 1 2 pravdépodobnost X
0 0.06 0.05 0.03 0.14

1 0.10 0.08 0.08 0.26

2 0.12 0.12 0.03 0.27

3 0.14 0.06 0.01 0.21

4 0.08 0.04 0.00 0.12

Marginalni

pravdépodobnost ¥ | 0.50 0.35 0.15 1.00

Tak naptiklad podminéné pravdépodobnost

Pxy (X =1,Y=1) 0.08
py(Y=1) 035

Déle spocitejme podminéné stiedni hodnoty E (X |Y ) (ve jmenovateli ptislusné marginalni

hodnoty):

P[X=1]Y=1]= =0.229.

E(X[y=0)=000.0, 010 | 012 ) 014, 008 \ )0
0.5 05 05 05 05

E(X|Y=1):O'05 0+ 0081 0.12 oo 0.06 34 0.04 4-1.886,
0.35 0.35 0.35 0.35 0.35

E(X|Y:2):0'03-O+0'08-1+0'03-2 0.01 34 0.00 4—1.133.
0.15 0.15 0.15 0.15 0.15

Celkova stiedni hodnota E(X) se urci jako (neni to ovSem jediny zptisob)
E(X) = z E(X|Y)py =2.16-0.5+1.886-0.35+1.133-0.15=1.91.

¥=0,1,2

Piiklad 4.4
Normalni rozd€leni dvou spojitych ndhodnych veli¢in X a Y je dano vztahem



1 XHx XTHx Y~ Hy “Hy
1wl
Jxy (x’ y ) = e s
2ro0oy \/ 1-p?

kde p je Cinitel korelace mezi X a Y. Je tfeba urcit

- margindlni rozloZeni hustoty pravdépodobnosti X a Y,

- najit podminénou hustotu pravdépodobnosti fxy(y|x),

- pfijakém p budou X a Y nezavislé.
Poznamka: V piipad¢ vektoru ndhodnych proménnych X je multinormalni rozdéleni (multi-
normal distribution) dano vztahem

fole)mm L
’ (27)" det(C)

kde u je vektor stiednich hodnot vektoru X a C je jeho kovarian¢ni matice (covariance mat-
rix). Jakakoli margindlni hustota pravdépodobnosti je v tomto ptipadé rovnéZ normalni.

- fx (x) = J- Jfxy (x, y)dy; po pracném vypoctu, jehoz prvni krok spoc¢ivd v doplnéni

jisté ¢asti exponentu na ctverec se ziska vysledek
1( x—puy ¥
I
fl) e

a samoziejme

fi(y)= \/%G .e*z[?] ’

- podminéna pravdépodobnost

. y*ﬂrﬂ%(ﬁﬂx) 2
ACS) I { ol }
B R i ’

- nahodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, jestlize p = 0; pak plati

Jxy (xay)=fx (x)'fy (y)

Priklad 4.5
Béhem vypadku vyroby lze ¢ast energie dodéavat z drazsich lokalnich jednotek (local
units) a ¢ast nakoupit od sousednich vyrobct.. Pokud se mé energie nakoupit od sousednich
vyrobctll, musi se pocitat s vicendklady ve vysi 1,000.000,- K¢ a vice. Na druhé strang, maxi-
malni hodinové naklady na vyrobu v lokdlnich zdrojich ptedstavuji rovnéz 1,000.000,- K¢.
Hustota pravdépodobnosti zde 1ze modelovat funkci
4 x+y

fXY(x9y)_5 PRI

kde nahodné veli¢ina X oznacuje cenu nakoupené energie v 1,000.000,- K¢ ( X2 1) a ndhodna

veli¢ina Y vicenaklady (taktéz v milionech K¢) nutné pro provoz lokalnich zdrojt (0 <y< 1) .

Za ptedpokladu, Ze vypadek trva 1 hodinu, ma se ur¢it:
- jaka je pravdépodobnost, ze naklady na lokalni zdroje béhem nasledujiciho vypadku
budou mensi jednak nez 500.000,- K¢ a ndklady na ndkup mensi nez 2,000.000,- K¢,



- jaké jsou marginalni hustoty pravdépodobnosti,
zda jsou obé ndhodné veli€iny nezavislé ¢i nekorelované,

je-li znamo, ze naklady na zakoupenou energii ¢ini 2,000.000,- K¢, jaka je pravdépo-
dobnost, Ze cena za lokélni zdroje neptesdhne 500.000,- K¢&.

Nejprve ur¢ime sdruZzenou kumulativni distribu¢ni funkei.

y u+v 4 g
L et 2 )

4 x 4x°

Pak P(X <2,Y< 0.5) =Fy, (2,0.5) =0.2375.Marginalni hustoty pravdépodobnosti se vy-
poctou z vyrazi:

4

1 1 1
:J.y:ofXY (x’y)dy:§(?+2—x3j, x2>1,

- 4
y):jx=1fxv(x’y)dX=§(l+%j, 0<y<l.

Dale je zfejmé, ze ob& ndhodné veliciny X a Y jsou zavislé, nebot’

Jxy (x9y)¢fx (x)fy (y)

Zda jsou veli¢iny korelované ¢i nikoli, musime urcit ze vztahu (pfitom E(X) a E(Y) se pocitaji
z marginalnich hustot)

cov(X,Y)=E(XY)-E(X)-E(Y)=
4 po ol X+y 4 peo 1 1 4 1 y B
Lo e s Joe 2 {14 Jo
(IR VO S-S 0 PR = S T PR
=1\ 5x 15x =1\ 75x  75x =1\ 15x  75x
Néhodné veli¢iny X a Y jsou tedy korelované.
Konecné se musi spocitat podminéna pravdépodobnost ze vztahu

) 5w 2
f(x,y 57 2(x+y
= = = , 0< y<I.
fYIX(ylx) fx(x) 4.(14_1) 2 +1 y
5\ x* 2x°
Odtud

PIY <051 X =2]= " fu(vlx=2)dv=

5 7705
[~ Mdy =3[2y+y_} = 0.45.
y=0 5 5 2 0



Vybéry a jejich zpracovani
Kazdy, kdo se bude zabyvat problémy matematické statistiky, se bude setkavat s fadou
situaci pfinaSejicich experimentalni nejistotu. Kazdy experiment zpravidla mivéd jednu nebo
vice nasledujicich vlastnosti:
- zékony, jimiz se experiment idi, nejsou jesté¢ dokonale popsany ¢i prozkoumany,
- experiment se uskutecnuje poprvé, takze neni doposud znama korektni metodika je-
ho provéadéni (nevyhovujici aparatura, nedodrzeni urcitych podminek apod.),
- existuje tlak na provedeni co nejjednodussich a nejlevnéjSich testli v co nejkratsi
dobg,
- zhodnoceni experimentu a jeho vysledkti nemusi byt zcela objektivni,
- ziskané vysledky jsou neocekéavané (unexpected),
ptijato dalsi rozhodnuti, aniz by se tato nejistota hloubéji teoreticky analyzovala.
V takovych pifipadech mize pomoci matematicka statistika, jejiz metody jsou schopny na
zaklad¢ experimentu nalézt nejpravdépodobnéjsi feSeni. Dvé zdkladni oblasti matematické
statistiky jsou
- teorie odhadu (estimation theory),
- testovani hypotéz (testing of hypotheses).
V teorii odhadu hledame na zéklad¢ experimentu co nejpiesnéji hodnotu néjakého parametru
(at’ uz bodove - nejpravdépodobnéjsi hodnota, ¢i intervalové - dany parametr lezi s uréitou
pravdépodobnosti v ur¢itém intervalu). Pfi testovani hypotéz jde o odpoveéd’ typu ano - ne na
polozenou otazku (otazka na urcity parametr nebo rozdéleni souboru - v tomto piipad¢ se jed-
na o testy dobré shody).

Populace a vybérovy soubor

Celkové mnozstvi objektl, o nichz chceme vypovidat, se nazyva populace (population)
nebo téz zékladni soubor. Informace o celé populaci se vSak ziskavaji velmi obtizn¢. Populace
muze byt netinosné rozsahla (large), jeji vyzkum by byl Casové narocny a nakladny, testy
maji destrukcni charakter, a konecné zdaleka cela populace nemusi byt k dispozici. Proto ob-
vykle ze zkoumané populace vybirdme néjakou jeji ¢ast (nazyvanou vybérovy soubor) a na
zaklad¢ poznatkli ziskanych vySetfovanim tohoto souboru déldme zavéry platné pro celou
populaci. Piesnost téchto zaveért zavisi zejména na velikosti vybérového souboru, prekvapiveé
ne vSak na velikosti celé populace. Dokonce existuji metody, umoziujici uréit minimalni roz-
sah vybérového souboru tak, aby vysledky mély pozadovanou ptesnost. Na druhou stranu je
nutno si uvédomit, Ze mizeme vychazet pouze s existujicich dat, nebo ze si rozsah vybérové-
ho souboru nemizeme diktovat.

Velikost vybérového souboru vSak neni jedinym kritériem k tomu, abychom ziskali
hodnovérné vysledky. DalSim kritériem je jeho reprezentativnost, coz lze zajistit ndhodnym
vybérem. Nahodny vybér (random selection) spociva ve stejné Sanci (equal chance) kazdého
jedince byt zahrnut (be included) do vybérového souboru. K tomu by ovSem bylo zapotiebi,
aby existoval jakysi uplny seznam populace (complete list of population) a moznost, jak na-
hodile z tohoto seznamu vylosovat vybérovy soubor. To je vSak Casto neschiidné. Provadéji se
proto dvoj- 1 vicestupiiové (multistep) vybéry, rozvrstveni apod.

Néhodny vybér

Predpokladejme, ze zékladni soubor ma v daném znaku néjaké rozdéleni (hledame je).
Nyni zjistime rozlozeni v daném znaku na vybérovém souboru (jeho vySetfeni miize ovSem
byt zatizeno chybou). Na zaklad¢ ziskanych poznatki nyni chceme vyvozovat zavéry platné
pro celou populaci. Na kazdy prvek vybérového souboru nyni mizeme pohlizet jako na na-
hodnou veli¢inu, jejiz rozdéleni je dano pravdépodobnostnimi vlastnostmi celé populace. Za-



véry pro celou populaci lze nyni vyvodit za predpokladu, Ze prvky vybérového souboru byly
vybrany nadhodné, jinymi slovy, ziskané ndhodné veli€iny jsou na sob& nezavislé.

Def. 04.13: Nahodny vybér z rozdéleni F(x) je vektor nahodnych velicin, které jsou na-
vzdjem nezavislé a maji stejnou distribucni funkci F(x).

Rada pokusti ma za vysledek cely vektor &isel &i jinych tdajil. Vysledkem jednoho ex-
perimentu je pak p-rozmérny nahodny vybér. Ten namétime n-krat.. Pak hovofime o nahod-
vice ndhodnych vybéri se stejnym ¢i odliSnym rozdélenim.

Jakmile je experiment dokoncen, stdva se ndhodny vybér jen vektorem naméfenych ¢i
jinak zjisténych dat. To znamen4, ze uz nemame co do ¢inéni s ndhodnym vektorem X, ale jen
s jednou jeho realizaci. Ta se zpravidla oznacuje malym pismenem.

Statistiky

Z experimentalné zjisténych dat se urcuji hodnoty rtiznych ukazatelli (descriptors)
(primérna hodnota, maximalni a minimalni pozorovana hodnota atd. Casté&jsi opakovani ex-
perimentl (repetition of experiments) ma leckdy za cil zmenseni chyb ¢i vylouceni hrubych
omyli. Zminéné ukazatele nazyvame statistikami (statistics), jde vlastné o funkce nahodnych
velic¢in X ,Xz, .. .,Xn.

Def. 04.14: Necht’ X = (XI,XZ,...,XH) je nahodny vyber. Statistikou je jakakoli meri-

telna funkce nahodnych velicin X,,Xa,...,Xn, k jejimuz urceni neni treba znat konkrétni hod-
noty parametrii prislusného rozdeleni.

Piikladem je soucet vSech hodnot X},X,...,X,, aritmeticky pramér, maximalni a mini-
malni hodnota, rozdil mezi maximalni a minimalni hodnotou a dalsi funkce (tyto statistiky se
Casto nazyvaji vyberové). Vzhledem k tomu, ze jakakoli statistika je funkci ndhodnych veli-
¢in, je sama rovnéz nahodnou veli¢inou a s jako takovou s ni Ize zachazet.

Odhad parametri a stanoveni distribu¢niho modelu

Klicovym krokem ve vétSin¢ statistickych metod je nalezeni typu matematického mo-
delu, tedy rozdé¢leni, jimz se fidi zdkladni soubor (populace). DalSim krokem je pak nalézt
parametry tohoto rozdé€leni. Vybér rozdéleni je obvykle zalozen na tadé kritérii, jez zahrnuji
teoretické a experimentalni vysledky, a zejména zkuSenost. Vychozi data mohou mit napfi-
klad formu pozorovanych hodnot urc¢ité proménné (doba trvani poruchy, typ poruchy), veli¢in
poli (rychlost vétru, jeho smér), vysledkt laboratornich testii (dielektrickd pevnost izolace,
nastaveni rel¢). Pfislusnad informace pak musi byt zahrnuta do funkce hustoty pravdépodob-
nosti. Tento proces miize probihat ¢tyimi zptisoby:

- navrh parametricky nebo numericky definovaného rozd¢leni,

- pfizplsobeni standardnich teoretickych rozd¢lent,

- stanoveni rozlozeni maximalni entropie,

- subjektivni posouzeni.

Ve vétsin¢ piipada je vyhodné nalézt nejprve stfedni hodnotu a rozptyl ¢i smérodatnou od-
chylku. Navrh hustoty pravdépodobnosti je pak snazsi.

Tak napiiklad mnohé energetické podniky shromazd’uji statisticka data o chovani klico-
vych zatizeni v energetickych systémech a také o pocasi a klimatickych podminkach v dané
oblasti. Jako ptiklad lze uvést: doba trvani vypadki, Zivotnosti generatort, transformatorti a
ptenosovych tras, rychlost a smér vétru, intenzitu srazek, ¢asovy pribéh zatizeni, napéti na
vybranych ptipojnicich, toky vykoni po urCitych linkach atd. Tato data lze doplnit o dalsi
udaje ziskané méfenim v laboratoftich.

Pokud se jedna o odhad parametra rozdéleni, existuji tf1 zakladni metodiky:

- metoda momentt,



- metoda maximalni vérohodnosti,

- Bayesovska metoda.
O vsech uvedenych postupech bude pojednano pozdéji. Nyni se budeme zabyvat druhym kro-
kem, a to odhadem parametrti.

Odhad parametru

Bézné se pouzivaji dva typy odhadi: bodovy a intervalovy. Jestlize odhad néjakého pa-
rametru (nebo charakteristiky) rozdé€leni zdkladniho souboru vyjadiime cislem, mluvime o
bodovém odhadu. Piikladem je statistika X jakozto bodovy odhad stfedni hodnoty u. Zde
vSak nevime nic o pfesnosti takového odhadu. Nejsme napt. schopni fici, jak velky rozdil je
mezi X a u. Proto se leckdy preferuje tzv. intervalovy odhad, ktery udava, v jakém intervalu
se s urcitou pravdépodobnosti miize dana hodnota parametru ocekavat.

Hlavni tdaje popisujici ndhodnou veli¢inu jsou jeji primérnd hodnota a rozptyl. Obé
tyto hodnoty maji izkou souvislost s parametry rozlozeni, jak jiz bylo naznaceno diive. I kdyz
pak nevyzadujeme skute¢né rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, miizeme o ném
takto ziskat dobrou predstavu.

Podivejme se tedy nejprve na statistiku X . Jedna se o intuitivni odhad stfedni hodnoty
zékladniho souboru u. Jde o to, jak je tento odhad piesny. Vytvoiime-li postupné nékolik
stejné rozsahlych vybeérovych soubori, jisté bude piislusna stfedni hodnota x kolisat a vytva-
fet jakési rozde€leni. V praxi se ovSem zpravidla vytvofi jen jeden vybér a vlastnosti vybéro-
vého rozdé€leni se neurCuji experimentalné, ale na zakladé teoretickych uvah. Vychazi se pfi-
tom z n¢kolika zakladnich vét.

Véta 04.04: Je-li nahodny vybeér X,,Xa,..., Xy rozsahu n vybran ze zakladniho souboru o
stiedni hodnoté 1 a rozptylu o, pak vybérovy priimér X bude mit rozdéleni se stejnou stiedni
hodnotou p a rozptylem o*/n.

Nyni jde o to, jaké rozd€leni bude mit vlastné X.
Véta 04.05: Je-li nahodny vyber X1,Xa,...,Xy rozsahu n vybran z normalné rozdélené

populace, ma X rovnéz normalni rozdeleni.
Pokud tedy nahodné veli¢iny X;,X»,...,X, maji rozdleni N(u,0%), ma X rozdéleni
N(u,6%/n). Nejdilezit&jsi je viak nyni tzv. centralni limitni véta, ktera ¥ika

Véta 04.06: Necht' X\,Xa,...,X, je posloupnost vzajemné nezavislych nahodnych velicin,
které maji totéz rozdélent se stiedni hodnotou u a s konecnym rozptylem o*. Pak
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Véta vlastn¢ vypovida, ze pro zakladni soubor, jehoz rozdéleni nemusi byt normalni, bude mit
hodnota X' vybéru o rozumném rozsahu (n > 30) normalni rozdéleni.

Obecné nelze ziskat o urcitém souboru exaktni informace. Ty se ziskavaji na zakladé
testovani vzorkl. Statistika spoctend na zékladé testovani vzorkill se nazyva estimator a pied-
stavuje rovnéz nahodnou proménnou. Estimator se nazyva neovlivnény, je-li jeho o¢ekdvana
hodnota totozna se skutecnou hodnotou parametru.

Metoda momenti

V tomto ptipad¢€ jsou momenty vzorkl vyuzivany ptimo jako celkové momenty. Stiedni
hodnota vzorku se oznaluje x (coZ nahrazuje u) a rozptyl vzorku s (aproximuje o?) Tyto
veli¢iny se urcuji jako



V poslednim vztahu se ve jmenovateli misto » uzivd n - 1 z divodu potlaceni ovlivnénosti
estimatorem.

Priklad 4.6

Odhad naméhani pfenosovych struktur. V jisté oblasti se obdrZely za poslednich 31 let
tyto ro¢ni extrémni rychlosti vétru (km/hod): 76, 92, 80, 90, 64, 77, 97, 61, 69, 60, 77, 80, 61,
61, 58, 64, 55, 64, 61, 69, 58, 74, 74, 71, 59, 70, 81, 70, 65, 70, 59. Kumulativni distribu¢ni
funkce ma tvar

F (x) = e‘eia(H) )

X

Je tfeba urcit parametry « a u tohoto rozdéleni.

Jiz diive byly pro uvedené rozdéleni odvozeny tyto vztahy:
N 0.557 V4

s O=—F,
(04 \/Ea

kde u oznacuje stiedni hodnotu a o smérodatnou odchylku. Nahradime-li tyto momenty hod-

notami x a s odpovidajicimi dané populaci, dostaneme

NG

u=x-0577"s, a=——o.
T \/gs

Podle vztaht plati:
x=69.9, s =10.7 a odtud u=65.1a «=0.12.

5. Funkce nahodné proménné

5.1. Uvod

V mnoha energetickych aplikacich se zajimame o funkcni zévislost mezi zavislymi a
nezavislymi ndhodnymi proménnymi. Napiiklad chceme spocitat toky vykonl ve vedenich
které jsou dany skutecnymi dodavkami vykonti do sbérnic. Tyto dodavky jsou rovnéz funkce
dvou nédhodnych proménnych, tedy vyroby a spotfeby. Vysledné toky jsou proto také ndhodné
veli¢iny.

Velikost zkratovych proudii zavisi na typu a misté zkratu. Ponévadz obé tyto veliCiny
jsou ndhodné proménné, je i velikost zkratového proudu ndhodnou proménnou. V této kapi-
tole ukazeme, ze rozdéleni pravdépodobnosti zavislé nahodné proménné a jejich momentt 1ze
odvodit z rozd¢leni zakladni ndhodné proménné.

5.2. Pravdépodobnostni rozdéleni funkce nahodné proménné
Bude kladen diiraz zejména na problematiku spojité ndhodné proménné, nebot’ problém
transformace diskrétni proménné se 1épe zpracovava s pouzitim zékladnich principi.
Uvazujme nejprve funkci jednoduché nahodné proménné

Y=g(X).
Problémem je nalézt rozdéleni pravdépodobnosti f(Y), je-li zndmo rozdé&leni f,(X). Obecné
technika nalezeni takové funkce sestava ze tii krokd.
- vyjadfi se jev (Y < y)pomoci jevu zahrnujiciho ndhodnou proménnou X,



- nalezne se Fy(Y),
- tato funkce se zderivuje za Gi€elem nalezeni f,(Y) a urci se obor jeji platnosti.

Existuje urcita tiida funkci, kde lze nalézt feSeni explicitné. Uvedena technika tii krokt
vSak obecné plati pro jakoukoli funkci g.

Jedna tfida funkci, kde Ize nalézt feSeni explicitné, jsou spojité monoténni funkce.
Ptedpokladejme nyni, ze g je monoténné rostouci funkce x, pro niz existuje jednoznacnd in-
verzni funkce g (). Je-li Y=yaX=x=g"'(y)adale

P(r<y)=P[x<g’(y)].
obdrzime

a odtud

f0)=nle ]2

Pokud funkce g monoténné klesa, pak jev (¥ < y)odpovida jevu(X >g™'( y)) a odtud

Fy(y)zl—Fx(gl(y)):fy(y):_fx[gl(y)]dgc;y(y).

Lze tedy shrnout, Ze v ptipadé monoténnich spojitych funkci obdrzime

fy(y)=fx[g_l(y)]- dgil(y)

dy

Piiklad 5.1
Stfedni odbér elektrického vykonu (v kW) v domécnostech jistého sidlisté o populaci P
se méni podle vztahu

Y=6.ln(%]—15 pro P >1000.

Predpokladejme, Ze populace v této ¢asti mésta v roce 1998 miize byt popsana logaritmicko-
normalnim rozdélenim s primérem x = 10.000 a kovarianci 6 = 5%. Ocekava se, ze median
populace bude nartistat z uvedené populace o 10% ro¢n¢, zatimco kovariance ziistane praktic-
ky konstantni.

Piedpokladejme i nadale, Ze rozdéleni populace ziistane logaritmicko-normalni i v dal-
Sich letech. Je tieba stanovit rozlozeni Y (sttedniho odbéru vykonu) v roce 2008.

Reseni zahajime stanovenim parametrti rozdéleni popisujiciho velikost populace v le-

tech 1998 a 2008. Pro logaritmicko-normalni rozdéleni plati
=0 =0.05, A=Inu—0.58°
a odtud pro rok 1998
£=0.05, 41=9.21.

V roce 2008 bude opét §' = 0.05, ale 4/ = 1.1° 1= 23579. Odtud A' = 10.07.

Stfedni pozadavek na vykon v roce 2008 plyne pak z rovnice odvozené v predchozim
odstavci:
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Rozdéleni Y je tedy normalni, s x4, = 21.95 a standardni odchylkou o= 0.3.

Problémy mohou nastat tehdy, jestlize funkce y = g(x) neni monotonni, ale i ty lze velmi
dobfe obejit. Predpokladejme tedy, Ze y = g(x) je monoténni po &astech, takze g (y) = x1, x2,
.oy Xn. Pak

n

(r=)=Ux=x)

i=1
a odtud

n

L= 1" ()]

i=1

dg;' ()
dy

Piiklad 5.2
Pti konstrukci stozarti vvn a jejich zakladi hraji velkou roli pfechodné ziva namahani
vodici vyvolana klimatickymi d&ji. Nejkritictéjsi zatéz mize byt vyvolana silnym vétrem a
pro vodi¢ daného priiméru a rozpéti je tato zatéz dana vztahem
0=0.0467-S-D-L-V;,

kde Q je zatizeni v kN plisobici na vodi€ o rozpéti L (m), S je soucinitel rozpéti, D je pramér
vodi¢e v mm a V, je ndrazova rychlost dana jako V, = 2.08:V, + 9.3, pficemz Vi, je stiedni
rychlost vétru (km/hod). Urcete rozdéleni Q, pokud je zndmo rozdéleni Vi,

Pti vySetfovani G¢inkll vétru se musi vzit v uvahu predevSim hodnoty jeho nejvyssi
rychlosti. Meteorologickd métfeni ukazuji, Ze roéni maxima mohou byt velmi dobfe reprezen-
tovana rozdélenim

1o (v) —q-e ™ 'e‘eiaw), v,o,u >0,
kde hodnoty u a 1/« ptedstavuji parametry mista a rozptylu. Dale
%
yo=e g3 1
2.08 dv, 2.08
a odtud
o avw) e ) @ "
v)=a'e -e , a'=——, u'=2.08-(u+9.3).
f;/g ( ) 208 ( )
Nyni jiz miZzeme psat:
dv
O=cV? (c=00476-S D-L)=v, =+ L =T/ =1

¢ |dg
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